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Hauptergebnisse findet der Leser in moderner Ausdrucks-
weise in der Einfihrung.
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sion der Heidelberger Akademie und vor allem Herrn
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Unterlagen und die freundliche Unterstiitzung bei allen
unsern vorbereitenden Arbeiten unsern geziemenden
Dank auszusprechen; Dank schulden wir auch Herrn Mi-
nisterialrat Dr. E. LOFFLER-Stuttgart und Herrn cand.
math. H. SavLzmann-Augsburg fir die gewissenhafte



IV Vorwort

Unterstiitzung bei Durchsicht der Korrekturen und dem
Verlag fiir die Sorgfalt bei der Anfertigung des Satzes und
der duBeren Ausstattung des Biichleins.

Ichenhausen, den 6. Dezember 1950

JOSEPHA u. JoSEPH EHRENFRIED HOFMANN



INHALTSVERZEICHNIS

I. Teil: Zur Einfihrung . . . . . . . . .« . VII
Zur Textiiberlieferung . . . . . . . . . . XLVI
Die angezogenen Handschriften . . . . . . L
Die Drucke der mathematischen Schriften . . . LI

II. Teil: Die Texte . . . . . . . . . . . . 1-182

1. Von den Geometrischen Verwandlungen . . 3
(De geometricis transmulalionibus)

2. Von den Arithmetischen Ergdnzungen . . . 29
(De arithmeticis complementis)

3. Von der Quadratur des Kreises . . . . . 36
(De circuli quadratura)

4. Die Kreisquadratur . . . . . . . . . b8
(Quadratura circuli)

5.Von den Mathematischen Erginzungen. . . 68

(De mathemalicis complementis)
6. Magister Paulus an den Kardinal Nikolaus
von Cues . . . . . . . . . . . . . 128
(Magister Paulus ad Nicolaum Cusanum
Cardinalem) .
7. Erklirung der Kurvenausstreckung. . . . 132
(Declaratio rectilineationis curvae)
8.Uber das eine MaB des Geraden und Ge-
krimmten . . . . . . . . . . . . . 136
(De una recti curvique mensura)
9. Der Dialog iiber die Quadratur des Kreises . 143
(Dialogus de circuli quadratura)

10, Die Kaiserliche Quadratur des Kreises . . . 1561
(De caesarea circuli quadratura)
11. Uber die Mathematische Vollendung. . . . 160

(De mathematica perfectione)

12. Der Goldene Satz in der Mathematik . . . 178
(Aurea proposilio in mathematicis)



Vi Inhaltsverzeichnis

III. Teil: Anmerkungen zur Einfihrung und zu den

Texten . . . ... ... . 183—252
Anmerkungen zur Elnfuhrunv .. . . . . 185
Anmerkungen zu den Texten . . . . . . . 189252

1. Zu den Geometrischen Verwandlungen. . . 189

2.Zu den Arithmetischen Erginzungen . . . 198

3. Zur Quadratur des Kreises. . . . . . . 200

4. Zur Kreisquadratur . . . .. 208

5. Zu den Mathematischen Erganzungen .. 2138

6. Zum Brief Toscanellis an den Cusaner. . . 233

7. Zur Erklirung der Kurvenausstreckung . . 235

8. Zum einen MaB des Geraden und Gekriimmten 237
9. Zum Dialog iiber die Quadratur des Kreises. 240

10. Zur Kaiserlichen Quadratur des Kreises . . 242
11. Zur Mathematischen Vollendung . . . . . 245
12. Zum Goldenen Satz in der Mathematik . . . 2b1
Namen- und Schriftenverzeichnis . . . . . . . 253
Angefiihrte Schriften des Cusanus . . . . . . . 263

Sachweiser . . . . . . . . . . . . . . . 265



ZUR EINFUHRUNG






Oportet autem attingere sensum volentem potius
supra verborum vim intellectum efferre quam
proprietatibus vocabulorum insistere, quae tantis
intellectualibus mysteriis proprie adaptari non
possunt.

De doct. ign. 1, 2.

Wenn wir den mathematischen Schriften des CUSANERS
gerecht werden wollen, miissen wir uns stets vor Augen
halten,daB hier nicht der Fachmathematiker zu uns spricht,
sondern der Philosoph, dem es letztlich nicht um das
reine Fachwissen geht, sondern um die symbolhafte Aus-
deutung mathematischer Zusammenhénge. Die Worte in
der Docta ignoraniia 1,11, wo gesagt wird, daB wir im
Streben nach der Erfassung goéttlicher Wahrheiten die
starkste Unterstiilzung von der Mathematik erhoffen diir-
fen — als Gewihrsleute werden PYTHAGORAS, PLATON,
ARISTOTELES, BOETHIUS und AUGUSTINUS angefiihrt
— gellen nicht der Fachwissenschaft, sondern der auf
mathematische Bezeichnungen und Einsichten zu stiitzen-
den Symbolik, wie das in I, 12 des Ndheren ausgefiihrt wird.

Aber der CUSANER begniigt sich nicht mit dieser Auf-
fassung, die das ganze Mittelalter hindurch die herr-
schende war, sondern er ringt ernsthaft um mathematische
Fragestellungen und Beweise, und seine mathematischen
Trakiate behandeln wirklich mathematische Gegen-
stinde, obwohl sie im Schatten seiner Philosophie stehen.
Wiahrend REGIOMONTAN, der Fachmathematiker und
elwas jlingere Zeitgenosse, das Wissen seiner Zeit in der
Trigonometrie, in der Geometrie und in der Zahlentheorie
um ein Bedeutendes vermehrt, beschrénkt sich der CUSA-
NER ausschlieBlich auf das Doppelproblem der Ausstrek-
kung und Quadratur des Kreises, das er von der Abhand-
lung iiber die Geometrischen Verwandlungen des Jahres
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1445 bis zum Goldenen Satz in der Mathematik vom Jahr
1459 auf immer wieder neuen Wegen angegangen und be-
handelt hat. Fast in jeder der elf Schriften, die sich auf
diese 14 Jahre verteilen, spricht er ausdriicklich davon,
daB er diese miihevollen Untersuchungen nur um eines
wichtigen Zweckes willen anstellt; denn es gelte den Zu-
gang zu hoheren Wissenszweigen zu gewinnen, und in der
letzten Abhandlung, der Aurea propositio, steht am Schlull
der Hinweis auf den dreieinigen Urgrund, auf den alle
hohere Spekulation hinzielen miisse.

So ist die Mathematik fiir den CUSANER eine Hilfswis-
senschaft, aber doch eine echte Wissenschaft, deren Eigen-
art anerkannt und deren Problematik durchaus ernst ge-
nommen wird. Deshalb ist es interessant, des Ndheren zu
verfolgen, wie sich der Philosoph mit dieser Wissenschaft
auseinandersetzt und wie er sich mit ihren Ideenbildungen
immer besser vertraut macht.

Uber das, was der CUSANER von friiher her an mathe-
matischem Riistzeug mitgebracht hat, sind wir nur unzu-
reichend unterrichtet. Als sicher diirfen wir annehmen,
daB er bereits wihrend seiner Studienzeit beim obligato-
rischen Besuch der allgemeinen Vorlesungen in der Ar-
tistenfakultit mit den Institutiones arithmeticae des BOE-
THIUS bekannt wurde, deren zum Teil zahlenmystisch ge-
farbter Inhalt seinen eigenen Ansichten in besonderem
MaBe zusagen mochte. Schon in der Docta ignorantia wird
an mehreren Stellen auf das Gedankengut der Institutio-
nes arithmeticae Bezug genommen, vor allem in dem oben
erwiahnten 11. Kapitel des ersten Buches, und in den spé-
teren Schriften hdufen sich derartige Anspielungen.

Sicher hat der CUSANER auch die einfacheren Teile der
EUKLID-Ubersetzung des CAMPANUS! kennengelernt —
vielleicht zunédchst nicht unmittelbar, sondern in der stark
verkiirzten Bearbeitung des BRADWARDINE, dessen Geo-
melria speculativa® als ein brauchbares und hinldnglich
einfaches Schulbuch sehr geschitzt wurde. Dieses Werk,
dessen EinfluB auf die mathematischen Schriften des CU-
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SANERS auBerordentlich weit reicht, enthilt auch Hin-
weise auf einige mathematische Stellen bei ARISTOTELES®;
ferner werden die Hauptsitze aus der damals gerade in la-
teinischer Ubersetzung bekanntgewordenen isoperimetri-
schen Abhandlung des ZENODOROS wiedergegeben®. Be-
sonders interessant ist die Erwiahnung der ARCHIMEDI-
SCHEN Circuli dimensio®, liber die man auf so engem
Raum nicht eingehender berichten kénne. BRADWARDINE
kennt zwar den Zusammenhang zwischen Kreisumfang

und Kreisfliche, halt jedoch den Wert = ~ 272 fiir genau

und beruft sich hierfiir ausdriicklich auf ARCHIMEDES als
Autoritit; das wire nicht moglich gewesen, wenn er wirk-
lich eine lateinische Ubersetzung der Abhandlung vor
Augen gehabt hitte. Wer sein Gewdhrsmann war, ist nicht
sicher festzustellen.

In der Docta ignorantia wird weder EUKLID noch CAM-
PANUS noch auch BRADWARDINE namentlich erwihnt,
aber zwei interessante Einzelheiten stehen vermutlich in
engerer Beziehung zu BRADWARDINE bzw. zu CAMPA-
NUS. Die eine findet sich in I,13, wo der CUSANER jene
Kreise betrachtet, die einander in einem Punkte gleichsin-
nig beriihren. Er sieht die gemeinsame Tangente als den
groften unter diesen Kreisen an, dem das Maximum an
rectitudo und das Minimum an curvitas zukomme. Die bei-
gosetzte Figur stimmt im wesentlichen mit einer aus der
Geomelria speculativa® liberein, nicht aber mit jener der
Vorlage aus GAMPANUS?. Die CUSANISCHE Uberlegung
mag aus dem ihm vorliegenden Text durch selbstindige
Weiterbildung entstanden sein.

Eine weitere Bezugnahme auf BRADWARDINE? oder
CAMPANUS® sehen wir im Text der Docta ignorantia 111,1,
wo die Frage angeschnitten wird, ob man aus der Existenz
kleinerer und groBerer Werte hinsichtlich einer bestimm-
ten Grofe auf die Existenz einer zu ihr gleichen GriBe
schlieBen diirfe. Der CUSANER leugnet dies mit aller Ent-
schiedenheit; z. B. diirfe man weder aus der Existenz des
einbeschriebenen und umbeschriebenen Quadrats am



XII Einfibrung

Kreise auf die Existenz eines zum Kreise flichenglei-
chen Quadrats schlieBen!®, noch auch aus der Exi-
stenz zweier geradliniger Winkel, von depen der eine
kleiner, der andere grofer sei als der sog. Inzidenzwinkel
(zwischen Kreissehne und Kreisbogen) auf die Existenz
eines zum Inzidenzwinkel gleichen geradlinigen Winkels.
Auf diese Apngelegenheit werden wir unten (s. XX/XXI)
noch genauer zuriickkommen.

Anscheinend hat sich der CUSANER schon wihrend sei-
ner Studienzeit lebhaft fiir mathematische Dinge inter-
essiert. Diese Vorliebe hat ihn, der seit 1417 an der Univer-
sitdt Padua die Rechte betrieb, noch im Jahr 1422 — also
kurz vor AbschluB seiner Studien — in die mathematischen
Vorlesungen BELDOMANDIS gefiihrt, der eben erst die
Professur fiir Musik und Astrologie erbalten hatte, und
sich als Verfasser wohldurchdachter und ziemlich selb-
standiger Lebrbiicher! eines bedeulienden Rufes erfreute.

Unter den Hérern BELDOMANDIS befand sich auch
TOSCANELLI, der Sohn eines Florentiner Arztes, mit dem
der CUSANER alsbald in enge freundschaftliche und wis-
senschaftliche Beziehungen trat!2. TOSCANELLI batte sich
vorziigliches Fachwissen auf dem Gebiete der Mathematik
und Astronomie erworben; von ihm hat der CUSANER auf
dem Gebiete der exakten Naturwissenschaften viele all-
gemeine und fachliche Anregungen empfangen. Wie boch
er das Konnen des klugen Florentiners einschétzte, zeigt
uns der Umstand, dafl er ihm seine ersten beiden mathe-
matischen Abbandlungen, die Transmulationes geomelri-
cae und die Complementa arithmelica, gewidmet hat.

Ob sich der CUSANER auch unmittelbar nach AbschluB
seiner Studien noch mit rein mathemalischen Gegenstin-
den befafBt hat, wissen wir nicht. DaB in ihm das Interesse
an mathematischen Fragen rege geblieben ist, lehrt uns
eine interessante Einzelheit: Im Jahr 1428 hat er sich
LuLLs Traktat von der Quadratur und Triangulatur des
Kreises eigenhdndig abgeschrieben, und zwar kennzeich-
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nenderweise nur den ersten mathematischen Teil, nicht
aber die symbolisch-theologische Fortsetzung!®.

Die LULLSCHE Abhandlung ist vom rein mathemati-
schen Standpunkt aus sehr unbedeutend; sie enthélt je-
doch einige allgemeine Gedanken, die sich mit der Auffas-
sung des CUSANERS stark beriihren. Besonders interessant
ist fiir uns die einleitende Bemerkung'*: Strecken und
Kreisbégen kénnen als ungleichartige Grollen nicht ins
Verhiltnis gesetz! werden, und Bégen sind auch nicht ver-
mittels des Zirkels durch Strecken meBbar. Deshalb mul}
man als Mathematiker in seinem Sinne an Stelle der wirk-
lichen Strecken und Bogen ihre Ideen setzen und diese in
der Vorstellung zum Vergleich bringen.

Mit der Tatsache, daB sich Strecken und Bogen nicht ins
Verhailtnis setzen lassen, war der CUSANER aus ARISTO-
TELES wohlvertraut; in De beryllo 27 wird sogar ausdriick-
lich auf eine einschldgige Stelle in den Metaphysica ver-
wiesen's, Dort wird auch erwihnt, daB diese Inkommen-
surabilitdt das Hauptargument des ARISTOTELES gegen
die Moglichkeit einer exakten Kreisquadratur sei.

Wahrscheinlich kannte der CUSANER nicht nur einige
der einschligigen Stellen bei ARISTOTELES, sondern auch
etwas von den zugehorigen Kommentaren, wie etwa den
des BOETHIUS!® und den des AVERROES!’. Hingegen hatte
er von der Quadratur vermittels der Méndchen, die in den
Complementa mathematica erwiahnt wird'®, nur ganz un-
bestimmte Vorstellungen. Vielleicht lag ihm hieriiber nichts
anderes vor als die kurze und nichtssagende Bemerkung
bei BRADWARDINE?®: ,,Bei ARISTOTELES wird auch eine
Quadratur vermittels der Méndchen erwiahnt, jedoch als
unrichtig bezeichnet, und deshalb ist es iiberfliissig, ge-
nauer darauf einzugehen.” Daraus folgt, dal der CUSA-
NER weder den Kommentar des SIMPLIKIOS zur ARISTO-
TELISCHEN Physik gesehen hat?®, in dem die Mondchen-
quadratur eingehend behandelt wird, noch auch den des
PHILOPONOS zu den Analytica posteriora®, der eine ver-
kiirzte Darstellung enthélt, und ebensowenig die unter dem
Titel Quadratura circuli per lunulas umlaufenden lateini-
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schen Fassungen, von denen eine dem ALBERT VON SACH-
SEN vorlag?®. Der Traktat ALBERTS zur Kreisquadratur?®
scheint dem CUSANER nicht bekanntgeworden zu sein,
und ebensowenig die dlteren Studien des FRANCO VON
LUTTICH?* und des JORDANUS NEMORARIUS?® zum glei-
chen Gegenstand.

Auch das (etwas billige) Verfahren LULLS, an Stelle
der wirklichen Figuren gedachte treten zu lassen, um
vermutete, aber nicht unmittelbar aus der Anschauung
erkennbare Zusammenhéinge nachweisen zu konnen, war
dem CUSANER nichts Neues. Er kannte Ahnliches schon
langst aus den von ihm mit Leidenschaft studierten NEU-
PLATONISCHEN Schriften; spéter zitiert er®® als maBgeb-
liche Autoritit die Schrift De divinis mominibus des
von ihm so hoch verehrten PSEUDO-DIONYSIOS?’. Das von
ihm selbst verwendete Verfahren ist viel feiner und besser
durchdacht: es ist die sog. visio inlellectualis, die bereits in
der Docta ignorantia 1,4 und etwas eingehender in De con-
iecturis 11,2 und dann ganz genau in De beryllo geschil-
dert und auch in den mathematischen Schriften immer
wieder angewendet wird?®,

Die Erkenntnis ist fiir den CUSANER im wesentlichen
von dreifacher Art: sensibilis, rationalis und intellectualis.
Die Dinge der Sinnenwelt sind ihrem Wesen nach durch-
aus unvollkommen, wie elwa eine auf einer Tafel einge-
ritzte Figur. Nicht von diesen Gebilden handelt der Ma-
thematiker, sondern von den nur in seiner Vorstellung
vorhandenen und rein gedachten Figuren?®. Was hierbei
durch die gewohnliche SchluBweise hergeleitet werden
kann, wiirde vom CUSANER in den Bereich derrationa-
len Erkenntnis verwiesen werden. Tiefer dringt die visio
intelleclualis, die als letztes Hilfsmittel dienen muB, wenn
die rationalen Methoden versagen. Dies tritt z. B. bei Be-
trachtung unendlich groBler Gebilde ein, wie sie in der
Docta ignorantia 1,14 und 1,15 behandelt werden. Ver-
moge der visio intellectualis wird das unendliche Dreieck
gleichzeitig auch als Kreis angesehen. Ahnlich liegen die
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Dinge bei Untersuchung unendlich kleiner Gebilde; nur in
diesem Bereich ist es moglich, da Sehne und Bogen
zusammenfallen®. Etwas anders mull man vorgehen, wenn
es gilt, den Kreis zu quadrieren. Das ist in der Welt des Ge-
dachten grundsitzlich unmoglich; hingegen 148t sich die
Quadratur des Kreises im Bereich des Handgreiflichen
immer genauer und genauer vollziehen — schliellich so
genau, daf ein sinnfalliger Unterschied liberhaupt nicht
mehr feststellbar ist3:.

In der visio intellectualis und allem, was mit ihr zusam-
menhéngt, steckt der entscheidende auBlermathematische
Bestandteil der CUSANISCHEN Mathematik. Gewil ist die-
ses Verfahren vom streng wissenschaftlichen Standpunkt
aus vollig unzuléssig, aber es wird mit soviel Takt verwen-
det, daB im Grunde nur aullere Einzelergebnisse unrichtig
werden; der tiefere Zusammenhang ist fast immer richtig
erfalBt. Dieses feine Empfinden fiir das, was moglich und
was unmoglich ist, macht die eigentliche Stiarke des CUSA-
NERS auf mathematischem Gebiet aus. Es 148t uns die vie-
len Unvollkommenheiten in der Einzeldurchfiihrung ver-
gessen und nétigt uns die hochste Achtung vor dem kiih-
nen Denker ab, der es als Nichtfachmann gewagt hat, mit
seinen noch génzlich unzureichenden Hilfsmitteln bis zur
Untersuchung funktioneller Zusammenhénge vorzustoBen,
deren Bedeutung selbst dem tiichtigsten seiner Zeitgenos-
sen nur von ferne dimmerte.

Das entscheidend Neue, was der CUSANER mit seiner
visio infellectualis gefunden hat, ist das Prinzip der coin-
cidentia oppositorum, das ihm auf der Riickfahrt von Kon-
stantinopel im Jahre 1437/38 eingebungsgleich aufgegan-
gen ist. In der Docla igrorantia vom Friihjahr 1440 wird
ein erster Uberblick iiber die Kraft der neuen Betrach-
tungsweise gegeben, und das unter fortwidhrender Heran-
ziehung mathematisierender Schlullweisen, die jedoch
nicht im Sinne strenger oder gefiihlsm#aBiger Fachbetrach-
tungen, sondern in sinnbildlich vergleichender Form ver-
wendet werden. Der CUSANER will z. B. in I, 3 klarmachen,
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daB all unser irdisches Wissen nur Stiickwerk ist, und dal
uns die volle Wahrheit fiir immer verschlossen bleibt. Dies
geschiebt durch einen doppelten Vergleich. Einerseits wird
die Wahrheit als das ewig Unverdnderliche, Absolute und
Unendliche erklirt, das sich der artgemiBen Erkennbar-
keit durch unsern zeitlich bedingten und auf das Endliche
beschriankten Verstand entzieht und daher prinzipiell un-
erkannt bleibt, 4hnlich wie das Unendliche, das niemals
zum Endlichen in ein meflbares Verhéltnis zu treten ver-
mag. Andrerseits wird die uns allein zugidngliche grad-
weise Erkenntnis und die uns unzugingliche Wahrheit
mit den Beziehungen zwischen den einbeschriebenen regel-
maBigen Vielecken und dem Kreise verglichen. Wohl 1a3t
sich unser Einzelwissen stufenweise vergroBern und damit
der Wahrheit stirker anniéhern, genau so, wie das Viel-
eck dem Kreis durch Vergrofern seiner Eckenzahl immer
ahnlicher wird; aber niemals ist eine volle Ubereinstim-
mung erzielbar, genau so wenig wie beim Vieleck, das auch
nicht bei Vergrofiern der Eckenzahl bis ins Unendliche zum
Kreise wird. DemgemaB ist unser Wissen nur sehr unvoll-
kommen; so erscheint uns die Wahrheit als eine Mo g-
lichkeit: in Wirklichkeit ist sie die vollendete Not-
wendigkeitund iiberdies das absolute und unveridnder-
liche Maximum des Erkennbaren. Auf Grund dieser Uber-
legung kommt der CUSANER zu der Auffassung, daB zwi-
schen GroBen, die sich sensualiler, rationaliler oder intel-
leclualiter unterscheiden, niemals eine prizise Gleichheit
moglich ist; denn dies wiirde auf ein Maximum an Gleich-
heit hinauskommen, das selbst die Welt des Intelligibeln
iiberschritte.

Nun wendet sich der CUSANER zur nidheren Unter-
suchung der absoluten Extreme®’. Er unterscheidet zwi-
schen Maximum und Minimum und erklirt das GréBtmaog-
liche als das Maximum an GroBheit, das Kleinstmogliche
als das Maximum an Kleinheit. Mit Hilfe einer visio intel-
lectualis sieht er vom Begriff der GroBheit und Kleinheit
ab und kommt auf diese Weise zu der Auffassung, daB das
Maximum und das Minimum — jedes von ihnen als ein



Einfiihrung XVII

reines Maximum aufzufassen — miteinander zusammen-
fallen miissen. Hierin besteht das Wesen der coincidentia
oppositorum, mittels deren er auf allen Wissensgebieten
neue Erkenntnisse zu gewinnen und bisher als unlgsbar
angesehene Probleme zu meistern hofft.

Zunichst stellt er fest®®, daf es nur ein Maximum geben
kann. Alsdann geht er zur Anwendung seiner Methode auf
die gewdhnlichen Zahlen iiber. Jede ganze Zahl entsteht
durch Setzen von Einheiten; eine grifite endliche Zahl
kann es nicht geben, da jede Zahl vergroBerungsfihig ist.
Als kleinstmégliche Zahl mufl die Eins angesehen werden;
denn sie 148t sich nicht weiter vermindern. Daher ist sie
die schlechthin kleinste unter den Zahlen und muf} mit der
groBtmoglichen Zahl, die als unendliche nicht benannt
werden kann, zusammenfallen. Sie ist Ursprung aller Zah-
len, aber noch nicht selbst Zahl. Mit dieser letzten Bemer-
kung tritt der CUSANER der alten PYTHAGOREISCHEN
Lehre bei, die ihm aus BOETHIUS®® bekannt war. Er hilt
es nicht mit BELDOMANDI, der als einer der ersten bereit
war, die Eins als Zahl anzuerkennen?®. An spiterer Stelle®®
erklirt der CUSANER den Extremwert als das natirliche
Maf der Zwischenwerle. Er dullert sich auch genauer dar-
tiber, wie jede Zahl aus der Einheit durch fortwihrendes
Setzen von Einheiten entsteht®”. Diese Erzeugung bezeich-
net er als eine explicatio, das Enthaltensein der Einheit in
jeder Zahl als eine complicatio. Er betont, daB die Einheit
deshalb als die gr68tmégliche Zahl anzusehen ist, weil sie
als einzige Zahl ausnahmslos in jeder andern enthalten ist.

Eine dhnliche Sonderstellung wie der Einheit unter den
Zahlen (diskrete Gr68en) kommt dem Punkt unter den geo-
metrischen Gebilden (kontinuierliche Gréfien) zu®®. Durch
eine erste explicatio geht aus dem Punkt die Linie, durch je
eine weitere explicatio die Fliache und der Korper hervor,
und bei dieser explicatio entstehen der unendliche Kreisund
die unendliche Kugel als zusammenfallende Maxima, die
ihrerseits wieder mit dém erzeugenden Punkt koinzidieren.
In diesem Sinne besteht die Linie aus der Gesamtheit der
auf ihr gelegenen Punkte.
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‘Was der CUSANER hier andeutet, kommt auf ein Wie-
deraufleben der Indivisibeln-Vorstellungen der Atomisti-
ker hinaus, die von der PLATONISCHEN Akademie und
spiter von der NEUPLATONISCHEN Schule aufs heftigste
bekdmpft worden waren. Wir sind nicht sicher, ob der CU-
SANER seine Auffassung selbstindig entwickelt hat oder
ob er hier einer fiir uns noch nicht klar erkennbaren, viel-
leicht miindlichen Tradition folgt. Als Ubermittler kime
der Skeptiker SEXTUS EMPIRICUS in Frage, der in seiner
Schrift Adversus mathematicos®® eine sehr klare Darstel-
lung der Indivisibeln-Lehre gibt, um sie dann mit vielen
Gegengriinden als unhaltbar zu erkldren und zu verwer-
fen. Auf jeden Fall steht fest, daB die Indivisibeln-Vorstel-
lungen des 17. Jahrhunderts mit der Auffassung des CU-
SANERS in Verbindung gebracht werden miissen, doch sind
die ndheren Einzelheiten noch nicht hinreichend genau
bekannt.

Bei einer Diskussion iiber die Dreieinigkeit der gott-
lichen Personen spricht der CUSANER davon*®, daB das
Dreieck die einfachste unter allen geradlinigen geometri-
schen Figuren und daher das Minimum unter den Vieleck-
figuren sei und sich zu diesen verhalte wie die Einheit zu
den Zahlen. Aus der weiteren Erorterung geht hervor, dafl
der CUSANER hier von unendlich groBen Vielecken spricht,
so daB wir es mit einer auBermathematischen Angelegen-
heit zu tun haben. Aber gerade diese Stelle ist es, aus der
durch Umwenden und Kombination mit dem Inhalt des
Kapitels aus BRADWARDINE iiber die isoperimetrischen
Figuren*' etwas Neues entstehen sollte, nimlich die Me-
thode zur Quadratur des Kreises in der ersten Pramisse
der Transmulationes geomelricae*®*. Wir erfahren aus dem
Vorwort zu dieser seiner mathematischen Erstlingsschrift,
was den CUSANER veranla8t hat, das bisher ausschliefllich
beackerte Feld der symbolischen Mathematik zu verlassen
und zur reinen Fachwissenschaft liberzugehen?®: es war
das ungeldste Problem der Kreisquadratur, das ihn reizte,
und das er vermittels seiner coincidentia oppositorum zu
bezwingen hoffte. Unzidhlige Ansitze hatle er erfolglos un-
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ternommen und alles ihm Zugingliche iiber den Gegen-
stand durchgearbeitet: er hatte sich vor allem mit der Lo-
sungsmoglichkeit des Problems eingehend beschéftigt und
war schliefilich zu der Erkenntnis vorgedrungen, dafl man
hier vermittels der gew6hnlichen mathematischen Metho-
den nicht zum Ziel kommen kénne.

Insbesondere aus der De circuli quadratura, wo das
ganze Existenzproblem mit allem Fiir und Wider durchge-
sprochen wird*, ersehen wir, was der CUSANER in den
Schriften seiner Vorginger gefunden hatte. Zwei Grund-
auffassungen stellt er einander entgegen: nach der einen
ist die Kreisquadratur moglich, weil es dort, wo ein Gro-
fer und ein Kleiner vorhanden ist, immer auch ein Glei-
ches gibt (Zwischenwertsatz); nach der andern ist die
Kreisquadratur unmdéglich, weil der Zwischenwertsatz un-
giiltig ist. Der CUSANER bekennt sich nach eingehender
Diskussion zur zweiten Auffassung und beschrinkt sich
darauf, eine naherungsweise Kreisquadratur zu ge-
ben — ndherungsweise jedoch nur in der Welt des Intelli-
gibeln, wahrend sie in der Welt des Sinnlich-Greifbaren
so0 genau ist, daBl man auch mit den feinsten MaBen keinen
Unterschied zwischen dem niherungsweise konstruierten
Quadrat und der Kreisfliche feststellen kann*®.

‘Wir wissen nicht genau, welche Autorititen es waren,
in deren Schriften der CUSANER lesen konnte, daB die
Kreisquadratur moglich sei, falls die Giiltigkeit des Zwi-
schenwerisatzes zugegeben werde. Wir diirfen jedoch mit
ziemlicher Sicherheit annehmen, daB hier eine antike Tra-
dition vorliegt, die sich auf die Methode des BRYSON be-
zieht. Uber diese sind wir aus den ARISTOTELES-Kom-
mentaren des ALEXANDER VON APHRODISIAS*® und des
PHILOPONOS* unterrichtet,allerdings nur in unzureichen-
der Form. BRYSON soll am gegebenen Kreis ein einbe-
schriebenes und ein umbeschriebenes und ein zwischen
beiden seitenparallel gelegenes regelmiBiges Vieleck kon-
struiert und behauptet haben, das letztere sei zum Kreis
flichengleich; denn Zwischenvieleck und Kreis seien beide
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kleiner als das umbeschriebene und groBer als das einbe-
schriebene Vieleck, und was grofer und kleiner als das-
selbe sei, sei auch gleich. Uber das Verfahren des BRYSON
konnen wir uns hieraus kein Urteil bilden; denn es fehlt
die Hauptsache: die konstruktive Bestimmung des Zwi-
schenvielecks. Anders ldgen die Dinge, falls wir annehmen
diirften, dal ALEXANDER — er ist der Gewdhrsmann fiir
PHILOPONOS, jedoch gleich diesem in mathematischen
Angelegenheiten unzuverlissig — seine Vorlage mifiver-
standen hitte. Vielleicht wollte BRYSON nur die Mig-
lichkeit der Kreisquadratur dartun! Dann wire die la-
teinische Tradition, auf die sich der CUSANER stiitzt, von
groBter Bedeutung; denn in dieser Fassung heiBt es nicht
mehr, wie im griechischen Text®: td 0é vof adrod
uellova xal éldrrova loa diMjlog éotlv, sondern einfach:
ubi dare est magis et minus, et est dare aequale*®. In die-
ser Fassung ist der Zwischenwertsatz (unter Annahme
stetiger Verdnderungen) richtig und die Betrachtungs-
weise BRYSONS fiir uns sinnvoll geworden, nichtaber fiir
die antiken Philosophen und Mathematiker, die dem direk-
ten SchluB bei Stetigkeitsbetrachtungen seit der Kritik
ZENONS mifitrauten und nur mehr den indirekten Schlufl
verwendelen: was weder grofer noch kleiner ist, ist gleich.

Im ausgehenden Mittelalter hatte sich die geistige Situa-
tion von Grund aus veridndert. Man studierte — vor allem
im Kreise der Pariser Nominalisten — die Stetigkeits-
eigenschaften des Kontinuums mit heilem Bemiihen und
ware gern bereit gewesen, den Zwischenwertsatz anzuer-
kennen, héitte nicht die Kontingenzwinkelfrage und alles,
was mit ihr zusammenhéngt, ein uniiberwindliches Hemm-
nis gebildet. Sie ist entstanden aus der etwas eigenartigen
Fassung des Satzes III, 15 in den EUKLIDISCHEN Ele-
menten, wo gesagt wird, der Winkel zwischen Kreisbogen
und Tangente (der sog. Kontingenzwinkel) sei kleiner als
jeder spitze Winkel. An dieser Stelle schaltet CAMPANUS
den Zusatz ein, der sich gegen die Zuldssigkeit des Zwi-
schenwertsatzes richtet und, kurz gesagt, so lautei: Der
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Halbkreiswinkel (zwischen dem XKreisdurchmesser und
dem Kreisbogen) ist groBer als jeder spitze und kleiner als
der rechte Winkel; fiir ihn wiren also die Voraussetzun-
gen des Zwischenwertsatzes erfiillt. Trotzdem gibt es kei-
nen geradlinigen Winkel, der gleich dem Halbkreiswinkel
ist. Die ndmliche SchluBweise findet sich auch bei BRAD-
WARDINE, der sich ausdriicklich auf CAMPANUS bezieht,
aber den EUKLIDISCHEN Salz und die zuséitzliche Bemer-
kung um der Ubersichtlichkeit willen auf zwei getrennte
conclusiones verteilt®. Diese Stelle ist es, auf die sich der
CUSANER schon in der Docia ignorantia 111,1 bei Ableh-
nung des Zwischenwertsatzes berufen hatte (vgl. oben
S. XII).

Da also der Zwischenwertsatz fiir den CUSANER ungiil-
tig ist, ist auch die Kreisquadratur und alles, was daraus
folgt, in der Welt des Intelligibeln unmoéglich; méglich ist
sie allein in der Welt des Sinnlich-Greifbaren, wo man
grundsitzlich auf die letzte Prizision verzichten mufl und
an Stelle der strengen Gleichheit die ndherungsweise zu
setzen hat. Dort 148t sich die Quadratur sogar rational
leisten — und das nach Ansicht des CUSANERS mit einem
solchen Grad von Genauigkeit, daB die noch vorhandene
Abweichung durch keinerlei irdisches Maf festgestellt
werden kann.

Bei seinem ersten groBen Ansturm auf das Problem der
Kreisquadratur, von dem er in der Einleitung der Trans-
mulationes geomelricae berichtet, bedient sich der CUSA-
NER der coincidentia opposilorum in folgender Weise5!:
Er sucht zwischen der Flidche des Kreises und der des
Dreiecks andere geradlinig begrenzte und daher elementar
quadrierbare Flachen so einzuschalten, daB die Dreieck-
fliche zum Minimum und die Kreisfliche zum Maximum
wird. Dies gelingt ihm, indem er lauter umfangsgleiche re-
gelméBige Vielecke benutzt — ein Gedanke, den er wohl
aus BRADWARDINES Bericht iiber die isoperimetrischen
Figuren entnommen hat®2. Bis hierher ist alles Ausein-
andergesetzte auch mathematisch einwandfrei; jetzt aber
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werden nicht weiter begriindete Irrationalititssidtze vor-
gebracht wie etwa jener, dafl die Flache f, eines willkur-
lich herausgegriffenen unter den umfangsgleichen regel-
méBigen Vielecken und ebenso die Flichen 72rund 0’7 der
zugehorigen Um- und Inkreise zur Fliche f des Kreises ir-
rational seien: Man koénne ebensowenig durch Verviel-
fachen der Eckenzahl » zum Kreise gelangen wie im Be-
reich der natiirlichen Zahlen zu einer (endlichen) grofB-
ten®®. Hier fiihlen wir das Nachwirken der symbolischen
Vorstellungen der Docta ignorantia deutlich durch; sie ver-
fiilhren den CUSANER zu der Meinung, ein Grenzwert
f= lim f, sei grundsidtzlich ganzzahlig unvergleichbar

n=>00
mit den Gliedern f, der den Grenzwert erzeugenden Folge.

Das Entscheidende ist nun, wie die isoperimetrische Aus-
rundung des gleichseitigen Dreiecks vollzogen werden soll.
Um sie durchfiihren zu kénnen,
bedient sich der CUSANER einer
Voriiberlegung von folgender
Art’*: o, = af sei der Inkreis-
halbmesser, r; =ab der Um-
kreishalbmesser des Dreiecks
und r = ah der Halbmesser des
isoperimetrischen Kreises. Dann
wird es (in der Welt des Greif-
baren!) Lagen von ah geben, in
welchen sich die Dreieckseite be
und ah nach ganzzahlig an-
gebbaren Streckenverhiltnissen schneiden.

Der CUSANER beginnt seine Konstruktion damit’®, daB
er die Halbseite fb des gleichseitigen Dreiecks vermége der
Teilpunkte ¢, e, I in vier gleiche Teile teilt und durch sie
Strecken aus dem Dreieckmittelpunkt a legt, die in be-
stimmtem Streckenverhéltnis verlingert werden; z. B. —
wenn wir den nach ¢, e oder! fallenden Punkt mit p
und den zugehorigen Endpunkt der Verlingerung mit g be-

zeichnen — so, daf 23 — E‘,’Oder _(fp)
ap cb /b

Abb. 1,

b
oder = B wird.
ch
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In der De circuli quadratura sagte der CUSANER ganz of-
fen, daBl es sich hier um eine visio intellecfualis handle.
‘Wissenschaftlich 148t sich sein Verfahren in keiner Weise
begriinden, und nur der Erfolg gibt ihm eine tiefere Be-
rechtigung. Der Erfolg, der den CUSANER lehrt, dafl die
sich ergebenden Strecken aq in der Lage p = ¢ zu klein und
in der Lage p = I zu grof3 werden. Daraus wird ganz naiv
geschlossen, daB in der Mittellage e die richtige Strecke ah
herauskommen muB. Durch die fiir ihn héchst auffillige
Tatsache, daf} sich jetzt in allen drei Féllen das ndmliche

eh 1
Verhéltnis 70 1 ergibt, sieht sich der CUSANER in seiner
Auffassung wesentlich bestéarkt.

Aus dem Bisherigen kann der Fachmann keine beson-
dere Achtung vor den mathematischen Leistungen des
CUSANERS gewinnen; vielleicht ist er sogar gewillt, das
Ganze als hoffnungslose Phantastereien eines schlecht un-
terrichteten Dilettanten abzutun. Diese Beurteilung wire un-
gerecht und wiirde am Kernpunkt der Sache vorbeigehen.
Zunichst belehrt uns eine Stelle aus der De circuli quadra-
tura®® dariiber, daBb der CUSANER sehr wohl imstande ist,
den sich ergebenden Wert von ah zu berechnen; er setzt
das Verhiltnis des Kreisdurchmessers 2r zum Dreieck-

umfang 3bc gleich 2/2 ]/ 1575:6 [/2700 und verrit uns
durch diese Schreibweise, dafl er den Inkreishalbmesser
@5, von dem er urspriinglich als Einheit ausgegangen war,
nunmehr durch Ubergang zur nichsten Untereinheit gleich
60 gesetzt hat.

Andrerseits fiigt er der Entwicklung in den Transmuta-
tiones geometricae eine iiber das Bisherige hinausgehende
Verallgemeinerung des Ausrundungssatzes fiir irgend-
eines der isoperimetrischen Vielecke bei®”: wird bc als
die Seite des Vielecks /. angesehen, dessen umfangsglei-
cher Kreis den Halbmesser alh = r besitzt, so 148t sich

auch hier ein Teilpunkt p auf der Halbseite fb bestimmen,
2

so daB rq entweder gleich ]—(}2 oder gleich @ wird. In
ap cb fb
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beiden Féillen, so behauptet der CUSANER vollig zu Recht,
riickt der richtige Teilpunkt » mit zunehmendem » gegen
den Punkt f, mit abnehmendem » gegen den Punkt b hin
und erreicht mit #—+ oo den Punkt f, mit n = 3 den Mittel-
punkt e auf fb. Ein Beweis wird nicht gegeben; vielleicht
hat sich der CUSANER den Zusammenhang nur durch
Ubergang vom gleichseitigen Dreieck zum regelmiBigen
Sechseck klar gemacht.

Weit interessanter als die Ausrundung ist die zweite
Pramisse der Transmutationes geometricae, bei der es um
die Feststellung des Streckenverhaltnisses zweier Kreis-
bogen geht. Der CUSANER schickt eine ldngere Erorterung
iber Dreiecke voraus, deren Seiten teilweise von Kreis-
bdgen gebildet werden (wobei Uberschneidungen nicht zu-
ldssig sein sollen) — eine Angelegenheit, die anscheinend
von ihm selber ausgesonnen wurde®®. Im geradlinigen
Dreieck, so beginnl er, besteht Proportionalitiat zwischen
entsprechenden Abschnitten, die von einer Seitenparalle-
len erzeugt werden; z. B. ist die Verbindungslinie zweier
Seitenmitten genau gleich der Halfte der dritten Seite.
Werden die Seiten durch Kreishogen ersetzt, die sinnge-
maf durch Bogenteilungen in entsprechende Abschnitte zu
unterteilen sind, so dndert sich das Bild: wird ein Dreieck
betrachtet, das zwei geradlinige Seiten enthilt, wahrend
die dritte hinsichtlich des Dreieckinnern konvex ge-
krimmt ist, so ist die Verbindungssirecke der Bogenmitte
mit einer Seitenmitte groBer als die Héilfte der dritten
Seite, und Ahnliches gilt auch beim allgemeinen Ab-
schnittverhaltnis. Ist der Bogen hinsichtlich des Dreieck-
innern konkav, so haben wir das Umgekehrte. Entspre-
chendes ist auch dann noch erfiillt, wenn man von Drei-
ecken ausgeht, bei denen die eine Seite eine Strecke ist,
wahrend sich die beiden andern Seiten gleichartig
hinsichtlich des Innern kriimmen. Sind die beiden Bo-
gen kongruent, jedoch hinsichtlich des Innern ver-
schiedenartig gekrimmt, so ist die Verbindungs-
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strecke entsprechender Teilpunkte auf den Bdgen stets
gr6Ber als der zugehorige geradlinige Abschnitt.
Der CUSANER deutet fiir den e

Fall, daB die Teilpunkte auf die
Bogenmitten zu liegen kommen,
einen sehr zierlichen Beweis an,
und zwar nicht nur fiir kongru-
ente Bogen, sondern auch fiir in-
kongruente des ndmlichen Halb-
messers, sofern der konkave der
kilirzere ist. Soll aber in einem
Dreieck Proportionalitit zwi-
schen den Verbindungsstrecken
entsprechender Bogenteilpunkte
und den zugehorigen Abschnitten der geradlinigen Seite be-
stehen, so mufy der konkave Bogen der lingere sein.

Nun konstruiert der CUSANER ein Dreieck, dessen einer
o Bogen gleich einem Viertel-

kreis b¢ und dessen abschlie-
e Bende gerade Seite gleich dem
zugehorigen Halbmesser cm
ist. Damit wéire der noch feh-
lendeBogen eigentlich schonbe-
stimmt und abhéngig von einer
Gleichung vierten Grades. Das
vermag der CUSANER nicht zu
libersehen; deshalb versucht er
es mit einer rein konstruktiven
Lésung. Er zeichnet den zum
AbD. 3. Bogen bc kongruenten ai und

den Halbkreis ade. Was nun

den Ergidnzungsbogen blm betrifft, so gebe es fiir seinen
Mittelpunkt zwei Grenzlagen, ndmlich entweder den
Punkt ¢ (dann wiirde der Ergdnzungsbogen mit bdc zu-
sammenfallen), oder den Punkt i (unzutreffend). Im ersten
Falle entstehe auf ade der Schnittpunkt d, im zweiten Falle
der Schnittpunkt #; die richtige Lage fiir die dritte Ecke
sei die Bogenmitte m des Viertelbogens dz. Nun habe man

Abb. 2.
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den Bogen b¢ in f zu halbieren und hierauf den Bogen bm

. . cm . .
mit dem Kreis vom Halbmesser 5~ um{in ! zu schneiden;

dann trdfen sich die beiden verlidngerten Strecken If und
mc in einem Punkte 0. Werde durch diesen Punkt und
durch irgendeinen Punkt f des Viertelbogens bc eine Ge-
rade gezogen, so verhalte sich der auf dieser entstehende
Abschnitt fl zwischen den beiden begrenzenden Dreieck-
bdgen zur dritten Seite ¢ wie der Teilbogen df zum gan-
zen Viertelbogen be.

Was der CUSANER hier vorfiihrt, ist sehr dunkel aus-
gedriickt. OMNISANCTUS, der Herausgeber des Textes in
der Parisina, kam mit seiner (obendrein noch verderbten)
Vorlage nicht zurecht und entschloff sich daher zur Wie-
dergabe einer — wie er glaubte — sinngemiB ergdnzten
Konstruktion, die jedoch mit der vorsiehenden Original-
konstruktion nichts Wesentliches gemein hali und daher
ibergangen werden kann®. Uber die vielen geometrischen
Unzuldnglichkeiten des CUSANISCHEN Verfahrens wollen
wir kein weiteres Wort verlieren, aber den originellen
Grundgedanken gebiihrend hervorheben: ein krummliniges
Dreieck zu ermitteln, worin die Verbindungsstrecke der Bo-
genmitten gleich der Hélfte der dritten Seite wird, und hier-
aus eine Ndherungskonstruktion zur Teilung des Kreis-
bogens in einem gegebenen Streckenverhiltnis zu entwik-
keln. Diese Naherung mufl sehr gut werden; denn die Kon-
struktion trifft bei Durchlaufen des Viertelbogens in den
Punkten b, f und ¢ genau zu. Der CUSANER hatte also einen
sehr brauchbaren Gedanken konzipiert; die unverhéltnis-
milig groBen Schwierigkeiten bei der praktischen Durch-
fiihrung, denen er schlieflich zum Opfer gefallen ist,
konnte man bei dem damaligen Stand der Mathematik
noch nicht liberblicken: fehlte doch die wichtigste Grund-
voraussetzung fiir derartige Untersuchungen, die alge-
braische Methode.

Zu diesen beiden Pridmissen fiigt der CUSANER in den
Transmutationes geometricae zwei weitere hinzu, von
denen sich die eine auf die Einschiebung zweier geometri-



