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Vorwort

In einer groBen Anzahl von Studiengidngen sehen sich Studienanfanger mit dem Fach
Mathematik konfrontiert. Dies 16st erfahrungsgemalf$ unterschiedliche Erwartungs-
haltungen bei den Betroffenen aus. Wahrend die Bedeutung des Faches gerade in
den Ingenieurstudiengdngen unumstritten ist, klafft zwischen den Vorkenntnissen
der Studienanfdnger und dem anfinglichen Niveau der Hochschulmathematik eine
immer groBer werdende Liicke. Diese hat verschiedene Ursachen, dazu zdhlen ein
verdndertes schulisches Lernverhalten und teilweise Méngel in den Rahmenbedin-
gungen fiir die Grundlagenlehre in den Hochschulen.

Vielfach angebotene Vorkurse der Hochschulen dienen der Auffrischung der Schul-
mathematik, jedoch wo Schulabgédnger Liicken aufweisen, gibt es wenig aufzufri-
schen, sondern manche Themen erst noch neu zu vermitteln. Das ist in wenigen Wo-
chen vor Beginn des Studiums nicht zu bewerkstelligen, trotz allen Bemiihens und
guten Willens auf beiden Seiten.

So bleibt es vielfach der Eigeninititative der Studierenden iiberlassen, sich um das
SchlieBen der Liicken zu kiimmern. Zu diesem Zweck gibt es bereits eine Reihe von
Vorkurs-Biichern auf dem Markt.

Meiner Erfahrung nach mangelt es Studienanfingern vielfach an Vertrautheit mit
elementaren mathematischen Konzepten und an Sattelfestigkeit in der Anwendung
mathematischer Techniken. Sind diese Fundamente erst einmal gelegt, bereitet das
Verstdndnis fortgeschrittener mathematischer Konzepte wie Ableitungen und Inte-
grale kaum Probleme.

Ziel dieses Buches ist, elementare mathematische Begriffe und Methoden griindlich
zu vermitteln. Es setzt auf eine Kombination von vertieftem Verstdndnis und Ein-
ubung der Techniken an typischen Beispielen. Bewusst wird auf fortgeschrittenere
Themen wie Grenzwerte, Differenzial- und Integralrechnung verzichtet. Stattdessen
konzentriert es sich auf elementares Rechnen, den Funktionsbegriff, Techniken zum
Losen von Gleichungen und Ungleichungen, elementare Geometrie und Trigonome-
trie. Dabei handelt es sich um Themen aus dem schulischen Curriculum etwa der



Vorwort

zehnten Klasse — Konzepte, die zum mathematischen Riistzeug in praktisch allen
natur- und ingenieurwissenschaftlichen Studiengdngen gehoren.

Leserinnen und Leser sollen in diesem Buch angeregt werden, diese Konzepte im
Selbststudium zu durchdringen und wirklich Verstdndnis zu erwerben — im Studium
kommt spéter noch genug auf sie zu, was sie einfach als verkiindete Weisheit hin-
nehmen miissen. Eine solide Grundlage hilft aber enorm bei einem guten Start in die
neue Lernumgebung und einem ziigigen Vorankommen, auch in anderen Fichern.

Diesem Zweck dienen viele Beispiele und Ubungsaufgaben, die so ausgewihlt sind,
dass typische Problemstellungen abgedeckt werden. Zur Kontrolle gibt es Losungen
am Ende des Buches. Der kritischen Priifung des eigenen Wissensstands dient eine
Auswahl von Eingangstests, die schon von vielen Hochschulen eingesetzt werden,
um Studienanfdngern die Auseinandersetzung mit eventuell vorhandenen Liicken
zu ermoglichen.

In die Darstellungsweise flieBen viele Erfahrungen ein, die ich als Lehrender fiir Stu-
dierende der Ingenieurwissenschaften und der Informatik an der Hochschule Bo-
chum gesammelt habe. Die Arbeit mit Studierenden ist fiir mich ein immerwé&hren-
der Ansporn, die Darstellung zu verbessern, und ich danke meinen Studierenden fiir
viele gezielt oder unbeabsichtigt gegebene Anregungen, meine Lehrveranstaltungen
zu hinterfragen.

Des Weiteren mochte ich mich bei Frau Christine Fritzsch vom Hanser Verlag fiir die
aufmerksame Zusammenarbeit sowie beim Herausgeber Prof. Dr. Bernd Engelmann
fur fachliche Ratschldge bedanken. Herrn Dr. Thomas Schenk gebiihrt Dank fiir die
kritische Durchsicht weiter Teile des Manuskripts.

Seit dem Erscheinen 2004 hat dieses Buch eine erfreuliche Aufnahme gefunden und
nun ist wiederum eine Neuauflage erforderlich. Fiir die vorliegende fiinfte Auflage
wurde das Layout iiberarbeitet, ansonsten nur geringfiigige Anderungen vorgenom-
men. Fiir die stets angenehme Zusammenarbeit bei den Neuauflagen danke ich dem
Team des Hanser-Verlags. Aus dem Leserkreis wurden mir im Laufe der Jahre einige
Fehler mitgeteilt, wofiir ich dankbar bin. So konnten diese in Neuauflagen behoben
werden. Weitere Hinweise und Anregungen sind jederzeit willkommen.

Bochum, im Januar 2021 Michael Knorrenschild



Elementares
Rechnen

B 1.1 Die Grundrechenarten

Die einfachste Verkniipfung zweier Zahlen a und b ist die Addition, das Ergebnis ist
die Summe a + b. Die Umkehrung der Addition ist die Subtraktion, die zur Differenz
a— b fiihrt. Die Subtraktion von b ist nichts anderes als die Addition der ,,Gegenzahl“
—b, also

a-b=a+(-b)
Geht man von den sogenannten ,natiirlichen Zahlen“ 1, 2, 3,... aus, so sind deren
Gegenzahlen keine natiirlichen Zahlen mehr. Man bezeichnet die natiirlichen Zah-
len als N. Wenn die Null noch dazu kommt, schreiben wir Njy. Die Zahlen, die durch
Addition und Subtraktion natiirlicher Zahlen erzeugt werden kénnen, sind die , gan-
zen Zahlen®, symbolisch Z. Die ganzen Zahlen umfassen die natiirlichen Zahlen und
ihre Gegenzahlen und enthalten auch die Null (die gleich ihrer Gegenzahl ist).
Die Gegenzahl von b kann man auch als das Produkt (—1) - b berechnen. Es ist jedoch
keineswegs so, dass —b immer eine negative Zahl ist. Beispielsweise ist zu b = —3 die
Gegenzahl —b = —(-3) =3.
Da die Subtraktion insbesondere also auch eine Addition ist, also keine wirklich neue
Operation, werden wir im Folgenden, wenn wir ,,Addition oder Subtraktion“ meinen,
einfach nur von ,,Addition“ sprechen. In einer Summe darf man die Reihenfolge der
summierten Zahlen (,Summanden®) vertauschen, das Ergebnis ist davon unabhan-
gig. In einer Differenz dndert sich bei Vertauschung von a und b das Vorzeichen, es
gilt:

b-—a=-(a-b)
Die Klammern geben die Reihenfolge der Rechenoperationen vor: In —(b — a) wird
zuerst b—a berechnet und dann das Vorzeichen gedndert. Wiirde man hier die Klam-
mern weglassen, so erhielte man —b — a, das ist nicht dasselbe wie —(b—-a) = a—b.




1 Elementares Rechnen

Man kann b — a auch als Summe von b und —a sehen, also b— a = b+ (—a); hier darf
die Reihenfolge ohne Schaden vertauscht werden und man erhélt b—a = b+ (—a) =
—a+ b. Wir halten fest:

@ Steht vor einer Klammer ein Minus-Zeichen, so missen beim Auflésen der
Klammern die Vorzeichen aller Summanden in der Klammer umgekehrt wer-
den:
X+ =—x-y,-x=-y)=—x+y, —(—x—=y)=x+y. |

Natiirlich konnen Klammern auch geschachtelt auftreten. Bei Rechnungen per Hand
kann man sich dabei die Ubersicht erleichtern, indem man verschiedene Sorten
Klammern verwendet, etwa (,), [, 1, {,} usw. Diese Hilfe steht in Programmierspra-
chen nicht zur Verfiigung, daher wollen wir hier auch nur die ,runden“ Klammern
verwenden und Leserin und Leser zu genauem Hinschauen motivieren.

Beispiel 1.1
Losen Sie die Klammern in —(a— (b+c— (5—(a+3)))) auf und vereinfachen Sie soweit
wie moglich.

Losung: Wir 16sen zuerst die Klammern auf der innersten Ebene auf:
—(a-(b+c-5-(a+3))=—(a-—(b+c—-(5-a-3)))
=—(a-(b+c—-5+a+3))
=—(a-b-c+5-a-3)
=—a+b+c-5+a+3=b+c-2. L]

Aufgabe
1.1 Losen Sie in den folgenden Ausdriicken die Klammern auf und vereinfachen
Sie soweit wie moglich.
a) b—(a+2-(c+d-(3-a)+h)
b) c+(-3-d-(-(-4-Db)—c—(d-2)
c) —-(b+a-(c-3-d+b-(a+c+b-da)))
d) a+c-(d+a+2-(b+c—(-d+0))

Wir erkennen also:

@ Klammern dienen nicht der Zierde, auch nicht vorrangig der Ubersicht, sondern
stellen eine nicht vernachlassigbare Information liber die Reihenfolge von Re-
chenoperationen dar.



1.1 Die Grundrechenarten

In der Mathematik ist man bestrebt, Formeln mdglichst kurz und biindig zu schrei-
ben. Fiir wiederholte Additionen desselben Summanden hat man daher die Multi-
plikation zur Verfiigung. So schreibt man beispielsweise anstelle von a+a+a+a+a
einfach das Produkt 5- a, oder noch kiirzer 5 a. Die Umkehrung der Multiplikation ist
die Division. Da die Division nichts anderes als die Multiplikation mit dem Kehrwert
ist, also keine wirklich neue Operation, werden wir im Folgenden, wenn wir ,Mul-
tiplikation oder Division“ meinen, einfach nur von , Multiplikation“ reden. Bei der
Division ist eine Ausnahme zu beachten: Durch 0 kann nicht dividiert werden: Fiir
Jjedes a gilt 0- a = 0; fiir eine Umkehrung miissten wir das Produkt durch 0 dividieren
und wieder a erhalten. Im Produkt 0 ist aber nicht mehr erkennbar, ob diese 0 aus
5-0, 6-0, oder wo auch immer herstammt, sodass eine Umkehrung nicht moglich ist.
Das Ergebnis einer Division a : b, der sog. Quotient, wird meist als Bruch geschrie-

ben:a:b= % (nattirlich muss b # 0 sein). Dabei heil$t a der Zdhler und b der Nenner

des Bruches %.

Wir halten also fest:

@ Die Multiplikation ist eine Abklrzung der Addition.
Niemals(!!!) darf durch 0 dividiert werden.

Bei Briichen darf nie 0 im Nenner auftauchen. :

Der Quotient zweier ganzer Zahlen muss keine ganze Zahl mehr sein. Man bezeich-
net die Menge aller Zahlen, die als Quotient zweier ganzer Zahlen dargestellt werden
konnen, als ,rationale Zahlen®, symbolisch Q.

Einen Bruch aus zwei ganzen Zahlen kann man alternativ auch als Dezimalzahl
schreiben. Dazu dividiert man Zahler durch Nenner fortlaufend mit Rest, wie man es
in der Grundschule gelernt hat, und erhélt beispielsweise:

78 1 1 1
— =78:125=0-1+6-—+2-— +4-—— =0.624

125 10 7100 1000
1 1 1 _
~=1:9=0-141-—4+1-—+1-——+...=0.111111...= 0.1
9 10 100~ 1000

37 1 1 1 1

2L -37:33=1-141— 42— +1- —— 42—+ ...

33 10 7100 1000 < 10000

=1.12121212...=1.12

Diese Rechnung findet im 10er-System (Dezimalsystem) statt, d. h. man verwendet
nur die Ziffern 0, 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8,9. Man beachte den Unterschied zwischen Zif-
ferund Zahl: Eine Zahl besteht aus Ziffern gerade so wie ein Wort aus Buchstaben
besteht. Die rationalen Zahlen besitzen eine abbrechende Dezimaldarstellung (Bei-
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spiel: %) oder eine periodische Dezimaldarstellung (Beispiel: g—;, %). Aus der Dezi-
maldarstellung von § sehen wir iibrigens, dass % =0.9999... = 0.9; man kann also

1 =2 auchals 1 =0.9 darstellen’.

Es gibt auch Zahlen mit nicht-periodischer, nicht-abbrechender Dezimaldarstellung,
z.B. 1 =3.141592654... Diese Zahlen konnen also nicht rational sein, sie werden da-
her irrational genannt. Man bezeichnet die Menge aller Zahlen mit abbrechender
oder nicht-abbrechender Dezimaldarstellung als die reellen Zahlen, symbolisch R.
Die Menge der nicht-negativen reellen Zahlen wird mit R, bezeichnet.

Aus verschiedenen Griinden gibt man oft Dezimalzahlen nicht mit allen Ziffern hin-
ter dem Komma an, sondern nur mit einer begrenzten Anzahl. Dabei verwendet man
Rundung.

Rundungsregeln:

Ist die erste weggelassene Ziffer 0, 1, 2, 3 oder 4, so bleibt die letzte geschriebe-
ne Ziffer unverandert (,Abrunden®).

Ist die erste weggelassene Ziffer 5, 6, 7, 8 oder 9, so wird die letzte geschriebene
Ziffer um 1 erhoht (,Aufrunden®).

Beispiele:
7 auf 2 Stellen nach dem Komma gerundet: m=3.141592...~3.14
7 auf 3 Stellen nach dem Komma gerundet: 7 =3.141592...~3.142
7 auf 4 Stellen nach dem Komma gerundet: 7 =3.141592...~3.1416

Wer Genaueres iiber die dabei entstehenden Abweichungen wissen méchte, sei z. B.
auf [3] verwiesen.

Nach diesem Exkurs {iber Dezimalzahlen wenden wir uns wieder den Grundrechen-
arten und ihren Regeln zu.

Da die Multiplikation quasi relativ zur Addition eine hohergestellte Operation ist,
vereinbart man, um Klammern zu sparen, dass die Multiplikation stédrker bin-
det als die Addition, kurz ,Punktrechnung geht vor Strichrechnung®. Es gilt also
a-b+c=(a-b)+c# a-(b+c). Wiederum erkennt man, dass das Weglassen von
Klammern die Bedeutung eines Ausdrucks éndert.

Oft spart man sich bei Produkten auch den Punkt zwischen den Faktoren; man
schreibt also beispielsweise anstelle von x - y einfach x y. Dabei gibt es jedoch eine
Situation, in der es zu Missverstandnissen kommen kann: Ist ndmlich ein Faktor eine
Zahl, und der andere Faktor ein Bruch, so wiirde man anstelle von, sagen wir 2 - L
gemdil der erwdhnten Konvention 2% schreiben. Damit entsteht aber ein Gebilde,

1 Eine beliebte Streitfrage unter Mochtegernmathematikern ist, ob 0.9 vielleicht doch nicht gleich 1

sei, sondern eine andere Zahl, die nur eine Winzigkeit kleiner als 1 ist.
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das aussieht wie ein gemischter Bruch, ndmlich wie zweieinhalb, also 2.5, wogegen
2. % aber nichts anderes als 1 ist. Um das Problem zu umgehen, empfiehlt es sich, im
Zusammenhang mit Mathematik auf gemischte Briiche konsequent zu verzichten —
wie wir es in diesem Buch tun werden. Im Alltag sind gemischte Briiche allerdings
verbreitet (,Ich hitte gerne zweieinhalb Kilo Kartoffeln“), dort sollte man sie auch
belassen.

Treten Multiplikation und Addition gemeinsam in einem Ausdruck auf, so ist das Dis-
tributivgesetz zu beachten:

a-(b+c)=a-b+a-c

Es ist also beispielsweise
5-3+7)=5-3+5-7, Punkt- vor Strichrechnung
wovon man sich durch Nachrechnen i{iberzeugen sollte. AuBerdem ist nattirlich
5-3+7)#5-3+7.
Tatsédchlich, die Klammern diirfen also nicht weggelassen werden!
Die Anwendung des Distributivgesetzes in der obigen Form bezeichnet man auch
schlicht als ,Ausmultiplizieren®.

Man muss jedoch auch in der Lage sein, das Distributivgesetz von rechts nach links
anzuwenden.

a-b+a-c=a-(b+c)

Diesen Vorgang nennt man auch ,Ausklammern®, also beispielsweise:
5:3+5-7=5-(3+7).

Hier wird der gemeinsame Faktor 5 ausgeklammert. Um auszuklammern, ist — au-

Ber der Kenntnis des Distributivgesetzes — erforderlich, dass man den gemeinsamen

Faktor, in diesem Fall 5, erkennt. Fiir das Erkennen solcher Merkmale in Ausdriicken

gibt es keine Regeln; dies ist eine Erfahrungssache, also ist hier Uben, Uben, Uben

angesagt.

Will man die fiir ein Ingenieurstudium notigen Rechenfertigkeiten erwerben, so ist

Folgendes niitzlich zu wissen:

@ Ebensowenig wie man Klavierspielen durch haufigen Besuch von Klavierkon-
zerten erlernt, lernt man Rechnen durch Lesen von Mathematik—Buchern (auch
nicht von diesem Buch!) oder durch Besuch von Vorlesungen.

Bestehen in einem Produkt beide Faktoren aus einer Summe, so gilt:

(a+b)-(c+d)=a-c+a-d+b-c+b-d

In Worten, es ist jeder Summand des einen Faktors mit jedem Summanden des ande-
ren Faktors zu multiplizieren und alle entstehenden Produkte sind zu addieren. Man
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sollte auch iiben, solche Sitze sprachlich und inhaltlich zu erfassen; dann erkennt
man, welche enormen Vorteile die Kiirze und Prizision der Formelsprache bietet.

Aufgabe

1.2 Multiplizieren Sie die folgenden Ausdriicke aus und fassen Sie so weit wie mog-
lich zusammen.

a) alc+b)—cb+a)+b(c—a)

b) a(c+bla—-c)—cb(a-1)+a)—b(c—a(b-a))
c) (a+b)(a-—c)—(a—-Db)(b+c)

d) (a+b-o)(a+c)—(a-c)(b+a+c)

e) (a+b)(a-cb-c)—(a-b(c—a)(b-rc)

f) (a+b-c)(a+c-b)+(a-c-b)(b+a+c)

Spétestens jetzt kommen uns natiirlich die bekannten binomischen Formeln in den
Sinn, die librigens, entgegen anders lautenden Gertiichten, nicht nach einem Mathe-
matiker namens Binomi benannt sind. Vielmehr heifSen sie so, weil sie aus zwei (,,bi*)
Ausdriicken zusammengesetzt sind.

Binomische Formeln

Fur alle a, b gilt:
(a+b?*=a’+2ab+ b
(a-b?*=a*>-2ab+ b

(a+b)(a-b) =a*-b*
| |

Auf die drei binomischen Formeln wird oft auch als erste bzw. zweite bzw. dritte bi-
nomische Formel Bezug genommen.

Beispiel 1.2
Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke so weit wie moglich unter Verwendung der
binomischen Formeln.

(a+2b)2+@2b-a)2b+a)und (a+b+c)(a+c—b)

Losung: Im ersten Ausdruck warten die erste und die dritte binomische Formel auf

Anwendung:

(a+2b)?+@2b-a)2b+a)=a*+2-2ab+(2b)?+(2b)?—a’=4ab+8b°.

Sicherheitshalber weisen wir ausdriicklich darauf hin, dass wir hier die Regel (2 b)? =

2b2b =4b? verwendet haben.

Wenn wir im zweiten Ausdruck erkennen, dass
(a+b+c)(a+c—b)=(a+c)+b)((a+c)—b)
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ist, so konnen wir zunéchst die dritte und anschliefSend die erste binomische Formel
anwenden:
(a+b+o)(a+c-b)=((a+0)+b)(a+c)-b)=(a+c)?-b*=a*>+2ac+c* - P>
Es ist eine groBe Erleichterung, wenn man so getibt ist, dass man sofort erkennt,
wenn man durch geringfiigige Umstellungen binomische Formeln anwenden kann.

Aufgabe
1.3 Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke so weit wie moglich unter Verwen-
dung der binomischen Formeln.
a) (2a+b)2a-b)+(c+b)(c—-b)
b) (a+b+c)(—a+b+0)+2c+b—a)*-2(b+c)?
¢ (b—a)(a+b)+(c+b-a)(c—b—a)—(b-c)?
d 2b-3a)Ba-2b)-(Q2a-b)?
Nattirlich kann man auch die binomischen Formeln von rechts nach links lesen und

auf diese Weise anwenden. Dadurch kann man in manchen Fillen einen Ausdruck
vollstdndig in Faktoren zerlegen.

Beispiel 1.3
Zerlegen Sie die Ausdriicke 16 a®> — 25 b? und 4 a® + 12 a b + 9 b mithilfe der binomi-
schen Formeln in Faktoren.

Lisung: 16a?>-25b> = (4a)> - (5b)> = (4a+5b)(4a-5b)

4a®+12ab+9b*=2a)?+2-2a)-3b) +(3b)*= (2a+3b)°. .

Aufgabe

1.4 Zerlegen Sie die folgenden Ausdriicke mithilfe der binomischen Formeln in
Faktoren.

a) 4a*+20ab+25b° b) 169x*-312xy+144)°
c) xz+2xy+y2—9z2 d) xz+6xz—y2+9z2

Oftlassen sich Ausdriicke mithilfe der binomischen Formeln nicht vollstdndig in Fak-
toren zerlegen, sondern beispielsweise nur in ein Quadrat plus einen restlichen Aus-
druck. Dies ist in vielerlei Hinsicht sehr niitzlich, wie wir spéter noch sehen werden.
Es kommt dabei darauf an, den Anfang einer binomischen Formel (von rechts nach
links gelesen!) zu erkennen und den fehlenden Ausdruck zu ergédnzen, um ein voll-
stdandiges Quadrat zu erhalten. Daher wird diese Methode auch ,quadratische Ergin-
zung"“ genannt.



