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VORWORT DER HERAUSGEBER*INNEN

Lukas Baumanns, Nina Sturm und Benjamin Rott

Die durch das SARS-CoV-2 ausgel6ste Pandemie hat weiterhin einen immen-
sen Einfluss auf die Universititen. Auch die Durchftihrung von Tagungen wird
dadurch erschwert. Dennoch hat sich auch im vergangenen Jahr der GDM-
Arbeitskreis Problemlosen zu seiner jahrlichen Herbsttagung zusammengefun-
den. Diese wurde von der Universitit zu Koln am 7. und 8. Oktober 2020 in
einem Online-Format — und dadurch mit hinreichendem Abstand — organisiert
und durchgefihrt. Im Sinne des ,,Flipped Classrooms® wurden die Vortragsvi-
deos vorab von den Vortragenden erstellt und allen angemeldeten Personen
vor der Tagung zur Verfigung gestellt, um den Austausch vorzubereiten.
Dadurch bestanden die Beitrige wihrend der Tagung aus einer kurzen ca.
zehnminttigen Kurzversion bzw. Zusammenfassung und einer lingeren, sehr
ergiebigen Diskussionsphase, von der der wissenschaftliche Diskurs spiirbar
profitierte.

Insgesamt 38 Teilnehmende haben zehn Vortrige diskutiert, wobei eine grof3e
Bandbreite an wissenschaftlichen Studien und praktischen Erfahrungen zum
mathematischen Problemldsen zusammengetragen wurden: So wurde unter
anderem das Rickwirtsarbeiten aus konzeptueller und empirischer Perspektive
beleuchtet. Ein anderer Beitrag hat die Aufgaben zentraler Prifungen aus Thi-
ringen und Sachsen auf ihre Problemhaftigkeit untersucht. Zudem wurde ein
Format zur Férderung mathematisch befihigter Schiiler*innen wahrend der
anhaltenden Pandemie vorgestellt. Aus diesen Vortragen haben acht Beitrige
thren Weg in den vorliegenden Tagungsband gefunden.

Die Sprecher*innen des Arbeitskreises freuen sich, dass sich die Freund*innen
des Probleml6sens trotz raumlicher Distanz weiterhin thematisch nah sind.

Nito Klusua z@dﬂm %(/

Quelle

Baumanns, L., Sturm, N. & Rott, B. (2021). Arbeitskreis: Problemlosen. Online, 7./8. 10.
2020. Mitteilungen der Gesellschaft fiir Didaktik der Mathematik, 110, 89—-90.






ZUM FLEXIBLEN UMGANG MIT VARIIERTEN
MATHEMATISCHEN ANFORDERUNGEN - EINE
INTERVIEWSTUDIE ZU EINER PROBLEMSERIE ZUM
RUCKWARTSARBEITEN

Isabelle Gretzschel, Daniela ABmus & Torsten Fritzlar

Martin-Luther-Universitit Halle-Wittenberg

In der Anseinandersetzung mit mathematischen Problemstellungen werden Schiilerinnen und
Schiiler immer wieder mit unterschiedlichen und anch fiir sie nenen Anforderungen konfron-
tiert. Fiir deren erfolgreiche und effiziente Bearbeitungen, abseits oft langwieriger willkiirlich
probierender 1 orgebensweisen, sind Anpassungen an die jeweils vorliegenden Bedingungen
erforderlich. Diese Fibigkeit wird nicht nur im alltiglichen Sprachgebranch als Flexibilitit
bezeichnet. 1 or diesem Hintergrund interessieren wir uns fiir den Umgang mit geringfiigig
variierten mathematischen Problemstellungen, bei deren Bearbeitungen 3uvor verwendete 1 or-
gehensweisen unter Anpassung an die veranderten Bedingungen ernent genut3t werden kon-
nen. Im Rabmen einer Interviewstudie wurde dafiir eine Problemserie zn unterschiedlichen
Anforderungen zum Riickwdirtsarbeiten entwickelt. Aus den 1 ariationen der Probleme re-
sultierte die Notwendigkeit, nicht probierend angelegte 1 orgehensweisen 3u verandern. Der
Beitrag soll einen ersten Einblick in den Umgang von Schiilerinnen und Schiilern der sechsten
Klassenstufe mit dieser Problemserie bieten. Die Bearbeitungen wurden mittels qualitativer
Inhaltsanalyse kategoriebasiert ansgewertet und mit dem 1 erstandnis von Flexibilitat als
Handlungsmerkmal in einen neu entwickelten Synthesemodell zusammengefiibrt, welches fle-
xtbles Handeln beim Bearbeiten mathematischer Probleme veranschanlichen soll.

1 EINLEITUNG

Problemlosen gilt als eine der bedeutendsten kognitiven Aktivitaten im alltag-
lichen Leben und zugleich als Herzstiick der Mathematik (Halmos, 1980). So
verwundert es auch nicht, dass die Entwicklung von Probleml6sefihigkeit als
anerkanntes Ziel des Mathematikunterrichts bereits fir die Primarstufe gilt.

Da Probleme immer durch eine oder mehrere personenspezifische Barrieren
gekennzeichnet sind und zumeist auch mit neuartigen oder veranderten Bedin-
gungen fir das Individuum einhergehen, stehen dem Individuum entweder
noch keine passenden Vorgehensweisen zur Verfligung oder aber bereits be-
kannte Vorgehensweisen konnen nicht unmittelbar zur Anwendung gebracht
werden (Lange, 2013, S. 28¢£.). Vielmehr missen fur eine erfolgreiche Bearbei-
tung neue Vorgehensweisen entwickelt werden. Dies kann auch dadurch

In L. Baumanns, N. Sturm & B. Rott (Hrsg.), Mzt Abstand die beste Tagung. Tagungsband der
Herbsttagung des GDM-Arbeitskreises Problemlosen 2020 (S. 3—18). WTM.
https://doi.org/10.37626/GA9783959871945.0.01
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gelingen, dass bereits bekannte Bearbeitungswege an die neuartigen oder ver-
anderten Bedingungen angepasst werden.

Flexibilitat kann Einfluss darauf haben, wie mit Problemanforderungen umge-
gangen wird und auch wesentlich zu erfolgreichen Bearbeitungen beitragen
(Elia et al., 2009). Dementsprechend wird deren Bedeutung fir das Problem-
16sen auch vielfach betont (Dina et al., 2018; Heinze et al., 2009).

Der GroBteil der mathematikdidaktischen Studien zu Flexibilitat untersucht die
Nutzung von Strategien! in arithmetischen oder algebraischen Kontexten. Ob-
wohl Flexibilitiat auch beim Problemlosen eine wesentliche Rolle spielt, wurde
diesem Forschungsfeld jedoch bisher wenig Beachtung geschenkt.

In diesem Beitrag wollen wir uns dem Konstrukt der Flexibilitit beim mathe-
matischen Problemlosen nahern. Im Anschluss an einige theoretische Grund-
lagen erfolgt die Darstellung unserer ersten Fallstudie zu Flexibilitit, in der Be-
arbeitungen von variierten Problemstellungen zum Ruckwartsarbeiten betrach-
tet werden.

2 THEORETISCHE RAHMUNG

2.1 Flexibilitit als Fahigkeit — eine mathematikdidaktische Perspek-
tive

Ganz allgemein und auch fir den mathematikdidaktischen Kontext kann an-
gemerkt werden, dass es sich bei Flexibilitit um ein Konstrukt handelt, dem
trotz verhaltnismal3ig umfangreicher Forschungstradition aufgrund unter-
schiedlicher Forschungsausrichtungen kein einheitliches Begriffsverstindnis
zugrunde liegt (Gagatsis et al.,, 2011; Verschaffel et al., 2009; Warner et al,,
2002).

Zumeist wird Flexibilitat jedoch als Fihigkeit zur Anpassung an bestimmte Si-
tuationen verstanden. Dabei wird ublicherweise auf beobachtbare Prozesse fo-
kussiert, in denen diese Fahigkeit deutlich werden kann. In der Forschung wird
das jeweils zugrundeliegende Begriffsverstindnis auch durch den jeweils unter-
suchten Inhaltsbereich beeinflusst. So differenzieren beispielsweise Gagatsis et
al. (2011, S. 37) unter anderem zwischen Definitionen, in denen Flexibilitit als
Fahigkeit auf den Umgang mit Reprisentationen bezogen wird und solchen, in
denen diese Fahigkeit hinsichtlich der Nutzung von Strategien betrachtet wird.

! Insbesondere in internationalen Veroffentlichungen wird die Bezeichnung ,,Strategie verwen-
det. Da dies auf eine planvolle und bewusste Nutzung hindeutet, verwenden wir in diesem Bei-
trag fur den Kontext des Probleml6sens die Bezeichnung ,,Vorgehensweise®, die sowohl plan-

volle als auch eher spontane Bearbeitungen mit oder ohne heuristische Elemente umfasst.
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Da fir den Umgang mit strukturell variierten Problemstellungen vor allem
Letztere bedeutsam sind, fokussieren wir diese.

Wihrend Einigkeit dariiber besteht, dass die konsistente Verwendung einer
einzigen Strategie fiir verschiedene Anforderungen mit einem Mangel an Fle-
xibilitit assoziiert werden kann,? gibt es jedoch unterschiedliche Ansichten
dazu, wie die Fahigkeit zur flexiblen Nutzung von Strategien konkret in Er-
scheinung treten kann. Beispielsweise setzen Heirdsfield und Cooper (2002,
S. 59) in ihrer Studie zum Kopfrechnen Strategievielfalt mit Flexibilitdt gleich.
Ahnlich konzeptualisieren auch Star und Kollegen Flexibilitit im Hinblick auf
die Bearbeitung von algebraischen Gleichungen, wobet fiir sie nicht nur die auf
einem grof3en Strategierepertoire basierende Fahigkeit, Aufgaben auf verschie-
denen Wegen l6sen zu koénnen, sondern auch das Wissen zur Effizienz der
Strategien von Bedeutung ist (Star & Rittle-Johnson, 2008 S. 566; Star et al.,
2009, S. 570; Star & Seifert, 2000, S. 282).

Andere Autoren betonen als Kennzeichen von Flexibilitit im Zusammenhang
mit der Nutzung von Strategien insbesondere das Wechseln zwischen diesen
(Arslan & Yazgan, 2015; Elia et al., 2009; Selter, 2009). Nach Verschaffel et al.
(2009) schlief3t dies sowohl Wechsel zwischen dem Individuum bereits bekann-
ten Strategien als auch Wechsel hin zu modifizierten oder neu entwickelten
Strategien ein. Fur Selter (2009, S. 620) stellt die Fahigkeit, bekannte Strategien
zu modifizieren oder neue Strategien zu entwickeln, jedoch kein Merkmal von
Flexibilitit dar. In seiner Konzeption werden diese Varianten durch den Aspekt
der Kreativitit trotzdem bertcksichtigt.

Dartiber hinaus wird in der gangigen Literatur fur die Nutzung von Strategien
auch mit Blick auf das Kriterium der Angemessenheit zwischen Flexzbilitat und
Adaptivitat differenziert. Ausgehend von einer umfangreichen von Verschaffel
et al. (2009, S. 337) durchgefihrten Literaturrecherche lassen sich diese beiden
Konstrukte wie folgt unterscheiden:

»[- -] the term “flexibility’ is primarily used to refer to switching (smoothly) between differ-
ent strategies, whereas the term ‘adaptivity’ puts more emphasis on selecting the most
appropriate strategy.”

Diese Angemessenheit wird unterschiedlich interpretiert. Sie kann nicht nur in
Hinblick auf die Aufgabenmerkmale betrachtet, sondern auch in Verbindung
zu den personlichen Vorlieben des Individuums oder dem sozialen Kontext

*> Davon ausgenommen sind probierend angelegte Vorgehensweisen, die sich durch universelle
Anwendbarkeit auszeichnen.

’ Trotz dieser recht etablierten Bedeutungsunterscheidung verwenden einige Autoren Flexizbilitit
zur Beschreibung angemessener Strategienutzung. Im Gegensatz dazu wird Adaptivitit jedoch nie

nur als Verwendung mehrerer Strategien ausgelegt (Verschaffel et al., 2009, S. 3371.).
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gesetzt werden (Verschatfel et al. 2009, S. 342).4 Eine fir das Individuum an-
gemessene Strategie muss somit nicht zwangslaufig die aus mathematischer
Sicht optimale Strategie darstellen. Es kann sich dabei beispielsweisen auch um
eine Strategie handeln, deren Ausfuhrung mit besonders hoher Sicherheit oder
geringer geistiger Anstrengung fir das Individuum verbunden ist.

ﬁber]egungen zu Flexibilitit beim mathematischen Problemldsen

Von Flexibilitit in der Strategienutzung fur arithmetische und algebraische An-
forderungen ausgehend kann fur das mathematische Problemlosen der Um-
gang mit heuristischen Elementen in den Blick genommen werden. Fur diese
erscheinen uns insbesondere Wechsel und Modifikationen von Vorgehenswei-
sen als geeignete Charakteristitka. Dem gegentiber sehen wir, anders als bei-
spielsweise Star und Rittle-Johnson (2008), ein breites Strategierepertoire und
auch Wissen tiber die Effizienz von Strategien nicht als Kennzeichen fiir Fle-
xibilitat, sondern eher als deren Voraussetzungen an, sodass wir diese hier nicht
niher betrachten werden. Zudem ist es unseres Erachtens nach fir den Kon-
text des mathematischen Problemlosens fraglich, inwieweit sich fiir Vorge-
hensweisen im Rahmen von Problembearbeitungen Aussagen zum Kriterium
der individuellen Angemessenheit treffen lassen. Daher soll die Angemessen-
heit nicht als Beurteilungskriterium herangezogen werden.

Mit Blick auf den idealtypischen Problemloseprozess nach Poélya (1949) kann
Flexibilitit vor allem fiir die Phasen des Aufstellens und Ausfithrens des Lo6-
sungsplans relevant werden. Dabei konnen Wechsel und Modifikationen von
Vorgehensweisen nicht nur innerhalb einer einzelnen Problembearbeitung,
sondern auch zwischen Bearbeitungen mehrerer Probleme erfolgen. Davon
ausgehend lassen sich mit Blick auf die Nutzung von heuristischen Elementen
die intra-task- und inter-task-Flexibilitit voneinander unterscheiden. Letztere
wird insbesondere dann erforderlich, wenn es aufgrund variierter Problemstel-
lungen einer Anpassung an verinderte Bedingungen bedarf.

2.2 Flexibilitit als Handlungsmerkmal — eine psychologische Perspek-
tive

Das Verstindnis von Flexibilitit als Fahigkeit kritisiert Brandes (1980) auf-

grund seiner Annahme, dass Flexibilitat in Abhangigkeit von konkreten Anfor-

derungssituationen und dem verwendeten Kontext in unterschiedlichen For-
men in Erscheinung treten kann. Daher konzeptualisiert er Flexibilitit fur seine

* Fiir Untersuchungen zu Adaptivitit hat sich der Einsatz der choice/no-choice Methode (Siegler
& Lemaire, 1997) etabliert. Dabei kénnen Bearbeitungen, die in der Auswahlbedingung (choice
condition) ohne Vorgaben erfolgen, mit denen verglichen werden, die vorgegebenen Losungsbei-

spielen folgend in den weiteren Testbedingungen (no choice conditions) entstehen.
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empirische Untersuchung individueller Qualifizierungsprozesse als Handlungs-
merkmal. Dieser Ansatz fand in der mathematikdidaktischen Forschung bisher
keine Bertcksichtigung, liefert aber neue interessante Aspekte fiir die Analyse
von Flexibilitit in Problembearbeitungsprozessen. Ausgehend von der von
Brandes (1980) vertretenen Sichtweise auf Flexibilitat er6ffnet sich ein analyti-
scher Zugang fiir empirische Forschung, bei dem der Fokus auf den beobacht-
baren Vorgehensweisen liegen kann, ohne eine Bewertung der individuellen
Fihigkeiten der Personen vorzunehmen.

Flexibles Handeln wird ausgehend von Verinderungen handlungsrelevanter
Bedingungen notwendig, da diese dazu fithren, dass die urspriinglich angedach-
ten und vorab entwickelten Handlungspline nicht mehr zur Ausfihrung kom-
men koénnen. Aus diesen Bedingungsverinderungen kénnen dann flexibilitits-
erfordernde Situationen mit absoluter subjektiver Neuheit resultieren, die das
Individuum mit unbekannten Anforderungen konfrontieren. Ebenso kann ein
Flexibilitatserfordernis aber auch aus Situationen mit relativer subjektive Neu-
heit erwachsen, wenn sich das Individuum in einer Situation befindet, deren
vorherrschende Bedingungen ithm zwar grundlegend bekannt sind, mit denen
es jedoch ausgehend von seiner Handlungsplanung fir die entsprechende Situ-
ation nicht gerechnet hat.

Im Modell zum Ablauf einer flexiblen Handlung (vgl. Abbildung 1) werden
mogliche Reaktionen auf flexibilititserfordernde Situationen durch Brandes
(1980) beschrieben. Wird fiir eine Situation eine Bedingungsverinderung er-
kannt, schlie3t sich daran der Abbruch des urspringlichen und vorab entwi-
ckelten Handlungsplans mit anschlieBender Beurteilung der Bedingungsveran-
derungen an. Ausgehend von einer flexibilititserfordernden Situation muss
dann beurteilt werden, ob die vorliegende Situation fur das Individuum einen
absoluten oder relativen subjektiven Neuheitswert aufweist. AnschlieBend kon-
nen sogenannte ,,Aktionsprogramme‘® umstrukturiert bzw. ausgewechselt o-
der neue Handlungspline durch einen Transfer oder den Neuerwerb von
Kenntnissen entwickelt werden. AbschlieBend wird dann die modifizierte
Handlung zur Ausfithrung gebracht.

> Brandes (1980, S. 38f.) definiert Aktionsprogramme in Anlehnung an Hacker (1973, S. 115) als
,whierarchische Prozesse des Organismus, welche die Ordnung regulieren, in der eine Folge von
Operationen ablaufen soll”. Diese wirken somit auf die Handlungsausfithrung und kénnen fir

diese generiert oder abgerufen sowie nach Bewertung aktualisiert oder eliminiert werden.
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Feststellung verinderter
Handlungsbedingungen

Abbruch des Beurteilung der

Umstrukturieren oder

Auswechseln von

urspriinglichen — Bedingungs-
Handlungsplans veranderungen Aktionsprogrammen
Generierung
. . . . 2| ‘Transfer von .
1: Bedingungen sind bekannt, Aktionsprogramme sind - K . E— eines neuen
Kenntnissen . -
abrufbar. Handlungsplans Ausfithrung der
B % —  modifizierten
: Bedingungen sind unbekannt, Kenntnisse aus anderen
- gen - Handlung
Bereichen aber hierauf transformierbar.
N . . . . . Neuerwerb Generierun;
3: Bedingungen sind bekannt, keinerlei Kenntnisse, etc. 3 S
aus verwandten Bereichen vorhanden, Neuerwerb von ’ €imes neuen
notwendig. Kenntnissen Handlungsplans
4: Bedingungen machen die Zielerreichung in der
urspringlichen Form unméglich. . o 0
P & 4 Modifikation Generierung
des —>  ecines neuen  —
Handlungsziels Handlungsplans

Abbildung 1: eigene Darstellung des Modells zum Ablauf einer flexiblen
Handlung (in Anlehnung an Brandes, 1980, S. 75)

2.2.1 ﬁber]egungen zu Flexibilitit als Handlungsmerkmal fiir das ma-
thematische Problemlosen

Auch wenn das Modell des flexiblen Handelns nach Brandes (1980) nicht direkt
auf den Umgang mit mathematischen Problemstellungen angewendet werden
kann, lassen sich einzelne Aspekte dieses Ansatzes auf Flexibilitit im Kontext
des mathematischen Probleml6sens iibertragen. Vom aktuellen Forschungs-
stand ausgehend wurde Flexibilitit beim mathematischen Probleml6sen nicht
nur innerhalb von einzelnen Problemen, sondern auch zwischen oberflachlich
und tiefenstrukturell verschiedenen mathematischen Problemstellungen unter-
sucht (vgl. Arslan & Yazgan, 2015; Elia et al., 2009). Durch die leicht erkenn-
bare Verschiedenheit der jeweils eingesetzten Problemstellungen scheinen un-
terschiedliche Vorgehensweisen und damit auch Wechsel zwischen diesen al-
lerdings in besonderem Mal3e intendiert oder sogar provoziert zu werden, so-
dass zuverldssige Aussagen zu Flexibilitit beim mathematischen Problemlésen
von Schiilerinnen und Schiilern unseres Erachtens kaum moglich sind. Dar-
tber hinaus zeigt das von Elia et al. (2009, S. 610) fur ihre Studie angefertigte
Kodierschema, dass fiir alle eingesetzten Problemstellungen die gleichen Stra-
tegien genutzt werden konnten. Somit wird deutlich, dass Flexibilitat im Sinne
von Wechseln fur diese mathematischen Problembearbeitungen nicht zwangs-

laufig erforderlich ist.

Interessant fir eine eigene empirische Erhebung erscheint uns daher, Flexibi-
litait anhand von Problemstellungen zu untersuchen, die nicht von vornherein
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die Notwendigkeit zu Veranderungen nicht probierend angelegter Vorgehens-
weisen nahelegen. In Anlehnung an Brandes (1980) konnen flexibilitatserfor-
dernde mathematische Problemsituationen aus tiefenstrukturellen Variationen
zwischen oberflachlich dhnlichen Problemstellungen resultieren. Aufgrund der
so erzeugten handlungsrelevanten Bedingungsverinderungen miissen verin-
derte Vorgehensweisen zur Ausfithrung gebracht werden.

Ob der Einsatz variierter Problemstellungen dabet Situationen mit absoluter
oder relativer subjektiver Neuheit hervorruft, lisst sich weder genau vorhersa-
gen noch aus Bearbeitungen rekonstruieren, sodass unseres Erachtens nach
statt der Beurteilung des Neuheitswertes auf das Ausmal} der Veranderungen
von Vorgehensweisen fokussiert werden sollte.

Ausgehend von der theoretischen Rahmung aus mathematikdidaktischer Per-
spektive und den aus diesem psychologischen Zugang resultierenden Uberle-
gungen wird Flexibilitit fiir unsere empirische Studie als Handlungsmerkmal
verstanden, das sich als Reaktion auf das Erkennen handlungsrelevanter Bedin-
gungsverinderungen in Wechseln oder Modifikationen von Vorgehensweisen
in Bearbeitungen aullern kann.

3 EMPIRIE
3.1 Forschungsvorhaben und Studiendesign

Das Anliegen unserer empirischen Untersuchung bezieht sich darauf, wie
Schiilerinnen und Schiiler variierte Problemstellungen bearbeiten und inwie-
fern sich dabei Flexibilitit in den jeweiligen Bearbeitungsprozessen aullert. Da-
fur haben wir eine aus dret Problemen bestehende Problemserie zu Anforde-
rungen zum Ruckwirtsarbeiten als Prozessumkehr entwickelt (vgl. Abbil-
dung 2). Problemstellungen zum Ruckwiartsarbeiten scheinen uns fiir gezielte
Variationen geeignet zu sein. Tiefenstrukturelle Verinderungen der beschrie-
benen Transformationen in den Problemstellungen konnen Auswirkungen auf
deren unmittelbare Umkehrbarkeit haben und somit mathematikbezogene
Umbkehrhiirden erzeugen, aufgrund derer analoge Bearbeitungen, abseits pro-
bierender Vorgehensweisen, nicht méglich sind. Trotz dieser Variationen kann
eine weiterhin nahezu identische Oberflichenstruktur der Problemstellungen
gewihrleistet werden.”

° Die Prozessumkehr als Facette der heuristischen Vorgehensweise des Riickwirtsarbeitens wird
aus mathematikdidaktischer Sicht auf Grundlage einer Systematisierung von ABmus und Fritzlar
(2020) vom klassischen Riickwirtsarbeiten unterschieden.

" Eine dhnliche Oberflichenstruktur ist unserer Ansicht nach wichtig, da oberflichlich untet-
schiedliche geartete Probleme, wie sie beispielsweise bei Elia et al. (2009) oder auch Arslan et al.
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