Kolner Beitrage zur Didaktik der Mathematik
und der Naturwissenschaften

=
m
v
m
=
-~
m
=

Simeon Schlicht

Zur Entwicklung

des Mengen- und
Zahlbegriffs

@ Springer Spektrum



Kolner Beitrage zur Didaktik
der Mathematik und der
Naturwissenschaften

Herausgegeben von

A. Banerji, Koln, Deutschland

A. Bresges, Koln, Deutschland
M. Meyer, Koln, Deutschland

C. Reiners, Koln, Deutschland

F. Schiibitz, Kéln, Deutschland
K. Schliiter, Koln, Deutschland
D. Schmeinck, Koln, Deutschland
1. Schwank, Ko6In, Deutschland
H. Struve, Kdln, Deutschland



Die Kolner Fachgruppe der MINT-Didaktiken verfolgt mit ihrem Forschungs-
programm das Ziel, ausgewéhlte Themen des Lehrens und Lernens der Mathe-
matik und der Naturwissenschaften zu erforschen und auf dieser Basis weiter zu
entwickeln. Die Publikationen dieser Reihe werden sich zwischen zwei Polen
verorten lassen: Zum einen werden Theorien erstellt, die das Lehren und Lernen
in den MINT-Fichern zu verstehen helfen, zum anderen werden Unterrichts- und
Lehrkonzepte entwickelt und empirisch erprobt. Die VertreterInnen dieser Fach-
gruppe sind in allen Bereichen der Erforschung und Vermittlung von mathema-
tisch-naturwissenschaftlichem Wissen titig. Entsprechend umfasst die Reihe
,.KOlner Beitrdge zur Didaktik der Mathematik und der Naturwissenschaften* ein
breites Spektrum: von vorschulischen Erfahrungen (auch in der Familie) bis zu
Weiterbildungen nach dem Studium.



Simeon Schlicht

Zur Entwicklung
des Mengen- und
Zahlbegriffs

Mit einem Geleitwort von Prof. Dr. Horst Struve

@ Springer Spektrum



Simeon Schlicht
Koln, Deutschland

Dissertation der Universitit zu Koln, 2016

Kolner Beitrdge zur Didaktik der Mathematik und der Naturwissenschaften
ISBN 978-3-658-15396-0 ISBN 978-3-658-15397-7 (eBook)
DOI 10.1007/978-3-658-15397-7

Die Deutsche Nationalbibliothek verzeichnet diese Publikation in der Deutschen National-
bibliografie; detaillierte bibliografische Daten sind im Internet iiber http://dnb.d-nb.de abrufbar.

Springer Spektrum

© Springer Fachmedien Wiesbaden 2016

Das Werk einschlielich aller seiner Teile ist urheberrechtlich geschiitzt. Jede Verwertung, die
nicht ausdriicklich vom Urheberrechtsgesetz zugelassen ist, bedarf der vorherigen Zustimmung
des Verlags. Das gilt insbesondere fiir Vervielfiltigungen, Bearbeitungen, Ubersetzungen,
Mikroverfilmungen und die Einspeicherung und Verarbeitung in elektronischen Systemen.

Die Wiedergabe von Gebrauchsnamen, Handelsnamen, Warenbezeichnungen usw. in diesem
Werk berechtigt auch ohne besondere Kennzeichnung nicht zu der Annahme, dass solche
Namen im Sinne der Warenzeichen- und Markenschutz-Gesetzgebung als frei zu betrachten
wiren und daher von jedermann benutzt werden diirften.

Der Verlag, die Autoren und die Herausgeber gehen davon aus, dass die Angaben und Informa-
tionen in diesem Werk zum Zeitpunkt der Verdffentlichung vollstéindig und korrekt sind.
Weder der Verlag noch die Autoren oder die Herausgeber iibernehmen, ausdriicklich oder
implizit, Gewihr fiir den Inhalt des Werkes, etwaige Fehler oder AuBerungen.

Gedruckt auf sdurefreiem und chlorfrei gebleichtem Papier
Springer Spektrum ist Teil von Springer Nature

Die eingetragene Gesellschaft ist Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH
Die Anschrift der Gesellschaft ist: Abraham-Lincoln-Strasse 46, 65189 Wiesbaden, Germany



Geleitwort

Sowohl in der Mathematikdidaktik als auch in der Kognitionspsychologie gibt es um-
fangreiche Literatur, die sich mit der Entwicklung des Zahlbegriffes bei Kindern be-
schiftigt. Diese zeichnet sich im Allgemeinen dadurch aus, dass die kognitive Entwick-
lung vor dem Hintergrund der fachwissenschaftlichen Charakterisierung der Zahlberei-
che beschrieben wird. So werden tiblicherweise die natiirlichen Zahlen in der Fachwis-
senschaft Mathematik iiber die Peano-Axiome definiert. Bereits bei der Formulierung
der Axiome wird die Mengenlehre benotigt. Sie ist die Sprache, in der die Theorie for-
muliert ist. Die Theorie der natiirlichen Zahlen — auch in konstruktiven Definitionen der
natiirlichen Zahlen wie etwa nach VON NEUMANN — wird daher in der Fachwissenschaft
in zwei Schritten entwickelt: erst die Mengenlehre, dann die Arithmetik.

Simeon Schlicht zeigt in dieser Arbeit durch empirische Untersuchungen, dass die
Vorstellung, dass Kinder zunichst den Mengenbegriff und darauf aufbauend den Zahlbe-
griff erwerben, fragwiirdig ist. Die von ihm untersuchten Kinder erwerben den Mengen-
und den Zahlbegriff gleichzeitig und in Abhéngigkeit voneinander. Der Grund fiir diese
Unterschiedlichkeit ist ein epistemologischer: Wihrend es in der Fachwissenschaft um
die axiomatische Definition einer formalistischen Theorie (i.S.v. HILBERT) geht, erwer-
ben Kinder des hier betrachteten Alters mathematische Begriffe konstruktivim Umgang
mit Materialien, also empirisch-gegenstidndlich.

In seinen empirischen Untersuchungen mit Kindern im Alter zwischen 3 Jahren und
10 Monaten bis 4 Jahren und 8 Monaten verwendet Simeon Schlicht ein Design, das
er von unserer Kolner Kollegin, Frau Professorin Inge Schwank, iibernommen hat, sog.
Spielsituationen. Von ausgewihlten videographierten Szenen wurden sodann Transkrip-
te hergestellt und diese nach den Regeln der Interaktionsanalyse interpretiert, eine For-
schungsmethode unseres Kolner Kollegen Professor Michael Meyer.

Das Verhalten der Kinder beschreibt der Autor auf der Basis des kognitionspsycholo-
gischen Ansatzes der theory theory: Die Kinder verhalten sich so, als ob sie iiber eine
gewisse Theorie verfiigen wiirden. Dabei wird nicht postuliert, dass die Kinder diese
Theorie formulieren kénnen, sondern nur deren AuBerungen und Handlungen durch die
Zuschreibung einer Theorie beschrieben und erklirt.

Von welcher Art sind die Theorien, die man Kindern zuordnen kann, um deren Verhal-
ten im Umgang mit Mengen und Zahlen zu beschreiben? Kinder konstruieren ihr Wissen
und ihre Vorstellungen im Umgang mit mathematikdidaktischem Material. Die zugeord-
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neten Theorien beschreiben und erkldren diesen Umgang und sind daher mit einem Aus-
druck der Wissenschaftstheorie empirische Theorien. Die strukturalistische Metatheorie
bietet eine Moglichkeit, empirische Theorien prizise darzustellen. Dies nutzt Simeon
Schlicht, um den Zusammenhang zwischen der Mengen- und Zahlbegriffsentwicklung
bei den untersuchten Kindern zu kldren und die sich beim Erwerb dieser Begriffe be-
obachteten Probleme darzustellen. Damit zeigt sich, dass der gemeinsam mit Professor
Hans Joachim Burscheid entwickelte Ansatz zur Rekonstruktion mathematischer Theo-
rien auch dazu dienen kann, das Verhalten einzelner Kinder in konkreten Spielsituatio-
nen zu beschreiben und zu erkliren.

Die Arbeit von Simeon Schlicht hat zum einen praktische Implikationen: Sie zeigt Er-
zieherinnen und Lehrern, an welchen Stellen im Lernprozess der Kinder sie mit Lernpro-
blemen rechnen sollten — und dass und warum sie selbst unersetzlich sind. Zum anderen
verwendet die Arbeit Ansitze aus verschiedenen Wissenschaften — Kognitionspsycho-
logie (theory theory), Bildungswissenschaften (interpretative Unterrichtsforschung) und
Wissenschaftstheorie (Strukturalismus) — und schafft somit instruktive und vielverspre-
chende Querverbindungen zu anderen Wissenschaften.

Ko6ln, im Sommersemester 2016 Horst Struve



Vorwort

Die vorliegende Arbeit entstand am Institut fiir Mathematikdidaktik der Universitit zu
Koln und wurde von der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultdt der Univer-
sitidt zu Koln als Dissertation angenommen. Die Abschlusspriifung fand am 13. April
2016 in Form einer Disputatio im Institut fiir Mathematikdidaktik statt. Neben den bei-
den Gutachtern, Herrn Prof. Dr. Horst Struve und Frau Prof. Dr. Inge Schwank, nahmen
auBlerdem Frau Prof. Dr. Christiane Reiners (Vorsitzende) und Herr Dr. Martin Rotter
(Beisitzer) als priifungsberechtigte Mitglieder an der universitdtsoffentlichen Priifung
teil.

Mein Weg zur Abgabe der Dissertation wurde hierbei von vielen Menschen begleitet,
denen ich allen zu Dank verpflichtet bin.

Zuerst sei Horst Struve fiir die stetige Betreuung der Arbeit gedankt. Die vielen in-
haltlichen Diskussionen, Ratschlidge, Hinweise und Ermutigungen sowie die stets offene
Tiir haben den Weg zur Promotionen geebnet und ich freue mich auf weitere fruchtbare
Zusammenarbeit!

Inge Schwank danke ich fiir die Begleitung des empirischen Teils der Arbeit und die
Bereitschaft und das in mich gesetzte Vertrauen sowohl bestehende Beziehungen zu Ki-
Tas, als auch geeignete Arbeitsmittel fiir mathematikdidaktische Untersuchungen mit
Drei- bis Vierjdhrigen nutzen zu diirfen.

Genauso sei auch der KiTa dafiir gedankt, dass ich immer wieder mit Kameraausriis-
tung und Koffer voller Materialien willkommen geheiflen wurde und, obwohl der Alltag
in einer KiTa auch ohne Forscher stets neue Herausforderungen und viele Ereignisse
bietet, immer ein willkommener Gast war, um den sich fiirsorglich gekiimmert wurde.
Ein ganz besonderer Dank gilt hier selbstverstindlich allen teilnehmenden Kindern fiir
die eindrucksvolle Zeit!

Prof. Dr. Michael Meyer und Prof. Dr. Jorg Voigt danke ich fiir die Moglichkeit aus-
gewihlte Szenen intensiv im Rahmen von Forschungskolloquien zu interpretieren und
fiir die Hinfiihrung zur Interpretativen Vorgehensweise. Ebenso danke ich allen teilneh-
menden Kolleginnen und Kollegen.

Das Spektrum der Arbeit umfasst drei grofle Forschungsstromungen der Mathematik-
didaktik: Rekonstruktion von empirischen Theorien, Kognitive Mathematik und Inter-
pretative Forschung. Fiir die stetige Diskussionsbereitschaft und den informativen Aus-
tausch danke ich auch meinen Mitdoktorandinnen und Mitdoktoranden, Katrin Schiffer,
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Christopher Gerke, Solveig Jensen, Jessica Kunsteller, die in eben diesen Gebieten for-
schen.

Mein Dank gilt auch der (ehemaligen) studentischen Hilfskraft Janina Wiegelmann,
die mich bei der Transkription von Videoszenen unterstiitzt hat.

Auch im Privaten wurde die Arbeit von vielen lieben Personen begleitet. Zuerst sei
hier meinen Eltern, Andrea Meyer-Schlicht und Diakon Martin Schlicht, sowie meinen
Geschwistern, Hannah Klaproth und Gereon Schlicht, gedankt.

Viola Schmidt, engagierte Deutsch- und Religionslehrerin, danke ich fiir die miihe-
volle Korrektur des Manuskripts der Dissertation.

Fiir die schon jahrzehnte andauernde Freundschaft und Einblicke in die Welt auf3er-
halb des Kontexts Schule — Lehramtsausbildung — Forschung danke ich Markus Schifer.

Fiir kritische Diskussionen iiber das Verhiltnis von Forschung und Unterrichtspraxis,
fiir die Einblicke in den Mathematikunterricht an Grundschulen, fiir das kiinstlerische
Talent und nicht zuletzt fiir die gute Freundschaft danke ich Laura Leipertz, engagierte
Grundschullehrerin in K6ln.

Fiir das Entfliehen aus dem Forschungsalltag, fiir die stundenlangen Gespréche beim
Spazieren, fiir das gemeinsame Lachen und fiir ein stets offenes Ohr danke ich Caro-
lin Woitkowski.

Toll, dass man solche lieben Menschen als Freunde hat.

Koln, im Sommersemester 2016 Simeon Schlicht
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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit thematisiert die Entwicklung des Mengen- und Zahlbegriffs bei
Kindern. Die mathematische Bildung in der frithen Kindheit steht — nicht zuletzt seit
dem PISA Schock — im Fokus politischer und gesellschaftlicher Diskussionen. Im Ent-
wurf fiir die Grundsitze zur Bildungsforderung fiir Kinder im Elementar- und Primarbe-
reich wird die Forderung von Grundfihigkeiten fiir mathematisches Denken gefordert.
So sollen beispielsweise bereits in der KiTa den Kindern die Alltdglichkeit und All-
gegenwirtigkeit von Mathematik bewusst gemacht werden (MFKJKS/MSW, 2011, S.
57).

Im Alltag sammeln Kinder Erfahrungen im Rahmen von Anwendungskontexten. Dies
gilt insbesondere auch fiir erste Erfahrungen mit Mathematik. Diese Anwendungskon-
texte bestimmen hierbei die Vorstellungen der Kinder tiber Mathematik: Objekte und
Handlungen sind zentral fiir die ausgebildeten Begriffe (vgl. BAUERSFELD (1983)).

Insbesondere folgt, dass sich die Begriffe, welche die Kinder erwerben, und das Ver-
standnis von Mathematik, welches die Kinder ausbilden, grundlegend von den Auffas-
sungen von Mathematik, welche Erzieherinnen und Lehrerinnen nach Ausbildung und
Studium besitzen, und erst Recht von den Auffassungen von Mathematik, welche Ma-
thematiker an der Universitét vertreten, unterscheiden konnen. Dies ist nicht verwunder-
lich, jedoch sollte dies stets von Bildungsakteuren bei Planung und Durchfithrung von
MaBnahmen beriicksichtigt werden: Wihrend fiir Erzieherinnen und Lehrerinnen die
Bildungsmafnahmen, welche in gewissen Anwendungskontexten, z.B. mit Hilfe von
mathematikdidaktischen Arbeitsmitteln, durchgefiihrt werden, eine geschickte Veran-
schaulichung abstrakter Zusammenhénge von Regeln und logischen Folgerungen dar-
stellen konnen, erwerben die Lernenden gerade eine Theorie iiber die Anschauungs-
mittel und gerade nicht eine abstrakte mathematische Theorie (vgl. STRUVE (1990) &
BURSCHEID/STRUVE (2010)).

Eine Aufgabe mathematikdidaktischer Forschung ist hierbei, fiir diese Prozesse des
Begriffserwerbs zu sensibilisieren und sie verstehen zu helfen:

,.Forschungen in der Mathematikdidaktik konnen dabei helfen, Unterrichts-
vorschlédge [und natiirlich auch andere Ma3nahmen, wie z.B. Lernsituationen
in der KiTA, SJS] zu entwickeln und (partiell) zu rechtfertigen. Dazu beno-
tigt man auch Theorien; denn erst ein Verstidndnis von Prozessen und Phéno-
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menen erlaubt es, diese sinnvoll und planmifig zu beeinflussen.” (STRUVE,
2015, S. 563)

Die vorliegende Arbeit setzt sich zum Ziel, mittels einer systematischen Beschrei-
bung von Prozessen im Mengen- und Zahlbegriffserwerb einen Beitrag zu eben dieser
Forschungsaufgabe der Mathematikdidaktik zu leisten.

Hierfiir werden insbesondere solche Situationen analysiert, in denen Kinder sich im
Umgang mit mathematikdidaktischem Material mit Mengen — als Kollektionen von Ob-
jekten — und Zahlen beschiftigen. Die leere Menge und die Null sind hierbei von be-
sonderem Interesse, da diese fiir ein Verstéindnis unseres Dezimalen Stellenwertsystems
grundlegend sind (HEFENDEHL-HEBEKER/SCHWANK, 2015, S. 96ff). Untersuchungen
mit Beriicksichtigung der pradikativen und funktionalen Zugangsweisen zu Aufgaben-
stellungen zeigen auf, dass gerade die Einnahme einer funktionalen Sichtweise im Ein-
stieg in die Arithmetik helfen kann. Fiir eben diese Sichtweise ist die Null als Start der
Konstruktion von Zahlen eine Basis (vgl. SCHWANK (2013a) & BRUCKEL (2014)).

Eine Analyse entsprechender Szenen im Hinblick auf das mathematische Wissen der
Kinder verspricht hierbei detaillierte Einsichten in mogliche Kognitionen der Kinder. Im
Sinne des kognitionspsychologischen Ansatzes der Theory Theory (GOPNIK/MELTZOFF
(1997)) kann das Verhalten von Kindern mittels Zuschreibens von Theorien iiber einen
Phianomenbereich beschrieben werden. Kinder verhalten sich so, als ob sie eine Theorie
iiber den Phdnomenbereich besédfen. Hierbei werden die Kinder mit empirisch arbeiten-
den Wissenschaftlern verglichen:

. The central idea of this theory is that the processes of cognitive development
in children are similar to, indeed perhaps even identical with, the processes
of cognitive development in scientists. (GOPNIK/MELTZOFF, 1997, S. 3)

Die Theorien, welche den Kindern zugeschrieben werden, konnen mit Hilfe des struk-
turalistischen Theoriekonzepts rekonstruiert werden. Das strukturalistische Theoriekon-
zept der Beschreibung der Theorien von Lernenden als empirische Theorien ermoglicht
eine prizise Bearbeitung mathematikdidaktischer Fragestellungen. So konnte STRUVE
(1990) in einer Schulbuchanalyse herausarbeiten, wie mogliche Theorien der Lernenden
im Hinblick auf den Geometrieunterricht aussehen. Spezifische Probleme, z.B. mit dem
Geradenbegriff, werden hierdurch erklért: Schiilerinnen und Schiiler fassen Geometrie
dhnlich einer naturwissenschaftliche Theorie tiber die Anschauungsmittel, d.h. Zeich-
nungen w.A., auf. Ein Spezifikum dieser empirischer Theorien sind die theoretischen
Begriffe, welche ihre Bedeutung iiber die Theorie und nicht iiber die Anschauung gewin-
nen, wie STRUVE (1990) fiir den Geradenbegriff in der Schulgeometrie herausgearbeitet
hat. Weitere Analysen, welche tiber den Kontext des Geometrieunterrichts hinausgehen,



