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Prólogo 

Este libro se ha escrito pensando en el amplio sector de estudiantes cuyo interés por 
el Análisis de variable compleja se debe, principalmente, a que puede resultarles útil. Su 
contenido representa lo que, en opinión de los autores, es la información mínima indis­
pensable tanto para matemáticos como para físicos e ingenieros. 

No existiendo amplio acuerdo acerca de los fundamentos de la Matemática, en 
Análisis se opta, generalmente, por establecer un conjunto de postulados, que tampoco 
son de aceptación universal, y desarrollar a partir de ellos el resto de la teoría. En este 
texto hemos asumido la validez de numerosos resultados de Análisis de variable real. En la 
actualidad estos resultados previos forman parte no sólo de los cursos de Cálculo y 
Análisis real, sino también de los primeros cursos de Matemáticas para físicos e ingenieros. 
De todas formas, un estudiante no familiarizado con algunos de los resultados asumidos 
puede , sencillamente, aceptar como válidas las proposiciones basadas en ellos y continuar 
el estudio del texto . En este sentido, el desarrollo lógico del texto es autónomo. 

Al estudiar Matemáticas el objetivo no debe ser tan sólo un aprendizaje pasivo 
motivado por la belleza estética del tema. Debe sobre todo desarrollar la capacidad de 
utilizar los conocimientos adquiridos en otras regiones de la Matemática, de aplicar las 
Matemáticas en otras disciplinas y de crear nuevas matemáticas. Hemos intentado aquí 
dar idea tanto de la amplitud del Análisis de variable compleja como de su profundidad. 
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Al instructor 

Para ciertos fines no es preciso estudiar con detalle las secciones afectadas de* que 
pueden, sin embargo, utilizarse ocasionalmente como material de consulta y referencia. 
Uno de los motivos para distinguir de esta forma una sección es que su contenido siga tan 
de cerca el correspondiente desarrollo en variable real que muchos lectores no tendrían 
inconveniente en aceptar sin mayor' justificación los resultados que se dan en ella. Tam­
bién se han señalado con asterisco aquellas secciones en las que se presentan aplicaciones 
importantes, pero aisladas. En ocasiones, una sección marcada con asterisco contiene 
ideas nuevas y esenciales, pero expuestas con un grado de rigor y generalidad que podría 
parecer superfluo a quienes estén interesados principalmente en las aplicaciones. En estos 
casos se hace un resumen informal de su contenido en la primera de las secciones ordina­
rias siguientes. De acuerdo con nuestra experiencia , omitiendo las secciones "asterisco" el 
instructor puede alcanzar el núcleo de la integración de variable compleja antes de finali­
zar la cuarta semana. La rapidez de exposición así obtenida resulta muy satisfactoria para 
los estudiantes de Matemática aplicada, que sólo disponen de un tiempo muy limitado 
para adquirir las ideas esenciales. 

Para ahorrar espacio muchos problemas se componen de varias partes no numera­
das, dispuestas a lo ancho de la página. En general, su dificultad técnica aumenta horizon­
talmente, mientras que su dificultad conceptual lo hace en sentido vertical; es decir, su 
dificultaq teórica es función creciente de su número de orden. Los problemas pueden 
clasificarse en tres grandes categorías: (1) Aquellos cuyo objeto es asegurar la asimilación 
de las ideas de la sección que los precede, (2) aquellos que preparan al lector para 
comprender mejor otros conceptos expuestos más adelante, y (3) los que dan nuevos 
teoremas y sirven como punto de partida para una posible investigación original del 
lector. Algunos problemas de carácter superior se han incluido con objeto de enriquecer 
el texto cuando éste se usa con alumnos adelantados, como han hecho los autores. En 
tales casos las condiciones y conocimientos previos se enuncian explícitamente. 

Ambos autores han efectuado gran parte de sus trabajos de investigación sobre 
teoría de funciones de una variable compleja, por Jo que este tema es para ellos de gran 
dinamismo y vitalidad. Al objeto de llevar rápidamente al estudiante a un nivel desde el 
que pueda disponer de perspectiva y la teoría se le presente como un cuerpo vivo, hemos 
debido efectuar algunos "recortes" . Ciertos desarrollos analíticos se han simplificado 
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X AL INSTRUCTOR 

mediante consideraciones de Geometría plana ; también han sido precisos ciertos compro­
misos en la notación. La presentación de la teoría se ha hecho en el orden lógico, 
" teorema" - "demostración" , pero en nuestra opinión debe concederse gran valor a la 
intuición, a fin de conseguir a un tiempo una comprensión más profunda de los conceptos 
y fundamento de ellos. ·Aunque nuestros objetivos sean limitados, hemos tratado de 
enseñar más la actitud del realizador activo que la del espectador pasivo en esta elegante y 
fundamental región de las Matemáticas. 

Norman Levinson 
Raymond M. Redheffer 



Sugerencias para usar este texto 

Este libro está organizado en cincuenta lecciones. La última de cada capítulo es 
muy breve, y da oportunidad de repasar las anteriores. 

Curso de un semestre para matemáticos 

Capítulo 1: 1 ,2,3 ,4,5,6 
Capítulo 2: 1,2,3,4,7 
Capítulo 3: 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 

Curso de un semestre para ingenieros 

Capítulo 1: 1,2,3,4 
Capítulo 2: 1,2,3,5,6 
Capítulo 5: 1,2,3,4,5 

Curso de un semestre para fi:Jicos 

Capítulo 1: 1,2,3,4 
Capítulo 2: 1,2,3,4,5 
Capítulo 3: 3,5,6,7,8,9 

Curso de dos semestres 

Primer semestre : Capítulos 1 ,2,3 
Segundo semestre: Capítulos 4,5,6 

Curso de dos semestres para estudiantes avanzados 

Primer semestre : Casi todo este libro 

Capítulo 4 : 1 ,2,3,6,9 
Capítulo 5: 1,2,6,7,8 
Capítulo 6: 1,2,3 

Capítulo 3: 3,5,6,7,8,9 
Capítulo 4 : 2,3 ,4 ,5,6,7,10 
Capítulo 6: 1,2,3,4 

Capítulo 4: 2,3,4,5,6,8,10 
Capítulo 5: 1,2,3,4 
Capítulo 6: 1,2,3,5,6 ,7,8,9 

Segundo semestre : Temas escogidos de obras superiores y de artículos originales. 
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Capítulo 1 

Números complejos y funcione~ 
En este capítulo se revisan desde el punto de vista de la variable compleja los 

conceptos y resultados referentes a polinomios, funciones, regiones y 1 ímites que ya son 
familiares en el Análisis de variable real. Aunque existen muchas semejanzas , el carácter 
bidimensional de los números complejos da a las descripciones geométricas un aspecto 
peculiar. Por ejemplo, una función real de variable real suele transfmmar un intervalo de 
la recta en otro intervalo, mientras que una función de una variable compleja aplica 
generalmente una región plana sobre otra región plana. El carácter bidimensional de los 
números complejos explica, en parte , el destacado papel de la topología del plano en el 
Análisis de variable compleja, así como la efectividad y potencia de este análisis en los 
problemas bidimensionales de la Física matemática. 

l. Los números complejos. Como el cuadrado de un número real cualquiera es positivo o 
nulo, no es posible. resolver la ecuación x2 = -1 mediante números reales. Los números 
complejos son una extensión del sistema de los números reales; constituyen un sistema 
más amplio en el que la ecuación anterior y otras parecidas admiten soluciones. Los 
matemáticos conocen desde hace mucho tiempo la imposibilidad de resolver ecuaciones 
como la x 2 + 1 = O mediante números reales. Sin embargo, el desarrollo teórico de los 
números complejos no pudo realizarse sino siglos después de conocerse esta dificultad, lo 
que muestra que la noción de número complejo no es, en modo alguno, evidente. 

En el pasado se construyeron los números complejos adjuntando al sistema de los 
números reales el símbolo y=T que satisface la ecuación x 2 + 1 =O por definición . Esta 
notación no es, en realidad, muy satisfactoria, pues el símbolo y=T origina las mismas 
dificultades que aparecen si se representa el 1 por vlf. Como - 1 es también una raíz 
cuadrada de 1, pueden darse situaciones aparentemente paradójicas al operar sin rigor con 
vlf. Una conocida paradoja , debida a una ligereza excesiva al operar con y=T, es la 
siguiente:(y=T)2=- 1 y, por otra parte,(y=1)2=y=T y=T =V( -1)( -1) = \!f 
= 1. Se evita este escollo representando por i la y=-I;notación que fue introducida por 
el matemático suizo Leonhard Euler en 1779. Con ella se respeta la propiedad fundamen­
tal i2 = -1, y en cambio, hay poco peligro de confundir i con - i. El símbolo i se 
denomina a veces unidad imaginaria, del mismo modo que el 1 suele denominarse unidad 
real. 

Sirviéndonos de la notación de Euler , daremos aquí un resumen de las propiedades 
algebraicas de los números complejos. Se supone que el lector posee ya cierta práctica en 
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el manejo de los números complejos, por lo que, tal vez, podrá interesarte una exposición 
exclusivamente algebraica . Se le supondrá también familiarizado con el sistema de los 
números reales ; pero en las páginas próximas no se hará ninguna consideración de tipo 
geométrico. 

Se define un número complejo a por dos números reales a y b, y se designa por: 

a= a+ ib. 

El número a es la parte real de ex; y el b es su parte imaginaria. Siempre que se escriba una 
igualdad del tipoa = a + iby no se especifique otra cosa, ha de entenderse que a y b son 
reales . Así pues 

a= Re a, b = Im a 

donde los símbolos Re e Im representan las partes real e imaginaria, respectivamente. 
Si a= a + ib y (3 =e +id, los números complejos a y (3 son iguales si y solamente si 

a =e y b =d. La suma y el producto de a y (3 son, por definición, 

a + f3 = (a + e) + i(b + d) 
af3 = (ae - bd) + i(ad + be). 

(1.1) 

Estos son los resultados que se obtendrían operando con los primeros miembros de 
acuerdo con las reglas ordinarias de la Aritmética y aplicando la relación i2 = - l . De las 
fórmulas (1.1) se deducen fácilmente las leyes asociativas, conmutativas y distributiva: 

a+f3=f3+a 

a + ({3 + y) = (a + {3) + y 

a(f3 + y) = af3 

Si en (1.1) hacemos b=d =0, vemos que 

+ay. 

af3 = f3a 
a({3y) = (a{3)y 

(a+ iO) + (e+ iO) =(a+ e) + iO 
(a + iO)(e + iO) = (ae) + iO . 

( 1.2) 

(1.3) 

Las igualdades (1.3) indican que el número complejo x + iO es, excepto en notación , 
equivalente al número real x, y haremos así, considerar que 

X= X+ iO. 

Esta igualdad muestra que los números complejos contienen como caso particular a los 
números reales . 
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Se comprueba mediante (l.!) que O+ iO y 1 + iO son el cero y la unidad , 
respectivamente. Es decir, 

a + (O + iO) = a, a(1 + iO) = a ( 1.4) 

para todo ex. Como en la correspondencia entre números reales y complejos antes mencio­
nada es O= O + iO y 1 = 1 + iO , las ecuaciones (1.4) adoptan la forma familiar a+ O= a, 
al =a. 

Se denota por - o: el producto ( -1 )(a). Con más precisión, 

a+ (-a) = (1)(a) + ( -1)(a) = [(1) + ( -1)](a) =O. 

Dados dos números complejos cualesquiera a y~, la ecuación 

a+ z =/3 (1.5) 

tiene siempre una única solución z, que es su diferencia y se escribe f3 - a . En efecto, 
sumando - ex a los dos miembros de (1.5) se obtiene 

z =/3+(-a) 

y recíprocamente, este valor de z satisface a ( 1.5). Así pues, f3 - a = f3 + (-a). 
El conjugado de a se denota a y se define como 

a= a- ib. 

El conjugado de a es a. En virtud de (1.1), 

y por lo tanto, aa > O salvo cuando a = O. 

Si a -=/=O y z = x + ~' la ecuación 

a;:: = /3 (1.6) 

tiene una solución única z que es el cociente de ~ por a y que se designa por ~/a. Podría 
obtenerse igualando las partes real e imaginaria de los dos miembros de (1.6), y resolvien­
do el sistema de dos ecuaciones lineales en x e y con determinante a2 + b2. Pero es más 
conveniente multiplicar ambos miembros de (1.6) por aJo que da 

aaz = a/3. 
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Como aa >O, la ecuación anterior se puede multiplicar púr 1/(aa)obteniéndose 

z = J.-aaz = J.-a/3 = 2 

1 
b2 (a- ib)(c +id). aa aa a + (1.7) 

Recíprocamente , el valor de z dado por (1.7) satisface a (1.6) . 
La discusión anterior muestra que las leyes formales de la adición, substracción , 

multiplicación y división de números compléjos son análogas a las de los números reales , y 
por tanto, ciertas definiciones y conceptos ya conocidos para la variable real , pueden 
extenderse sin más al caso complejo. Por ejemplo, como el lector recordará del Análisis 
real, una expresión de la forma 

es un polinomio en z con coeficientes ao, a1, ... , an. Si an =F O, el grado del polinomio es 
n. Las mismas definiciones son válidas para el caso complejo, pero ahora los coeficientes , 
y z pueden ser complejos. Cuando todos los coeficientes son reales se dice que el poli­
nomio es un polinomio real. 

Para construir el polinomio P(z) solamente son precisas la adición y la multiplica­
ción. Como en el caso real, una función P(z)¡'Q(z ) que puede representarse como co­
ciente de dos polinomios se llama función racional. Cuando los dos polinomios P y Q sean 
reales se dice que la correspondiente función racional es real. 

Esta terminología se generaliza de manera evidente a situaciones parecidas. Por 
ejemplo, sumando, multiplicando y dividiendo reiteradamente a, {3 , .. . , a entre s í y con 
números reales , se obtiene una función racional real de a, {3, . .. , a 

De la definición de conjugado de un número se deduce que 

a+ f3 =a+ ¡J, af3 = alJ. 

Estos resultados se extienden por inducción para cualquier número finito de sumandos o 
factores: 

a+f3+ ··· +a=a+lJ+ ... +a 
af3 ... a = alJ ... a. 

Diremos brevemente que el conjugado de una suma es igual a la suma de los conjugados , y 
que el conjugado de un producto es igual al producto de los conjugados de los factores. 

Si az = {3 , en ton ces az = 7J y, puesto que z = f3 / a, tenemos 

(~) = ~ (a =F 0). 

Además, si e es real e = e y por tanto ca =ca en este caso. Combinando estos resultados 
resulta que , si Fes una función racional real cualquiera de a , ~ ' . . . , a, entonces 
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F(a, /3, ... , a) = F(a, 73, ... , a). 

Ejemplo 1.1. Si Cl'es un número complejo cualquiera, demostrar que 

rx +a 
Re a= --

2
-, 

a-a 
Im a= -

2
-

1
-. - . 

5 

Sia =a+ ib,entoncesa + a=(a + ib)+(a- ib)=2a = 2Rea,lo que da la primera 
ecuación. La demostración de la segunda es análoga. 

Ejemplo 1.2. Resolver como se indica en el texto la ecuación( 1 + i)z=2 + i. \1ultipli­
cando por 1- i, que es el conjugado del coeficiente de z, se tiene 

(1 + i)(1 - i)z = (1 - i)(2 + i) = 2- i - i2 , 

es decir, 2z = 3 - i. Finalmente, dividiendo por 2 resulta z = o/2 - ( \.-2 )i. 

Ejemplo 1.3. Escribir(2+ i)/(1 + i) en la forma a+ ib. Multiplicando por el conjugado 
del denominador,! - i, el numerador y el denominador de la fracción, se obtiene 

2 + i 
1 + i 

(2 + i)( 1 i) 3 - i 3 1 . 
_,_( 1---'-+-z-'-. )_,__( 1--i-'-) = -2 - = 2 - 2 z. 

Hemos utilizado el hecho de que si a y y son distintos de cero, se tiene ~fa= y~f'Ya. Esta 
propiedad se deduce de la definición de cociente, según la cual Na y y~f'Ya son las únicas 
soluciones de 

rxz = f3 y yaz = y/3, 

respectivamente. Estas ecuaciones son claramente equivalentes por lo que sus soluciones 
son iguales. Las restantes propiedades de las operaciones con fracciones se generalizan con 
igual facilidad del caso real al complejo y no debe dudarse en utilizarlas_ Una observación 
parecida es aplicable a las potencias con exponentes enteros; así, por ejemplo, 

Ejemplo 1.4. Si Pes un polinomio , un número a, real o complejo, tal que P(a) =O es un 
cero del polinomio. Demostrar que los ceros complejos de un polinomio real se presentan 
siempre por pares conjugados. 

Hay que probar que siP( a)=O,entonces esP (a)=Ü. Como Pes real, se tiene 
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P(7i) = P(a) =O= O, 

lo que completa la demostración. 

Ejemplo 1.5. Demostrar que para todo entero positivo n se verifica 

- 1- zn 
1 + z + z2 + . . . + zn 1 = ' 

1 - z 

Si llamamos sal primer miembro de la igualdad , s y sz son respectivamente 

s = 1 + z + z2 + . . . + zn- 2 + zn- 1 
sz = z + <:2 + . . . + zn- l + zn. 

z =1= l. 

Restando miembro a miembro, s(1- z)= 1 - zn. Dividiendo porl - zse obtienes. 

Ejemplo l. 6. Si n es un entero positivo, demostrar que existen números reales positivos 
co, c1, . .. , en tales que eo= 1, e1 = n y que 

para todo número complejo z. Se .efectúa la demostración por inducción. El resultado es 
trivial paran = 1 y suponiéndolo válido paran, multiplicando por 1 + z se tiene 

Observando esta expresión se comprueba que los nuevos coeficientes son positivos si lo 
eran los antiguos, que el término constante eo = 1 permanece invariable, y que el nuevo 
coeficiente de z es n + 1 si el primitivo coeficiente e1 eran. 

Este es el desarrollo de la potencia de un binomio que conocemos ya del análisis 
real ; los coeficientes e k son los coeficientes binomiales. La demostración anterior pone 
de manifiesto que este desarrollo es válido tanto si z es un número real como si es 
complejo. 

Problemas 

l. CalcularRe (1+ i ), Im (3-2i), 3-2i, (l+ i )+(3-2i), (1+i )(3-2i ). 
2. Comprobar que (a./3)y = a(f3y) para a = 1 + 3i, f3 = 2 + 2i, y = 3 + i. 
3. Resolver como en el Ejemplo 1.2 y comprobar el resultado sustituyéndolo : 

(1 + i )<; = 1, (5 + i)<; = 6 - i, (1 + ib)<; = 1 - ib. 
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4. Escríbanse en la forma a + ib siendo ;:; = x + !JI, ;:; =1=- O, ;:; =1=- i: 

3 + 4i 
1- 2i' 

5. Demostrar que Re (1/;:;) >o si y solamente si Re ;:;> O. 

;:;-¡ 

1 - zz 

7 

6. (a) Supongamos que en el ejemplo 1.6 n sea múltiplo de 4. Haciendo z = i e igualan­
do las partes imaginarias, demostrar que los coeficientes binomiales satisfacen, en este 
caso, 

(b) Obtener otra identidad igualando las partes reales . 
(e) Considerar otros valores den. 

7. En el Ejemplo 1.6, poner ;:; = /3/ ay multiplicar por an. Ha de obtenerse 

8. En el Ejemplo 1.5, poner ;:; = /3/ a y multiplicar por an-I. Ha de obtenerse 

an _ {3n 
an-1 + an-2{3 + . .. + a{3n-2 + {3n- I = f3 , 

a-
a =1=- /3. 

9. Si a=/3 y y= 8, probara+ Y=/3 + 8 y ory = ~8. 
lO. Si a/3 = O, demostrar a = O o f3 = O. (Cuando a =1=- O, a- I existe.) 
11. Si f3 =1=- O y 8 =1=- O, . entonces (a/f3)(y/8) = (ay)/(/38). (Mostrar que cada uno de los 

miembros verifica ({38);:; = ay.) 

Polinomios 

12. Sea z0 un número complejo dado. Se dice que un polinomioP(z)es divisible por z- z0 
si P(z) = (z - z0 )Q(z) donde Q(z) es un polinomio. Paran = 1, 2, 3, ... y e 
constante, demostrar que c(;:;n - ;:;0n) es divisible por ;:; - ;:;0.(Poner a= z y~= z0 en 
el problema 8.) 

13 . Si P(;:;) = ao + a¡;:; + · · · + am;:;m es un polinomio arbitrario, demostrar que 

P(;:;)- P(;:;o) 

es divisible por ;:; - ;:;0 . (Expresar P(;:;) - P(;:;o ) en forma de una suma de términos 
análogos a los del Problema 12.) 

14. Deducir del Problema 13 que P(z) es divisible por ;:; - ;:;0 si P(;:;0 ) =O. 
15. Sea P(z) un polinomio de grado < n que se anula en n valores distintos ;:;1,;:;2, . . . , 

Zn· Demostrar que -

P(;:;) = e(;:; - ;:;¡)(;:; - <:2) · · · (;:; - <:n) 

donde e es una const!inte. (Por el Problema 14, P(;:;) = (;:;- <:n)Q(;:;) y Q(;:;) = O en <:1, 
<:2, . . . , <:n-1· Proceder por inducción.) 
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16 . Demostrar que si el polinomio P(z} tiene grado :<:::: n y se anula para n + ¡ valores 
distintos Zk, entonces P(z) = O. (Haciendo z = Zn+l en el Problema 15 se deduce e = 
0.) 

17. Si P(z} y Q(z} son polinomios de grado:<:::: n que toman el mismo valor para n + 1 
valores Zk, distintos, entonces P(z) = Q(z). (Aplicar el Problema 16 a P(z) - Q(z).) 

2. Valores absolutos. Muchos de los conceptos y proposiciones del Análisis se expresan 
por desigualdades , y no existe una relación < entre números complejos que posea las 
propiedades habituales de la relación de orden de los números reales. 1 Sin embargo, 
introduciendo el concepto de valor absoluto se pueden expresar con facilidad desigualda­
des en las que intervienen números complejos. 

Si a = a + ib,el valor absoluto de cx se representa por !al y se define como la raíz 
cuadrada no negativa de a2 + b2. Así pues, 

y !al¿ O. 

Es evidente que !al > O excepto cuando a =0. Si e es positivo !el = e. La expresión !al se 
llama con frecuencia módulo de ex. 

Se deduce de lal 2 = aa,que !al= la l. Por consiguiente 

y extrayendo la raíz cuadrada 

(2.1) 

Este resultado se generaliza por inducción para productos de cualquier número de facto­
res , dando 

la,B · · · al = laii,Bi · · · la!, 
que establece que el valor absoluto de un producto es igual al producto de los valores 
absolutos de los factores. 

Siaz=,B,entonces lallzl = I.BIY, dado quez=,B/asi a =1= O, 

l.e¡=_tm_ 
a !al 

((X =1= 0). 

Lo que nos dice que el valor absoluto de un cociente es igual al cociente de los valores 
absolutos. 

Como a2 ::::; a2 + b2 y b2 ::::; a2 + b2 tomando la raíz cuadrada positiva de los dos 
miembros de las dos expresiones vemos que !al ::::; laly que lbl ::::; !al, es decir, 

11m al ::::; la!. 

1 Por lo tanto, una desigualdad como a< b o O::::; t::::; 1 implica automá ticamente que los 
números considerados son reales. 
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Si y=a,B, entonces a,B + a/3 = y + y= 2Re y, y por tanto la fórmula 

(a + {3)(a + ,8) = a a + a,B + a/3 + {3,8 

da 

(2 .2) 

Como 

resulta 

o sea 

la + /31 ::;: !al + 1/31. (2.3) 

Este resultado se extiende por inducción para una suma finita cualquiera, así que es: 

la + f3 + · · · + al ::;: !al + 1/31 + · · · + la! . (2.4) 

Luego, el valor absoluto de una suma no puede ser mayor que la suma de los valores 
absolutos de sus términos. 

En (2 .3) es válido el signo de igualdad si y solamente siRe (a,B)=ia,Bien (2 .2). A su 
vez, esto ocurrirá si y solamente si a,B ¿ O. Dado que a,B = (a/{3) 1,612 si {3 io O, resulta que 
la igualdad es válida en (2 .3) si y so lamen te si a/ f3 ¿ O o f3 = O. 

Terminaremos esta discusión acerca del valor absoluto y sus propiedades mencio­
nando dos interpretaciones posibles de los conceptos anteriores; en la primera se hace uso de 
los vectores y en la segunda del plano cartesiano. 

Si, como muestra la Figura 2-1 se representa el número comp!ejoa=a + ibpor un 
vector de componente horizontal a y de componente vertical b, la regla de adición 

(a + ib) + (e + id ) = (a + e) + i( b + d ) 

pone de manifiesto que los números complejos se suman como los vectores (Figura 2-2) . 
También es claro que !al = (a2 + b2) 112 es la longitud del vector que representa a~. Así 
pues , (2 .3) expresa el hecho de que la suma de dos lados de un triángulo es mayor o igual 
que el tercero . Por este motivo , a veces , (2 .3) se denomina desigualdad triangular. Análo­
gamente, en términos geométricos, (2.4) afirma que la línea recta es la distancia más corta 
entre dos puntos , como se muestra en la Figura 2-3 . La sustracción de vectores se ilustra 
geométricamente en la Figura 2-4, donde 

a = f3 + (a - {3) . (2.5) 
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b 

Figura 2-1 Figura 2-2 Figura 2-3 

Figura 2-4 

Como la suma de los valores absolutos acota superiormente al valor absoluto de la suma, 
de (2.5) se deduce/al:::;; 1.81+/a- .B/y restando /.8/de los dos miembros, 

/al - /.B/ :::;; ¡a - .B/ . 

Intercambiando los papeles de ex y .B se obtiene una desigualpad análoga para /.B/ - /a/ y 
por consiguiente 

1/a/ - /.B/1 :::;; /a- .B/. (2.6) 

De acuerdo con la Figura 2-4 esta desigualdad expresa que la diferencia de dos lados de un 
triángulo no puede ser mayor que el tercero. 

La representación de los números complejos mediante vectores es de gran utilidad 
en Dinámica, en la teoría de las corrientes alternas, y en otras muchas cuestiones. Sin 
embargo, la representación mediante puntos de"! plano, que describimos a continuación, es 
mucho más importante desde el punto de vista conceptual. 

Cada número complejo z = x + iy puede asociarse con un único punto (x,y) del 
plano cartesiano, y recíprocamente , cada punto (x, y) del plano corresponde a un único 
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número complejo x + ry. Podemos, pues , sin riesgo de confusión, considerar a los núme­
ros complejos como puntos del plano y hablar indistintamente del punto z o del número 
complejo z. 

! = X+ iy 

o 

Figura 2-5 

Como es evidente, JzJ = (xZ + y2)112 representa la distancia desde z hasta el origen 
(Figura 2-5). La distancia entre dos puntos 

y zz = xz + ryz 

es 

como ya se sabe por una conocida fórmula de Geometría analítica, y por la definición de 
valor absoluto esta expresión es Jzz - Z1J . Por consiguiente, desde un punto de vista 
geométrico , lzz - z1J debe interpretarse como la distancia de Z1 a zz. 

Sustituyendo z por z' = z +a, donde a= a + ib, las nuevas coordenadas son 

x' = x +a, y' =y+ b, 

y por lo tanto la transformación/ = z+a representa una traslación. Como 

la traslación conserva las distancias, como geométricamente era de esperar. 
Si sustituimos <: por z' = z, la~ nuevas coordenadas son (x,-y) , y luego esta 

transformación representa la simetría (o reflexión) respecto del eje x (Figura 2-6). La 
simetría no modifica las distancias, pues 



12 NÚMEROS COMPLEJOS Y F UNCIONES 

•z 

•z 

Figura 2-6 

Si sustituimos z por z' = a z,donde a es un número complejo cualquiera de módulo 
1, entonces 

lz2'- zt'l = laz2 - a ztl = lallz2- ztl = lz2- ztl· 

Por lo tanto, esta transformación también conserva las distancias. Como se verá en la 
próxima sección, representa un giro con centro en el origen. 

Ejemplo 2.1 . Si lal < 1 ,demostrar que lzl S 1 es equivalente a 

l z-::¡sl. 
1 - az 

Multiplicando esta desigualdad por 11 - azl y elevando al cuadrado, vemos que la 
desigualdad anterior es equivalente a 

la cual, a su ve z, es equivalente a 

(z - a)(z - a) s (1 - a z)(1 - az). 

Reduciendo todos los términos semejantes, encontramos que esta última expresión se 
simplifica obteniéndose 

que es válida si y solamente si lz l S 1.La demostración muestra que la igualdad se verifica 
si y solamente si lz l = 1 

Ejemplo 2.2. Una colección de puntos del plano z se denomina también conjunto pun­
tual o conjunto de puntos. Si E es un número positivo dado, descnbanse los conjuntos de 
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puntos z tales que¡¿ - zol = E ylz - zol <E. Como k - zol es la distancia desde z hasta 
zo, el primer conjunto representa una circunferencia de centro zo radio E, que se muestra 
en la Figura 2-7. El segundo conjunto es el interior de este círculo representado por el 
disco circular de la Figura 2-8. 

<o..--• 

Figura 2-7 Figura 2-8 

En Análisis es frecuente que al describir un conjunto, se den solamente las desigual· 
dades que lo definen, omitiéndose la frase "el conjunto de todos los z tales que . . . ". 
Según esto, se puede decir: la circunferencial-e:! = 1 ,el disco lzl < 1,etc. 

hjemplo 2. 3. Si f3 =F O demuéstrese que 

Por el teorema del binomio (Ejemplo 1.6), 

Como c1 = n el primer miembro de (2 .7) se reduce a ¡F(a,/3)1 siendo 

Los coeficientes binomiales son positivos y por lo tanto en virtud de (2.4) y después de 
(2 .1) se tiene 

¡F(a,/3)1 :S F(lal,l/31) . 

Esta es la desigualdad (2.7). 

tjemplo 2.4. Hallar ya. Poniendoa=a + ib, z=x + iY, y zZ = a las ecuaciones 
lzl 2 = !al y Re z2 = Re a dan, respectivamente, 
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x2 + y2 = lal , x2 - y2 = a. 
Por tanto, x2 = V2(lal +a) e y 2 = lh(lal -a). Si se eligen los signos de x e y de forma 
que 2xy = b, se comprueba fácilmente que z2 = a.En la próxima sección se resuelve esta 
ecuación por otro método que es también aplicable a la ecuación zn = a. Obsérvese que si 
a =1= O hay dos raíces cuadradas de a. 

Problemas 

l . Si .c:=x+!JI y los denominadores no se anulan, calcular 

1 

(3 + 4i)(2 + i) 1 

(1 + 2i)(3 - 4i) , 1~1· o<: - 1 1 ;~ :<: 1· 

2. (a) Hallar VZ, Fí, Vf+'l, V2l+'3, y comprobar elevando al cuadrado. (b) Demos­
trar que una ecuación cuadráticaz2 +az +b =O puede ponerse en la formaw21-a =O 
haciendo z = w + h eligiendo h convenientemente. 

3. Describir el conjunto de puntos z tal que 

(a) Re<:= O, Re <:> O, l.c: l = 1, l.c:l > 1, Im <: = 1, Im <: < 1, 1 < 1<:1 < 2. 
(b) 1<: - 11 = 2, 1<:- 11 < 0.01, k - 11 = 1<: + 11, IRe .c:l + llm .c:l =l. 

4. Describir las siguientes transformaciones del plano: 

<:' = <: + 1, <:' = <: + 1 + 2i, .¿:' = 2<:, <:' = 2<: + i , <:' = z + l. 

5. Sabiendo que 13 = 22 + 32 y que 74 ,; 52 + 72, expresar (1 3)(74) = 962 como suma 
de dos cuadrados. (Se hace a = 2 + 3i, f3 = 5 + 7iy se tiene en cuenta que lal21/312 = 
laf312.) 

6. Si e es real y a =1= O, demostrar que a <: + az + e= O es la ecuación de una línea recta 
en el plano (x, y) y hallar su pendiente. 

7. Si lal2 :2:: e, ¿qué figura representa la ecuaciónü +a.¿: + az + e= O? 
8. Si a =1= O, demostrar que a puede escribirse de modo único en la forma a = hv donde 

h > O y lvl = l. (Al igualar los valores absolutos se obtiene h = la l.) 
9. Los vectores a y f3 son paralelos si a = t/3 o si f3 = ta donde t es un número real. 

Deducir que la condición de paralelismQ_es Ima,i3 =O. · 
1 O. (a) Demostrar que cxlf3 si y solo si Re a{3 = O. (Dos vectores a y ~ son perpendiculares 

si y solo si verifican el teorema de Pitágoras, la - f312 = lal2 + lf31 2.) (b) Demostrar 
queia l_ ay lial = !al, así pues, la multiplicación por i equivale a a un giro de 90°. 

11. (a) En relación con el Problema 10, explicar por qué .e:'= i.c: representa un giro en el 
plano de 90°. Ilustrar este resultado representando gráficamente <: y .e:' para <: = 1, i, 
1 + i.(b) Al multiplicar otra vez por i se obtiene<:" = i(i<:) = - .e:. ¿Representa <:"=- <: 
un giro de 180° en el plano? . 

12. Aplicando (2 .2) a f3 y a- {3 , demostrar la identidad del paralelogramo 

la + /31 2 + la - /312 = 2(1al2 + 1/31 2). 

Dibujando a y f3 como vectores con el mismo origen, dar la interpretación geométrica 
de esta identidad. 


