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Prologo

Este libro se ha escrito pensando en el amplio sector de estudiantes cuyo interés por
el Andlisis de variable compleja se debe, principalmente, a que puede resultarles Gtil. Su
contenido representa lo que, en opinién de los autores, es la informacién minima indis-
pensable tanto para matemadticos como para fisicos e ingenieros.

No existiendo amplio acuerdo acerca de los fundamentos de la Matemdtica, en
Anilisis se opta, generalmente, por establecer un conjunto de postulados, que tampoco
son de aceptacién universal, y desarrollar a partir de ellos el resto de la teoria. En este
texto hemos asumido la validez de numierosos resultados de Andlisis de variable real. En la
actualidad estos resultados previos forman parte no sblo de los cursos de Cilculo y
Andlisis real, sino también de los primeros cursos de Matemadticas para fisicos e ingenieros.
De todas formas, un estudiante no familiarizado con algunos de los resultados asumidos
puede, sencillamente, aceptar como vilidas las proposiciones basadas en ellos y continuar
el estudio del texto. En este sentido, el desarrollo logico del texto es auténomo.

Al estudiar Matemadticas el objetivo no debe ser tan sélo un aprendizaje pasivo
motivado por la belleza estética del tema. Debe sobre todo desarrollar la capacidad de
utilizar los conocimientos adquiridos en otras regiones de la Matemadtica, de aplicar las
Matemadticas en otras disciplinas y de crear nuevas matemadticas. Hemos intentado aqui
dar idea tanto de la amplitud del Anilisis de variable compleja como de su profundidad.

Norman Levinson
Raymond M. Redheffer
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Al 1nstructor

Para ciertos fines no es preciso estudiar con detalle las secciones afectadas de* que
pueden, sin embargo, utilizarse ocasionalmente como material de consulta y referencia.
Uno de los motivos para distinguir de esta forma una seccién es que su contenido siga tan
de cerca el correspondiente desarrollo en variable real que muchos lectores no tendrian
inconveniente en aceptar sin mayor justificacién los resultados que se dan en ella. Tam-
bién se han sefialado con asterisco aquellas secciones en las que se presentan aplicaciones
importantes, pero aisladas. En ocasiones, una secciéon marcada con asterisco contiene
ideas nuevas y esenciales, pero expuestas con un grado de rigor y generalidad que podria
parecer superfluo a quienes estén interesados principalmente en las aplicaciones. En estos
casos se hace un resumen informal de su contenido en la primera de las secciones ordina-
rias siguientes. De acuerdo con nuestra experiencia, omitiendo las secciones “asterisco’ el
instructor puede alcanzar el ntcleo de la integracién de variable compleja antes de finali-
zar la cuarta semana. La rapidez de exposicion asi obtenida resulta muy satisfactoria para
los estudiantes de Matemadtica aplicada, que sélo disponen de un tiempo muy limitado
para adquirir las ideas esenciales.

Para ahorrar espacio muchos problemas se componen de varias partes no numera-
das, dispuestas a lo ancho de la pdgina. En general, su dificultad técnica aumenta horizon-
talmente, mientras que su dificultad conceptual lo hace en sentido vertical; es decir, su
dificultad tedrica es funcion creciente de su niimero de orden. Los problemas pueden
clasificarse en tres grandes categorias: (1) Aquellos cuyo objeto es asegurar la asimilacién
de las ideas de la seccion que los precede, (2) aquellos que preparan al lector para
comprender mejor otros conceptos expuestos mds adelante, y (3) los que dan nuevos
teoremas y sirven como punto de partida para una posible investigacién original del
lector. Algunos problemas de cardcter superior se han incluido con objeto de enriquecer
el texto cuando éste se usa con alumnos adelantados, como han hecho los autores. En
tales casos las condiciones y conocimientos previos se enuncian explicitamente.

Ambos autores han efectuado gran parte de sus trabajos de investigacion sobre
teoria de funciones de una variable compleja, por lo que este tema es para ellos de gran
dinamismo y vitalidad. Al objeto de llevar rdpidamente al estudiante a un nivel desde el
que pueda disponer de perspectiva y la teoria se le presente como un cuerpo vivo, hemos
debido efectuar algunos “recortes”. Ciertos desarrollos analiticos se han simplificado

X



X AL INSTRUCTOR

mediante consideraciones de Geometria plana; también-han sido precisos ciertos compro-
misos en la notacién. La presentacién de la teoria se ha hecho en el orden légico,
“teorema” - ‘“‘demostracién”, pero en nuestra opinién debe concederse gran valor a la
intuicion, a fin de conseguir a un tiempo una comprensién més profunda de los conceptos
y fundamento de ellos.’Aunque nuestros objetivos sean limitados, hemos tratado de
enseflar mds la actitud del realizador activo que la del espectador pasivo en esta elegante y
fundamental region de las Matemdticas.

Norman Levinson
Raymond M. Redheffer



Sugerencias para usar este texto

Este libro estd organizado en cincuenta lecciones. La ultima de cada capitulo es
muy breve, y da oportunidad de repasar las anteriores.

Curso de un semestre para matemdticos

Capitulo 1: 1,2,3,4,5,6 Capitulo 4: 1,2,3,6,9
Capitulo 2: 1,2,3,4,7 . Capitulo 5: 1,2,6,7,8
Capitulo 3: 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 Capitulo 6: 1,2,3

Curso de un semestre para ingenieros

Capitulo 1: 1,2,3,4 Capitulo 3: 3,5,6,7,8,9
Capitulo 2: 1,2,3,5,6 Capitulo 4: 2,3,4,5,6,7,10
Capitulo 5: 1,2,3,4,5 Capitulo 6: 1,2,3,4

Curso de un semestre para fisicos

Capitulo 1: 1,2,3,4 Capitulo 4: 2,3,4,5,6,8,10
Capitulo 2: 1,2,3,4,5 Capitulo 5: 1,2,3,4
Capitulo 3: 3,5,6,7,8,9 Capitulo 6: 1,2,3,5,6,7,8,9

Curso de dos semestres

Primer semestre: Capitulos 1,2,3
Segundo semestre: Capitulos 4,5,6

Curso de dos semestres para estudiantes avanzados

Primer semestre: Casi todo este libro
Segundo semestre: Temas escogidos de obras superiores y de articulos originales.
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Capitulo 1

Nameros complejos y funciones

En este capitulo se revisan desde el punto de vista de la variable compleja los
conceptos y resultados referentes a polinomios, funciones, regiones y limites que ya son
familiares en el Andlisis de variable real. Aunque existen muchas semejanzas, el cardcter
bidimensional de los nimeros complejos da a las descripciones geométricas un aspecto
peculiar. Por ejemplo, una funcién real de variable real suele transformar un intervalo de
la recta en otro intervalo, mientras que una funcién de una variable compleja aplica
generalmente una regién plana sobre otra region plana. El cardcter bidimensional de los
nimeros complejos explica, en parte, el destacado papel de la topologia del plano en el
Analisis de variable compleja, asi como la efectividad y potencia de este andlisis en los
problemas bidimensionales de la Fisica matematica.

1. Los niimeros complejos. Como el cuadrado de un ntimero real cualquiera es positivo o
nulo, no es posible.resolver la ecuacién x2 = — 1 mediante nimeros reales. Los niimeros
complejos son una extensiéon del sistema de los nimeros reales; constituyen un sistema
mds amplio en el que la ecuacién anterior y otras parecidas admiten soluciones. Los
matematicos conocen desde hace mucho tiempo la imposibilidad de resolver ecuaciones
como la x2 4+ 1 = 0 mediante niimeros reales. Sin embargo, el desarrollo tedrico de los
nimeros complejos no pudo realizarse sino siglos después de conocerse esta dificultad, lo
que muestra que la nocién de nimero complejo no es, en modo alguno, evidente.

En el pasado se construyeron los nimeros complejos adjuntando al sistema de los
ntimeros reales el simbolo\/—1 que satisface la ecuacion x* + 1= 0 por definicién. Esta
notacién no es, en realidad, muy satisfactoria, pues el simbolo/—1 origina las mismas
dificultades que aparecen si se representa el 1 por \/T Como —1 es también una raiz
cuadrada de 1, pueden darse situaciones aparentemente paraddjicas al operar sin rigor con
V1. Una conocida paradoja, debida a una ligereza excesiva al operar con/—1,es la
siguiente:(\/—1)2=— ly, porotra parte,(/—1)2=1/—1y/—1=\/(=1)(=1) =1
— 1. Se evita este escollo representandc por i la/— J.notacién que fue introducida por
el matematico suizo Leonhard Euler en 1779. Con ella se respeta la propiedad fundamen-
talz2 = —1, y en cambio, hay poco peligro de confundir i con —i El simbolo i se
denomina a veces unidad imaginaria, del mismo modo que el 1 suele denominarse unidad
real.

Sirviéndonos de la notacion de Euler, daremos aqui un resumen de las propiedades
algebraicas de los nimeros complejos. Se supone que el lector posee ya cierta practica en
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2 NUMEROS COMPLEJOS Y FUNCIONES

el manejo de los niimeros complejos, por lo que, tal vez, podrd interesarle una exposicion
exclusivamente algebraica. Se le supondrd también familiarizado con el sistema de los
nuimeros reales; pero en las paginas proximas no se hard ninguna consideracién de tipo
geométrico.

Se define un nimero complejo « por dos nimeros realesa y b, y se designa por:

a =a + b

El nimero a es la parte real de &; y el b es su parte imaginaria. Siempre que se escriba una

igualdad del tipoa = a 4 by no se especifique otra cosa, ha de entenderse que @ y b son
reales. Asi pues

a = Re q, b=Ima

donde los simbolos Re e Im representan las partes real e imaginaria, respectivamente.
Sia=a+ibyf=c+id, los nimeros complejos & y § son iguales si y solamente si
a=cyb=d Lasumay el producto de a y 8 son, por definicion,

a+B=(+c)+ib+4d) (L1)
a3 = (ac — bd) + i(ad + be). ’

Estos son los resultados que se obtendrian operando con los primeros miembros de
acuerdo con las reglas ordinarias de la Aritmética y aplicando la relacién 2 = - 1. De las
férmulas (1.1) se deducen facilmente las leyes asociativas, conmutativas y distributiva:

a+B=B+a af = Ba
at+B+y)=(@+B8) +vY a(By) = (aB)y (1.2)
alB +7v)=af + ay.

Sien (1.1) hacemos p==d =0, vemos que

(@ + 0) + (¢ +0) =(a+¢) + 0

(a + 0)(¢c + 10) = (ac) + 0. (1.3)

Las igualdades (1.3) indican que el nimero complejo x 4 0 es, excepto en notacion,
equivalente al nimero real x, y haremos asf, considerar que

x = x + 0.

Esta igualdad muestra que los niimeros complejos contienen como caso particular a los
nameros reales.



LOS NUMEROS COMPLEJOS 3

Se comprueba mediante (1.1) que 0 4+ :0 y 1 + /0 son el cero y la unidad,
respectivamente. Es decir,

a + (0 + 0) = a, a(l + i0) = (1.4)

para todo & Como en la correspondencia entre niimeros reales y complejos antes mencio-
nadaes 0 =0 + /0y 1 =1 +1i0, las ecuaciones (1.4) adoptan la forma familiar & + 0 =q,
al =a,

Se denota por —cel producto(—1)(«). Con mds precision,
a+ (—a) = (1)) + (=1)x) = [(1) + (=D)(«) = 0.
Dados dos nimeros complejos cualesquiera ay £, la ecuacion
a+z=§ (1.5)

tiene siempre una Unica solucién z, que es su diferencia y se escribe § — a.En efecto,
sumando —qa los dos miembros de (1.5) se obtiene

z=B+ (~a)

y reciprocamente, este valor de z satisface a (1.5). Asi pues, § — a = B + (—«).
El conjugado de a se denota a'y se define como

a=a— b
El conjugado de @ es «. En virtud de (1.1),
ol = a2 + b2
y por lo tanto, a@ > 0 salvo cuando a = 0.
Sia#0y z=x+ i, laecuacion

az =B (1.6)

tiene una solucién tnica z que es el cociente de § por a 'y que se designa por /c. Podria
obtenerse igualando las partes real e imaginaria de los dos miembros de (1.6), y resolvien-
do el sistema de dos ecuaciones lineales en x e y con determinante a2 4 52. Pero es mas
conveniente multiplicar ambos miembros de (1.6) por @.lo que da

Aoz = apf.



4 NUMEROS COMPLEIOS Y FUNCIONES

Como@a > 0,la ecuacién anterior se puede multiplicar por 1/(@a)obteniéndose

1

FE@— e+ i) (1.7)

g = ——oly = __1—&'8 =
ax

Reciprocamente, el valor de z dado por (1.7) satisface a (1.6).

La discusiéon anterior muestra que las leyes formales de la adicién, substraccion,
multiplicacién y divisién de niimeros complejos son andlogas a las de los nimeros reales, y
por tanto, ciertas definiciones y conceptos ya conocidos para la variable real, pueden
extenderse sin mds al caso complejo. Por ejemplo, como el lector recordard del Analisis
real, una expresién de la forma

Plz)=a+ - +a12+ a0

es un polinomio en z con coeficientes ag, a1, - . . , @n. Si a, 7= 0,el grado del polinomio es
n. Las mismas definiciones son validas para el caso complejo, pero ahora los coeficientes,
y z pueden ser complejos. Cuando todos los coeficientes son reales se dice que el poli-
nomio es un polinomio real.

Para construir el polinomio F/z ) solamente son precisas la adicién y la multiplica-
ciéon. Como en el caso real, una funcién P(z)/Q(z) que puede representarse como co-
ciente de dos polinomios se llama funcién racional. Cuando los dos polinomios P y Q sean
reales se dice que la correspondiente funcién racional es real.

Esta terminologia se generaliza de manera evidente a situaciones parecidas. Por
ejemplo, sumando, multiplicando y dividiendo reiteradamente «, f3, . . . , o entre si' y con
numeros reales, se obtiene una funcién racional realde @, 8, . . ., ¢

De la definicién de conjugado de un ntiimero se deduce que

m:a+ﬁ, a—B:&E

Estos resultados se extienden por induccién para cualquier nimero finito de sumandos o
factores:

a+pf+--+o=a4+p+---+7
Diremos brevemente que el conjugado de una suma es igual a la suma de los conjugados, y

que el conjugado de un producto es igual al producto de los conjugados de los factores.
Si az=p,entonces @z = B y, puesto que z = B/a, tenemos

[)-2

Ademds, si ¢ es real ¢ = ¢y por tantoc@ = c@ en este caso. Combinando estos resultados
resulta que, si / es una funcién racional real cualquiera dew, 8, . . ., 0, entonces
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F@,B,...,0)=F@B,...,0.

Ejemplo 1.1. Si «es un numero complejo cualquiera, demostrar que

o a a— «Q
+ Ima =

2 ° 2t

Rea =

Sia = a + ,entoncesa + a=(a + b))+ (a — 1b)=2a = 2Re a,lo que da la primera
ecuacion. La demostracion de la segunda es analoga.

Ejemplo 1.2.. Resolver como se indica en el texto la ecuacién(l + ¢)z=2+ 7 Multipli-
cando por 1 — 7, que es el conjugado del coeficiente de z, se tiene

A+l =d)z=0—-)2+:)=2—1—12
es decir, 2z=3 — 7. Finalmente, dividiendo por 2 resulta z = % — (}4)..

Ejemplo 1.3. Escribir (24 ¢)/(1+ ¢) enla forma « 4 6. Multiplicando por el conjugado
del denominador,1 — 7 el numerador y el denominador de la fraccién, se obtiene

24i_ Q@+ )1—0) 83—
T+: (+0)0—2) " 2

A

l\Dl»—A

...
~ 2

Hemos utilizado el hecho de que si & y v son distintos de cero, se tiene /o= yB/ya. Esta
propiedad se deduce de la definicion de cociente, segin la cual f/a y ¥f/ya son las Gnicas
soluciones de

az =L y yaz = Y8,

respectivamente. Estas ecuaciones son claramente equivalentes por lo que sus soluciones
son iguales. Las restantes propiedades de las operaciones con fracciones se generalizan con
igual facilidad del caso real al complejo y no debe dudarse en utilizarlas. Una observacion
parecida es aplicable a las potencias con exponentes enteros; asi, por ejemplo,

L — am+n, (am)n — amn, (alg)n — an'gn_

Ejemplo 1.4. Si P es un polinomio, un nimero «, real o complejo, tal que P(a) =0 es un
cero del polinomio. Demostrar que los ceros complejos de un polinomio real se presentan
siempre por pares conjugados.

Hay que probar que siP (a)=0,entonces es P (@)=0.Como P es real, se tiene
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P@ =P@)=0=0,

lo que completa la demostracion.

Ejemplo 1.5. Demostrar que para todo entero positivo n se verifica

1 —2n
1 —2z

l+z4+24 - +21= 3 71

Si llamamos s al primer miembro de la igualdad, s y sz son respectivamente

S:1+z+52+...+zn—2+zn—1
Sz=z+52+...+zn“l+zn_

Restando miembro a miembro, s(1— z)=1 — 2" Dividiendo porl — zse obtiene s.

Ejemplo 1.6. Si n es un entero positivo, demostrar que existen nimeros reales positivos
€0y €1y - - - 5 € tales queco= 1, ¢4 = nyque

(1+z)n260+015+6252+ B o

para todo ntmero complejo z. Se efectiia la demostracién por induccién. El resultado es
trivial para n =1 y suponiéndolo vélido para », multiplicando por 1 + Z se tiene

A+ 2" =co + (c1 4 co)z + -+ + (en + n_1)2 + cn2® 1.

Observando esta expresién se comprueba que los nuevos coeficientes son positivos si lo
eran los antiguos, que el término constante ¢o = 1 permanece invariable, y que el nuevo
coeficiente de z esn + 1si el primitivo coeficiente ¢y era n.

Este es el desarrollo de la potencia de un binomio que conocemos ya del andlisis
real; los coeficientes ¢p son los coeficientes binomiales. La demostracion anterior pone
de manifiesto que este desarrollo es vilido tanto si z es un nimero real como si es
complejo.

Problemas

1. Calcular-Re (1+:), Im (3—27), 3—2;, (14+4)4+(3—27¢), (1+7)(3—2i).
2. Comprobar que (aB)y = a(By)parac =1 + 3, B=2+ 2,y =3 + i
3. Resolver como en el Ejemplo 1.2 y comprobar el resultado sustituyéndolo:

A+idz=1, G+ie=6—i (+idz=1—ib
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4.

Escribanse en la formaa + ¢b siendo z = x + , 2 5% 0, 25 ¢

. ; 34+ 4 - z—1
2 11 3 ————p
@ 4 52 (L+ 9t % 28, zz, T

~ e

. Demostrar que Re (1/z) > 0siy solamente si Re z > 0.

(a) Supongamos que en ¢l ejemplo 1.6 # sea multiplo de 4. Haciendo z =i e igualan-
do las partes imaginarias, demostrar que los coeficientes binomiales satisfacen, en este
caso,

o1 =34 —orF e =0,

(b) Obtener otra identidad igualando las partes reales.
(¢) Considerar otros valores de n.

. En el Ejemplo 1.6, poner z= B/ay multiplicar por a®. Ha de obtenerse

(a 4+ B = coa™ 4 c1a 1B + 20202 4 - + ¢ufn

. Enel Ejemplo 1.5, ponerz =f8/ay multiplicar por a*~1_. Ha de obtenerse

an—1+aﬂ—2ﬁ+---+a&‘2+ﬁ"‘1:%g, a7 B.

. Sia=Byy =24, probara + y=8+06 y oy =35.
10.
11.

Siaf =0, demostrar a=0 0 B8=0. (Cuandoa 540, a—lexiste.)

Si B#0 y 80, entonces (a/B)(y/0) = (ay)/(BS). (Mostrar que cada uno de los
miembros verifica (88)z = ay.)

Polinomios

12.

13,

14.
15.

Sea z, un nimero complejo dado. Se dice que un polinomio P (z) es divisible por z — z,
si P(2) = (z — 20)Q(2) donde Q(2) es un polinomio. Paran = 1,2,3,...y ¢
constante, demostrar que ¢(z® — 20") es divisible por 2 — zo.(Ponera=z y =z, en
el problema 8.)

Si P(z) =ao + @1z + - -+ + apg™ es un polinomio arbitrario, demostrar que

P(z) — P(z0)

es divisible por z — zo. (Expresar P(z) — P(z) en forma de una suma de términos
analogos a los del Problema 12.)

Deducir del Problema 13 que P(z) es divisible por z — zsi P(2) = 0.

Sea P(z) un polinomio de grado < n que se anula en n valores distintos z1, 22, - - -,
Zn. Demostrar que

PR)=cz—2a)z—22) - (2 — zw)

donde c es una constante. (Por el Problema 14, P(z) = (z — 2,)Q(2) ¥ Q(z) = Oen 21,
Z2,..., zn—1. Proceder por induccién.)
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16. Demostrar que si el polinomio P(z) tiene grado < n y se anula para , 4+ | valores
distintos zx, entonces P(z) = 0. (Haciendo z = za+41 en el Problema 15 se deducec =
0.)

17. Si P(z) y Q(z) son polinomios de grado < n que toman el mismo valor para » + 1
valores zx, distintos, entonces P(z) = Q(z). (Aplicar el Problema 16 a P(z) — Q(z).)

2. Valores absolutos. Muchos de los conceptos y proposiciones del Anilisis se expresan
por desigualdades, y no existe una relacién < entre ntimeros complejos que posea las
propiedades habituales de la relacion de orden de los nimeros reales.' Sin embargo,
introduciendo el concepto de valor absoluto se pueden expresar con facilidad desigualda-
des en las que intervienen ntimeros complejos.

Sia = a + ib,el valor absoluto de « se representa por |a| y se define como la raiz
cuadrada no negativa de a2 + b2. Asi pues,

o> = a? + b2 = aw y le] > 0.

Es evidente que |a| > O excepto cuandoa =0. Si ¢ es positivo|c| = ¢. La expresion |a|se
llama con frecuencia modulo de «.
Se deduce de |a|> =a@,que [@|=|a|. Por consiguiente

|aB|? = af af = afaB = ad BB = |af? |B?,

y extrayendo la raiz cuadrada
|aB| = ||| (2.1)

Este resultado se generaliza por induccién para productos de cualquier numero de facto-
res, dando

laf - -+ o] = |af|B] - - Jo],

que establece que el valor absoluto de un producto es igual al producto de los valores
absolutos de los factores.

Siaz=B,entonces |a||z| = |B|y, dado quez=fB/asi a 7= 0,
2| = & (a0)

o]

Lo que nos dice que el valor absoluto de un cociente es igual al cociente de los valores
absolutos.

Como a% < a? + b2y b2 < a2 + b2 tomando la raiz cuadrada positiva de los dos
miembros de las dos expresiones vemos que |a| < |a]y que|b| < |af,es decir,

Re af < o], Im a| < |af.

! por 1o tanto, una desigualdad como a < b 0 0<¢< 1 implica automdticamente que los
ntimeros considerados son reales,
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Si y=ap,entonces a8 + @B = y + ¥ = 2Re vy, y por tanto la férmula

(@ + B)@ + B) =aa + aff + aB + BB

da
la + B2 = || + B2 + 2Re (ap). (2.2)
Como
Re (aB)| < |aB| = |a]|B],
resulta
e + B2 < [a? + |B? + 2[al|B] = (laf + |B])?
o sea

e + B < o] + |B]. (2.3)
Este resultado se extiende por induccién para una suma finita cualquiera, asi que es:
e+ B+ - ol <laf + B[+ -+ + o] (2.4)

Luego, el valor absoluto de una suma no puede ser mayor que la suma de los valores
absolutos de sus términos. _ _

En (2.3) es vilido el signo de igualdad si y solamente siRe (af8)=|aflen (2.2). A su
vez, esto ocurrird si y solamente si a8 > 0. Dado que a8 =(e/B)I8I? si 8 # 0, resulta que
la igualdad es valida en (2.3) si y solamente si /8 > 00 8 = 0.

Terminaremos esta discusién acerca del valor absoluto y sus propiedades mencio-
nando dos interpretaciones posibles de los conceptosanteriores;en la primera se hace uso de
los vectores y en la segunda del plano cartesiano.

Si, como muestra la Figura 2-1 se representa el nimero complejoa=a + b por un
vector de componente horizontal ¢ y de componente vertical b, la regla de adicién

(a+ )+ (c+iwWd)=(a+c¢)+ b+ 4d)

pone de manifiesto que los nimeros complejos se suman como los vectores (Figura 2-2).
También es claro que |a| = (a® + b2)1/2 esla longitud del vector que representa a . Asi
pues, (2.3) expresa el hecho de que la suma de dos lados de un tridngulo es mayor o igual
que el tercero. Por este motivo, a veces, (2.3) se denomina desigualdad triangular. Analo-
gamente, en términos geométricos, (2.4) afirma que la linea recta es la distancia mds corta
entre dos puntos, como se muestra en la Figura 2-3. La sustraccion de vectores se ilustra
geométricamente en la Figura 2-4, donde

a=B+ (a—p) (25)
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Figura 2-1 Figura 2-2 Figura 2-3

Figura 2-4

Como la suma de los valores absolutos acota superiormente al valor absoluto de la suma,
de (2.5) se deduce|a| < |B|+|a — By restando |B|de los dos miembros,

o — IB] < | — B.
Intercambiando los papeles de oty 3 se obtiene una desigualdad andloga para |8 — |a|y
por consiguiente

lled — 18] < e — BI. (2.6)

De acuerdo con la Figura 2-4 esta desigualdad expresa que la diferencia de dos lados de un
tridngulo no puede ser mayor que el tercero.

La representacién de los nimeros complejos mediante vectores es de gran utilidad
en Dindmica, en la teoria de las corrientes alternas, y en otras muchas cuestiones. Sin
embargo, la representacién mediante puntos del plano, que describimos a continuacion, es
mucho mds importante desde el punto de vista conceptual.

Cada nimero complejo z = x + iy puede asociarse con un Unico punto (x,») del
plano cartesiano, y reciprocamente, cada punto (x, ) del plano corresponde a un Gnico
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nimero complejo x + #. Podemos, pues, sin riesgo de confusion, considerar a los nime-
ros complejos como puntos del plano y hablar indistintamente del punto z o del nimero
complejo z.

— Z\\ 4y

3

T=x 4+ iy

\*

0
Figura 2-5

Como es evidente, |z| = (2 + »2)1/2 representa la distancia desde z hasta el origen
(Figura 2-5). La distancia entre dos puntos

71 =x1 4+ »1 y Z2 = xg3 + 2

€s

[(x2 — x1)? + (p2 — 91)?]V2

como ya se sabe por una conocida férmula de Geometria analitica, y por la definicién de
valor absoluto esta expresion es |z2 — z1|. Por consiguiente, desde un punto de vista
geométrico, [z2 — z1| debe interpretarse como la distancia de 21 a z2.

Sustituyendo z porz’=z + «, donde a =a + ib, las nuevas coordenadas son

X =x+ a, Yy =y+0b
y por lo tanto la transformaciénz’ = z4a representa una traslacién. Como

|22 — 21| = |(22 + @) — (21 + @)| = |22 — 2],

la traslacién conserva las distancias, como geométricamente era de esperar.

Si sustituimos z por 2’ = Z, las nuevas coordenadas son (x,—») , y luego esta
transformacién representa la simetria (o reflexion) respecto del eje x (Figura 2-6). La
simetria no modifica las distancias, pues
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2w — | =zl = e —al =k -zl

Figura 2-6

Si sustituimos z porz” = az,donde & es un nimero complejo cualquiera de médulo
1, entonces

22" — 21| = |aze — az1| = |a|jze — z1] = |22 — 1]

Por lo tanto, esta transformacién también conserva las distancias. Como se verd en la
préxima seccidn, representa un giro con centro en el origen.

Ejemplo 2.1. Si|a| < 1,demostrar que |z < les equivalente a

zZ—
1 — @z

Multiplicando esta desigualdad por |1 — @z| y elevando al cuadrado, vemos que la
desigualdad anterior es equivalente a

|z —al? < |1 — agf,
la cual, a su vez, es equivalente a
(z—0)(z — @) < (1 —az)(l — az).

Reduciendo todos los términos semejantes, encontramos que esta Gltima expresion se
simplifica obteniéndose

(1 = |af?)(1 = [2[*) 2 0,

que es valida si y solamente si|z| < 1.La demostracién muestra que la igualdad se verifica
si'y solamente si|z| = 1

Ejemplo 2.2. Una coleccién de puntos del plano z se denomina también conjunto pun-
tual o conjunto de puntos. Si € es un nimero positivo dado, describanse los conjuntos de
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puntos z tales que |z — 20| = € y|z — 20| < €.Como [z — zo|es la distancia desde z hasta
20, €l primer conjunto representa una circunferencia de centro 2o radio €, que se muestra
en la Figura 2-7. El segundo conjunto es el interior de este circulo representado por el
disco circular de la Figura 2-8.

Figura 2-7 Figura 2-8

En Analisis es frecuente que al describir un conjunto, se den solamente las desigual-
dades que lo definen, omitiéndose la frase ‘el conjunto de todos los z tales que . ..”.
Segun esto, se puede decir: la circunferencia|z| = 1,el disco|z| < 1,etc.

Ejemplo 2.3. SiB 5= 0demuéstrese que

@ Br—on 1 (el + 18D — |ar
" wal A

Por el teorema del binomio (Ejemplo 1.6),

— a1, (2.7)

(Ot + ‘B)n —_ ot = Clanflﬁ + ()20['”—2,82 i mae o Cn,Bn-
Como ¢; = nel primer miembro de (2.7) se reduce a |F (a,f)|siendo
F(a,ﬁ) = 6201"_2,8 I 6n,3n—1_

Los coeficientes binomiales son positivos y por lo tanto en virtud de (2.4) y después de
(2.1) se tiene

[F(a,B)] < F (|| B)-
Esta es la desigualdad (2.7).

Ejemplo 2.4. Hallar \/E.Poniendoa:a + b, z=x + 1,y 22 = alas ecuaciones
|12 = |¢| ¥ Rez%2 = Re a dan, respectivamente,
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x2 4+ 2 = |af, 2 —y2 =a.

Por tanto, x2 = Ya(|a| + a) € »2 = %(|a| — a). Sl se eligen los signos de x e y de forma
que 2xy = b, se comprueba facilmente quez2 = «.En la proxima seccién se resuelve esta
ecuacién por otro método que es también aplicable a la ecuacién 2" = a.Obsérvese que si
a5~ 0 hay dos raices cuadradas de a.

Problemas

1. Siz=x+» y los denominadores no se anulan, calcular

11.

12.

(3 +4)@2 + 9)
(I +20)(3 -4l

‘z+1 (z+i
lz —1 1 —azl’

|z — 1]3, 2%,

. (a) Hallar Vi, V—1i, \/1 + 4, \/2i + 3, y comprobar elevando al cuadrado. (b) Demos-

trar que una ecuacién cuadritica z2+az +b=0 puede ponerse en la formaw?—a =0
haciendo z = w + A eligiendo # convenientemente.

. Describir el conjunto de puntos z tal que

() Rez=0,Rez>0,[d=1,|d>LImz=1Imz <1, 1 <] <2
b) lz—=1]=2, |—1]<001, |zt — 1] = |z + 1|, [Re z| + [Im 2| = 1.

. Describir las siguientes transformaciones del plano:

d=z+1, Z=z+1+42, =2 <=2+ I=z+1L

. Sabiendo que 13 = 22 + 32 y que 74 = 52 + 72, expresar (13)(74) = 962 como suma

de dos cuadrados. (Se hace a = 2 + 3z, B = 5 + 7:y se tiene en cuenta que |«|?|B]2 =

|aBI%.)

. Sic esreal y a0, demostrar que az + @z + ¢ = Oes la ecuacidén de una linea recta

en el plano (x, y) y hallar su pendiente.

. Si a2 > ¢, ;qué figura representa la ecuacién zz + az + @Z + ¢= 07
. Si & # 0, demostrar que o puede escribirse de modo unico en la forma a = Av donde

h >0y |v| = 1. (Al igualar los valores absolutos se obtiene # = |«|.)

. Los vectores a y 8 son paralelos si a« = {8 o si 8 = ta donde ¢ es un niimero real.

10.

Deducir que la condicién de paralelismo es Ima = 0.

(a) Demostrar que el si y solo si Re a8 = 0. (Dos vectores a y 8 son perpendiculares
si y solo si verifican el teorema de Pitdgoras, |a — 312 = |a|2 + |B]2) (b) Demostrar
queia L ay || = |a|, asi pues, la multiplicacién por [ equ1vale a & un giro de 90°.

(a) En relacmn con el Problema 10, explicar por qué 7’ = iz representa un giro en el
plano de 90°. Tlustrar este resultado representando graficamente zy 7z para z =1, i,
1+ 2(b) Al mult1pl1car otra vez por i se obtiene z” = i(iz) = —z. (Representaz’=—
un giro de 180° en el plano?

Aplicando (2.2) a By a—f3, demostrar la identidad del paralelogramo

o + B + |a — B2 = 2{]a? + |B).

Dibujando a y 8 como vectores con el mismo origen, dar la interpretacion geométrica
de esta identidad.



