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Vorwort

Das Lehr- und Ubungsbuch Verfahrenstechnik fiir In-
genieure bietet eine kompakte, verstandliche und an
den Bediirfnissen der Praxis ausgerichtete Gesamt-
darstellung iiber den vielfaltigen und weit verzweig-
ten Bereich der Verfahrenstechnik. Es gibt eine ers-
te Einfihrung in die notwendigen Grundlagen wie
Thermodynamik, Kinetik, Katalyse, Stromungstech-
nik sowie Statistik und behandelt natiirlich die
Grundverfahren der Mechanischen und Thermi-
schen Verfahrenstechnik sowie die Chemische Re-
aktionstechnik. Neben den zahlreichen Ubungsauf-
gaben und Exkursen wird auch dem Fachfremden
ein Einstieg in diese wichtige Ingenieurdisziplin er-
moglicht.

Die Abgrenzung der vier Teilbereiche erfolgt
nach traditionellem Verstandnis. Danach basieren
die Grundoperationen der Mechanischen Verfahrens-
technik im Wesentlichen auf den Grundgesetzen der
Mechanik. Hinzu kommen die in der Thermischen
Verfahrenstechnik zusammengefassten GesetzmaBig-
keiten des Stoff- und Warmetransports. Das kom-
plexe Gebiet der Chemischen Reaktionstechnik be-
schaftigt sich mit chemischen Umsetzungen, fiir
deren quantitative Beschreibung sowohl die Ther-
modynamik als auch die Kinetik benotigt wird. Bei
der Anwendung der dargelegten Theorien und Be-
rechnungsmethoden stoSen Studenten und Absol-
venten haufig auf Probleme, die den Einstieg in
Lehrveranstaltungen, Seminare oder Praktika er-
schweren.

Die Zielsetzung des vorliegenden Lehr- und
Ubungsbuches besteht darin, den Studenten der
Fach- und Vertiefungsrichtungen Verfahrenstechnik,
Biotechnologie, Lebensmitteltechnologie, Pharma-
und Kosmetikindustrie, Kunststoffindustrie, Metall-
verarbeitung, Bergbau und Hiittenwesen sowie einer
Reihe von Industrie- und Umweltbereichen das no-
tige Grundwissen einerseits, aber auch eine Auf-
gabensammlung von Berechnungsbeispielen und
Stoffdaten andererseits, zur schnellen und erfolgrei-
chen Einarbeitung an die Hand zu geben.

Ausfiihrliche Ubungsbeispiele mit Losungen so-
wie Stoffdaten, Glossar und Formeln sind auf
plus.hanser-fachbuch.de abrufbar. Weitere Informa-
tionen fiir den Download der Daten finden Sie auf
S. 399.

Besonders bedanken mochten wir uns bei Frau
Antje Kim Fraedrich fiir die Konzeption und Erstel-
lung der Aufgabensammlung. Herrn Klaus Vogel-
sang und Frau Janine Mater mochten wir fiir das
Korrekturlesen danken.

Wie immer sind allein wir fiir die in diesem Buch
enthaltenen Fehler verantwortlich.

Volker Leven und
Karl Schwister

Disseldorf, im Juli 2020


http://plus.hanser-fachbuch.de
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VTG

Verfahrenstechnische Grundlagen

Physikalische GroBen und Einheitensysteme
Statistische Grundlagen

Aggregatzustinde und Phasen
Stromungstechnische Grundbegriffe
Produktionstechnische Grundbegriffe

G = W N =

In diesem Teil des Buches werden neben grund-
legenden naturwissenschaftlichen GesetzmaBigkei-
ten die verfahrenstechnischen Grundlagen bespro-
chen. Es geht um Definitionen von Begriffen, um das
VergroBern von Laborverfahren in den Produktions-
maBstab (Scale-up) und um chemische Stoffum-
wandlungsprozesse in verschiedenen Reaktionsap-
paraten. Daneben werden Transportvorgiange von
Fluiden, Warme und Stoffen in ihren physikalischen
Grundprinzipien dargestellt. Bei diesen drei Er-
scheinungsformen handelt es sich um Ausgleichs-
vorgange auf submikroskopischer Ebene, bei denen
Volumenelemente sich gegeneinander verschieben
oder aneinander reiben konnen. Der Widerstand

einer Stromung, einer Warmeiibertragung oder des
Stofftransports ist in allen Fallen mit der inneren
und duBeren Reibung zu begriinden. Bei der Uber-
tragung der Warme werden Teilchen mit hoher
thermischer Bewegung Energie an benachbarte Teil-
chen abgeben. Stromungsimpulse entstehen, wenn
schnelle auf langsame Teilchen treffen. Der Stoff-
transport entsteht, wenn Teilchen aufgrund ihrer
kinetischen Bewegungsenergie in andere Bereiche
vordringen. Alle Vorgéange, die auf eine submikros-
kopische Bewegung von Teilchen zuriickzufiihren
sind, lassen sich mit mathematischen Gleichungen
beschreiben.



1.1 GroBen und GroBenarten

Ein wesentliches Ziel der naturwissenschaftlichen
und technischen Forschung ist die Beschreibung
der in der Natur ablaufenden Vorgdnge bzw. der
technischen Prozesse durch mathematische Glei-
chungen. Diese werden entweder durch Experimen-
te oder durch theoretische Uberlegungen erhalten.
Diese Gleichungen stellen einen funktionalen Zu-
sammenhang zwischen den fiir den betrachteten
Prozess maBgeblichen erfassbaren Eigenschaften
oder Erscheinungen des Systems her, die auch allge-
mein Einflussgrofen genannt werden. Solche Gro-
Ben sind z.B. Lange, Masse, Zeit, Stromstarke, Kon-
zentration, Arbeit oder Energie. Jede dieser GroBien G
lasst sich aufspalten in ein Produkt aus dem Zah-
lenwert {G} und der dazugehorigen Einheit [G]:
G={G}- [G] (1-1)
Die Einheit ist eine willkiirlich wahlbare, aber ver-
einbarte GroBe der gleichen Art wie die betrachtete
GroBe. Die physikalische GroBe der Zeit t = 60 s be-
steht beispielsweise aus dem Zahlenwert {t} = 60
und der Einheit [f] = s. Statt der Einheit , Sekunde*
kann auch eine andere Zeiteinheit verwendet wer-
den, z.B. ,Minute“ oder ,,Stunde®.

Eine Gleichung zwischen verschiedenen Ein-
flussgroBen (GroBengleichung) beinhaltet immer
die Arten (Einheiten) dieser GroBSe und deren Zah-
lenwerte. GroBengleichungen sind daher im Unter-
schied zu den reinen Zahlenwertgleichungen (z.B.:
4 - 2 = 8) auch Einheitengleichungen. Eine GroBen-
gleichung ist demzufolge auch nur dann erfiillt,
wenn Zahlenwert und Einheit auf beiden Seiten
uibereinstimmen.

Physikalische GroBen und
Einheitensysteme

Gleichartige GroSen werden unter dem Begriff
GroBenarten zusammengefasst. So stellen die Gro-
Ben Arbeit und Wirme etwas grundsatzlich anderes
dar, gehoren jedoch beide der gemeinsamen Gro-
Benart Energie an. Der iiberwiegende Teil der physi-
kalischen und chemischen GroBSenarten ist durch
Naturgesetze miteinander verkniipft. Einige miissen
jedoch unabhingig voneinander festgelegt werden.
Sie werden als GrundgroBenarten oder Basisgro-
Ben bezeichnet. Aus diesen Basisgroen werden die
abgeleiteten GroBen definiert.

Bisher existierte eine Vielzahl von Einheitensys-
temen, z.B. das physikalische und das technische
Einheitensystem u.v.a.; daneben kommen noch die
britischen und US-Einheitensysteme. Die Gremien
der Meterkonvention haben das sog. Internationa-
le Einheitensystem (Systeme International d’Uni-
tés = SI) empfohlen. Durch das ,,Gesetz iiber Einhei-
ten im MeBwesen“ vom 2.]Juli 1969 wurde das
Internationale Einheitensystem fiir die Bundesrepu-
blik Deutschland gesetzlich vorgeschrieben Die Ba-
sisgrofen, Basiseinheiten und Einheitenzeichen
sind in Tabelle 1.1 gezeigt.

Tabelle 1.1 SI-BasisgroRen und Basiseinheiten

BasisgrofRe Basiseinheit Einheiten-
Name zeichen

Lange Meter m
Masse Kilogramm kg
Zeit Sekunde s
Stromstérke Ampere

Temperatur Kelvin K
Stoffmenge Mol mol
Lichtstarke Candela cd



1.1 GroBen und GroBenarten 15

Die Basiseinheiten des Internationalen Einhei-
tensystems sind gegenwartig wie folgt definiert:

1 Meter ist gleich der Lange der Strecke, die Licht
im Vakuum wihrend der Dauer von 1/299792458
Sekunden durchlauft.

1 Kilogramm ist die Masse des Internationalen
Kilogrammprototyps in Paris, einem Zylinder aus
einer Pt-Ir-Legierung von 39 mm Hohe und glei-
chem Durchmesser.

1 Sekunde ist die Zeitdauer von 9192631770
Schwingungsperioden der Strahlung des 133-Cé-
siumisotops.

1 Ampere ist die Stirke eines zeitlich unveran-
derlichen Stromes, der durch zwei im Vakuum par-
allel im Abstand von 1 m voneinander angeordnete,
geradlinige, unendlich lange Leiter von vernachlas-
sigbar kleinem Querschnitt flieBend zwischen die-
sen Leitern elektrodynamisch eine langenbezogene
Kraft von 2 - 107 Newton je 1 m Leiterldnge hervor-
rufen wiirde.

1 Kelvin ist der 273,16te Teil der thermodyna-
mischen Temperatur des Tripelpunktes von Wasser
genau definierter Isotopenzusammensetzung.

1 Candela ist die Lichtstdrke einer monochro-
matischen Strahlungsquelle mit einer Frequenz von
exakt 540 - 10'?2 Hz, deren Strahlstarke in die her-
ausgegriffene Richtung 1/683 W/sr betragt.

1 Mol ist die Stoffmenge eines Systems, das so
viele Teilchen enthdlt, wie Atome in 0,012 kg des
Kohlenstoffisotops '?C enthalten sind. (Diese Zahl

Tabelle 1.2 Préfixe fir dezimale Vielfache und Teile von Ein-
heiten (DIN 1301, Auszug)

Exa E 10"®-Faches der Einheit
Peta P 10"-Faches der Einheit
Tera T 10"*-Faches der Einheit
Giga G 10°-Faches der Einheit
Mega M 10°-Faches der Einheit
Kilo k 10°-Faches der Einheit
Hekto h 10°-Faches der Einheit
Deka da 10'-Faches der Einheit
Dezi d 107" -Faches der Einheit
Zenti c 107 -Faches der Einheit
Milli m 10~ -Faches der Einheit
Mikro y 10°° -Faches der Einheit
Nano n 107 -Faches der Einheit
Piko p 10"*-Faches der Einheit
Femto f 107"°-Faches der Einheit
Atto a 107"*-Faches der Einheit

N,=6,022141 - 10?®* Atome/Mol heiBt AvOGADRO-
Konstante.)

Dezimale Vielfache und Teile von Einheiten wer-
den durch Voransetzen von Prafixen ausgedriickt
(vgl. Tabelle 1.2).

Die Vielzahl moglicher GroBen lasst sich auf die
sieben BasisgroBen zuriickfiihren. Eine Basisgrofe
kann nicht weiter auf andere GroBen reduziert wer-
den. Daher gibt es fiir eine Basisgroe keine Defini-
tion, sondern nur eine Messvorschrift, mit der ihre
Einheit festgelegt wird.

Exkurs 1.1
einheit Meter

VVom Urmeter bis zur Neudefinition der Langen-

Die Lédngeneinheit Meter ist seit Ende des 18. Jahrhunderts
in Gebrauch. Der Ursprung ist ein Beschluss der
franzésischen Nationalversammlung, ein einheitliches
Léangenmal} zu schaffen. Das Konigreich Bayern trat 1870,
noch vor der Reichsgriindung, der Internationalen
Meterkonvention bei und erhielt als einer der damals 27
beteiligten Staaten eine offizielle Kopie des Prototyps von
1889 aus einer Platin-Iridium-Legierung. Wahrend des 3.
Reiches musste Bayern ein Exemplar an die Physikalisch-
Technische Reichsanstalt Berlin abgeben.

Der Meterprototyp wurde erst 1960 abgeldst, als die
Generalkonferenz fir MaR und Gewicht das Meter als das
1 650 763,73-Fache der Wellenldnge der von Atomen des
Nuklids Krypton-86 im Vakuum ausgesandten Strahlung
definierte. Damit wurde eine etwas hohere Genauigkeit
definiert.

Da die friheren Definitionen des Urmeters auf der Basis des
internationalen Prototyps bzw. einer bestimmten Wellenlange
im Vergleich zur mit Atomuhren gemessenen Sl-Basiseinheit
Sekunde relativ ungenau waren, entschloss man sich, das
Meter neu zu definieren. Seit 1983 ist die Sl-Basiseinheit
Meter wie folgt festgelegt:

1 Meter ist die Strecke, die das Licht im Vakuum in einer Zeit
von 1/299 792 458 Sekunden durchlauft.

Alle anderen GroBen sind abgeleitete Gréoen und
konnen entsprechend ihrer Definition als solche
dargestellt werden. Als Beispiel einer abgeleiteten
GroBe soll die Kraft betrachtet werden. Fiir sie gilt
das physikalische Gesetz:

Kraft = Masse - Beschleunigung
F =m “a

Mit der Masse m = 1 kg als BasisgroBe und der Be-
schleunigung a = 1 m/s? als bereits abgeleitete Gro-
Benart ergibt sich:
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F=m-a=1kg - 1m/s’=1kg-m/s?=1N

Die abgeleitete Einheit kg - m - s hat die neue Be-
zeichnung Newton erhalten. 1 N ist daher die
Kraft F, die der Masse m = 1 kg die Beschleunigung
a =1 m/s? erteilt.

Tabelle 1.3 Einige abgeleitete GroBenarten und Einheiten des
Internationalen Einheitensystems

GroRenart physikal. Einheiten-
Gleichung gleichung

Kraft N (Newton) F=m-a N=kg-m/s
Druck Pa (Pascal) p=F/A Pa=kg/(m-s’)
Energie J (Joule) W=F-s J=kg-m’/s’
Leistung W (Watt) P=W/t W =kg - m?/ s’
Frequenz Hz (Herz) f=1/t Hz =1/s

Viele der haufig verwendeten Einheiten sind keine
SI-Einheiten. Sie sind jedoch Vielfache von SI-Ein-
heiten, wie z.B. die Einheit Liter (11= 1072 m?). In
der folgenden Tabelle 1.4 sind einige gebrauchliche
Umrechnungsfaktoren fiir iibliche Einheiten zusam-
mengestellt.

Tabelle 1.4 Umrechnungsfaktoren haufig verwendeter
Einheiten

BasisgroRe Basiseinheit Einheiten-
Name zeichen

Zeit (1) Minute (min) 1min=60s

Stunde (h) 1h=3600s

Tag (d) 1d=86400s

Jahr (a) 1a=231536000s
Lange (/) Angstrém (A) 1A=10"m
Volumen (V) Liter (1) 11=10"m’
Druck (p) Bar (bar) 1 bar = 100 000 Pa
Energie (E) Elektronvolt (V) 1eV=1,602-10"J

1.2 GroBen- und Zahlen-
wertgleichungen

GroBengleichungen sind im Unterschied zu den fri-
her hdufig verwendeten Zahlenwertgleichungen un-
abhidngig von den verwendeten Einheiten und ent-
halten daher auch keine Umrechnungsfaktoren. Es

ist daher zweckmiBig, Definitionen und Gesetze
stets als GroBengleichungen anzugeben.

GroBengleichungen sind Gleichungen zwischen
physikalischen GroBen. Sie enthalten nur die Sym-
bole der physikalischen GroBen und Zahlenwerte,
die aus mathematischen Operationen entstanden
sind. Andere Zahlenwerte oder Zeichen, die aus der
Umrechnung unterschiedlicher Einheiten stammen,
enthalten sie nicht.

In GroBengleichungen ist die physikalische Gro-
Be vollstandig angegeben, also als Produkt aus Zah-
lenwert und Einheit. Folgendes Beispiel soll diesen
Sachverhalt verdeutlichen:

Kraft = Masse - Beschleunigung
F =m g

Bei einer Masse von m = 90 kg sind der Zahlenwert
{m} = 90 und die Einheit [m] = kg in die GroBenglei-
chung einzusetzen. Mit der Fallbeschleunigung von
g =9,81 m/s? ist ebenso zu verfahren. Im Internatio-
nalen Einheitensystem ergibt sich:

F=m-g=90kg-9,81m/s*=882,9kg-m/s’

Mit 1 kg - m/s? =1 N ist die Kraft F = 882,9 N.
Im Technischen Einheitensystem ware
F 90 kp

L YRV
g 9,81m/s m

kp- s’

Wird die Kraft F=882,9 N in die Krafteinheit des
Technischen Einheitensystems umgerechnet, so er-
gibt sich mit 1 kp = 9,81 N:

F=882,9N=28829N"-(1/9,81) - kp/N = 90 kp

Mathematische Beziehungen zwischen reinen Zah-
len werden Zahlenwertgleichungen genannt. Sie
werden nur in Sonderfillen verwendet, z.B. bei der
Umrechnung verschiedener Temperatureinheiten.
Die gebrauchlichste Einheit ist Grad Celsius. In den
USA ist auch die Einheit degree Fahrenheit in Ge-
brauch. Die meistverwendete Einheit fiir wissen-
schaftliche Zwecke ist das Kelvin.

Die Zahlenwerte der unterschiedlichen Einhei-
ten sind durch Zahlenwertgleichungen verkniipft.
Die Umrechnung einer Temperaturangabe von Fah-
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renheit in Celsius ist in dem folgenden Beispiel ge-
zeigt:

{9¢} = 10,5556 - ({9} - 32) (1-2)
Nach Gleichung (1-2) lasst sich der Zahlenwert
der Celsius-Temperatur errechnen. Fiir die Tempe-
ratur nach der Fahrenheit-Skala ist der reine Zah-

lenwert einzusetzen. Fir 140 °F ergibt sich bei-
spielsweise:

19} = 0,5556 - (140 - 32) = 60

Weitere Temperaturumrechnungsformeln sind in
Tabelle 1.5 zusammengestellt.

Tabelle 1.5 Temperaturumrechnungsformeln haufig verwen-
dete Einheiten wie Grad Celsius (°C), Grad Fahrenheit (°F),
Kelvin (K), Grad Rankine (°Ra) und Grad Réaumur (°Re)

Umrechnungsformeln

{90} = 0,5556 - ({9} - 32)
{9¢ = (1,80 - {Sc}) + 32
{90} ={T}-273,15
{T}={9} + 273,15

Grad Celsius <> Grad Farenheit

Grad Celsius <> Kelvin

{9.}=0,5556 - ({9:.} —491,67)
{8r:t = (1,80 - {Sc}) + 491,67
{8ct =125 - {8}

{9ret = 0,80 - {Sc}

Grad Celsius <> Grad Rankine

Grad Celsius «» Grad Réaumur

Neben diesen wichtigsten Temperaturskalen gibt es
noch eine Reihe veralteter Skalen, wie die nach
DELISLE, NEWTON oder RGMER.

1.3 ZustandsgroBen und
ProzessgroBen

Eine ZustandsgroBe (Zustandsvariable) ist eine
physikalische GroBe oder ein Parameter in einer
Zustandsgleichung, die nur vom aktuellen Zustand
eines betrachteten Systems abhangt. Der Weg, auf
dem dieser Zustand erreicht wurde, ist daher nicht
von Interesse. Eine ZustandsgroBe beschreibt nur
eine Eigenschaft des Systems in diesem Zustand.

Temperatur, Druck, Masse, Dichte, Energie und En-
tropie sind Beispiele von ZustandsgroBen.

In der Thermodynamik wird ein System eindeu-
tig beschrieben, beispielsweise durch Angabe der
ZustandsgroBen Druck p, Temperatur 7, Volumen V,
Stoffmenge n bzw. Masse m, Enthalpie H und Entro-
pie S. Diese ZustandsgroBen bleiben konstant, wenn
sich das System im thermodynamischen Gleichge-
wicht befindet.

Physikalische GroBen, die den Zustand eines
thermodynamischen Systems beschreiben, werden
thermodynamische ZustandsgroBen genannt. Es wird
unterschieden:

Thermische ZustandsgroBen: Temperatur 7,
Volumen V und Druck p.

Kalorische ZustandsgroBen: Innere Energie U,
Enthalpie H, Entropie S und weitere.

Spezifische ZustandsgroBen: Physikalische
GroBen, die in der Regel auf die Masse eines Stoffes
oder Korpers oder auf Raumdimensionen eines Sys-
tems (Volumen, Flacheninhalt, Linge) bezogen sind.
Nach DIN-Norm ist der Begriff spezifisch jedoch nur
fiir den Massenbezug reserviert. Spezifische Groen
werden mit Kleinbuchstaben bezeichnet (Ausnah-
men: Masse m und Stoffmenge n). Beispiel: Spezifi-
sches Volumen v = V/m.

Molare ZustandsgroBfen: Auf die Stoffmenge n
(Substanzmenge, Molmenge) bezogene Zustands-
groBen, auch stoffmengenbezogene ZustandsgroBen
genannt. Sie werden durch den Index m gekenn-
zeichnet. Beispiel: Molares Volumen V,, = V/n.

Extensive ZustandsgroBen: Physikalische Gro-
Ben, die zur Teilchenzahl proportional sind. Der
Wert einer solchen ZustandsgréBe dndert sich mit
der GroBe des betrachteten Systems. Beispiele sind
Masse m, Stoffmenge n, Volumen V, Enthalpie H und
Entropie S. Das Pendant der extensiven GroBe ist die
intensive GroBe.

Intensive ZustandsgroBen: Physikalische Gro-
Ben, die sich bei unterschiedlicher Grofe des be-
trachteten Systems nicht dndern. Es werden sys-
temeigene intensive GroBen wie beispielsweise
Temperatur T und Druck p und stoffeigene inten-
sive GroBen wie alle spezifischen und molaren Gro-
Ben unterschieden.

Es ist natiirlich auch moglich, extensive in inten-
sive Grofen umzuwandeln, indem diese auf eine




18 1 Physikalische GréBen und Einheitensysteme

Exkurs 1.2 Beispiele von wegunabhéngigen ZustandsgréBen

Das Volumen einer definierten Gasmenge Luft wird durch
Anderung des Druckes und der Temperatur von einem
bestimmten Anfangswert V, zu einem bestimmten Endwert
V. gebracht. Experimentell Iasst sich feststellen, dass die
Reihenfolge, in der die Druck- und Temperaturanderung vor-
genommen wurde, keinen Einfluss auf die Volumenande-
rung AV hat. Die Anderung des Volumens ist immer gleich
groR und unabhéngig vom Weg.

Ein Bergsteiger hat auf einem Berggipfel eine bestimme,
von der H6he des Berges abhangige potenzielle Energie. Es
ist gleichgliltig, auf welchen Weg der Bergsteiger den Gipfel
erreicht hat. Die Arbeit hingegen, die der Bergsteiger aufzu-
wenden hat, um auf den Gipfel zu gelangen (Energie), hangt
nattrlich vom zuriickgelegten Weg ab.

bestimmte Masse (spezifische Groe) oder auf eine
bestimmte Stoffmenge (molare GroBe) bezogen wer-
den. Das Volumen ist daher eine extensive Grofe,
wéahrend das molare Volumen im Unterschied hier-
zu eine intensive GroBe darstellt.

Im Unterschied zu ZustandsgroBen beschreiben
ProzessgroBen einen Prozessschritt zwischen zwei
Zustanden. Sie stellen keine Eigenschaften des Sys-
tems dar, sondern beschreiben einen Austauschpro-
zess zwischen zwei Systemen oder zwischen einem
System mit seiner Umgebung. Prozessgrofen sind
wegabhingig, also abhéngig davon, wie der Prozess
gefiihrt wird.

1.4 Zustandsfunktionen

Zustandsgleichungen stellen einen funktionalen Zu-
sammenhang zwischen thermodynamischen Zu-
standsgroBen her, mit deren Hilfe sich der Zustand
eines thermodynamischen Systems beschreiben lasst.
Eine der ZustandsgroBen wird als Zustandsfunk-
tion gewdhlt und die anderen von ihr abhingigen
ZustandsgroBen als Zustandsvariablen. Mit Zu-
standsgleichungen lassen sich Eigenschaften von
Gasen, Flissigkeiten, Fluidgemischen und Feststof-
fen beschreiben.

Die bekanntesten Zustandsgleichungen dienen
der Beschreibung von Gasen und Fliissigkeiten. Die
wichtigste und zugleich auch einfachste Zustands-
gleichung dieser Art ist die allgemeine Gasglei-
chung.

p-V=n-R-T (1-3)

p Druck, V Volumen, n Stoffmenge, T Temperatur, R allgemeine
Gaskonstante

Es konnte experimentell gezeigt werden, dass diese
Gleichung (1-3) auf viele Gase ndherungsweise bei
geringen Driicken und hohen Temperaturen an-
wendbar ist. Bei kleinen spezifischen Volumina und
hohen Driicken treten zu groe Abweichungen von
der durch die thermische Zustandsgleichung des
idealen Gases gegebene GesetzmaBigkeit auf. Diese
konnen dann nicht mehr vernachlassigt werden.

Eine Moglichkeit zur Beriicksichtigung der Ab-
weichungen besteht darin, die thermische Zustands-
gleichung des idealen Gases durch einen Realgas-
faktor Z zu korrigieren:

p-V=Z-n-R-T (1-4)

p Druck, V Volumen, Z Realgasfaktor, n Stoffmenge, T Tempera-
tur, R allgemeine Gaskonstante

Fiir ideale Gase ist Z =1, fiir reale Gase werden Vi-
rialkoeffizienten (Kréfte zwischen den Molekiilen)
angehingt, die experimentell, in manchen Fillen
auch rechnerisch, zu ermitteln sind:

g bV B,
n-R-T Vv

m

Der Realgasfaktor ist vom physikalischen Zustand
abhéngig. B(T), C(T), D(T) usw. sind die Virialkoeffi-
zienten. In Bild 1.1 ist die Abhdngigkeit des Realgas-
faktors Z fiir trockene Luft vom Druck p und der
Temperatur T gezeigt.

Der holldndische Physiker VAN DER WAALS ent-
wickelte eine historisch interessante Gleichung,
welche die Kréafte zwischen den Molekiilen als Ursa-
che fiir die Abweichung berticksichtigte. Die Zu-
standsgleichung enthalt auBer den bekannten Gro-
Ben zwei Parameter a und b, die man experimentell
fir ein gegebenes Gas bestimmen muss. Parameter
a ist ein MaSB fiir die Starke des anziehenden Teils
des intermolekularen Potenzials, und b ist ein
MaB fiir das Mindestvolumen, das die Molekiile in
Anspruch nehmen konnen.

Zustandsgleichungen realer Gase werden am
besten als empirische Gleichungen angesehen, de-



1.5 Gehalts- und Konzentrationsangaben 19

|
300 °C

1,10 200 °C

o
7/

7
// o
L]

-
o
[e=]

1,06 |—— 60°C

Realgasfaktor Z ———p
IS

50 °C

0°C

o
=7
=4

y
7
7,
4

Trockene Luft
0,98

0,96

0 40 80 120 160 200 240 280 320

Druck p in bar —p

Bild 1.1 Realgasfaktor Z fiir trockene Luft

ren Funktionsform gewéahlt wurde, um experimen-
tell gefundene p-V-T-Daten wiederzugeben.
p= n-R-T n’-a

V-nb V*

(1-6)

p Druck, n Stoffmenge, R allgemeine Gaskonstante, T Tempera-
tur, V Volumen, a Stoffkonstante, b Stoffkonstante

Die VAN-DER-WAALs-Zustandsgleichung basiert zwar
auf nicht sehr genauen Korrekturkonstanten, ist
aber die am haufigsten verwendete Gleichung. Eine
weitere nitzliche Zustandsgleichung ist die RED-
LICH-KWONG-Zustandsgleichung:

p_n'R'T_n2~a' 1
V-nb T V-(V+n-b)

(1-7)

p Druck, n Stoffmenge, R allgemeine Gaskonstante, T Tempera-
tur, V Volumen, a Stoffkonstante, b Stoffkonstante

Obwohl in beiden Gleichungen dieselben Symbole
fir die Korrekturkonstanten a und b verwendet wer-
den, haben sie fiir ein gegebenes Gas unterschiedli-
che Werte.

1.5 Gehalts- und Konzentra-
tionsangaben

Eine Mischphase ist eine Phase, die aus mehreren
Stoffen, den Komponenten, besteht. Sie kann gasfor-
mig, fliissig oder fest sein. Gasformige Mischphasen
werden auch Gasgemische genannt, fliissige Mi-
schungen auch Losungen und feste Mischphasen
auch Mischkristalle oder feste Losungen. Gemenge
sind im Unterschied zu Gemischen keine Mischpha-
sen, sondern heterogene Mehrphasensysteme.

Ein ideales Gemisch liegt vor, wenn sich bei iso-
thermer (7 = konst.) und isobarer (p = konst.) Reak-
tionsfiihrung bei der Gemischbildung das Volumen,
die innere Energie, die Enthalpie und die Warme-
kapazitat als Summe der jeweiligen Einzelstoffe er-
geben. Viele Fluide (Gase und Fliissigkeiten) lassen
sich so betrachten. Bei realen Gemischen stellen
sich dagegen Mischungseffekte ein, d.h., das Volu-
men der Mischung ist nicht unbedingt gleich der
Summe der Volumina der beiden Reinstoffe vor der
Mischung. Mischt man beispielsweise 1,0 Liter Was-
ser mit 1,0 Liter Ethanol, so ist das Volumen des Ge-
misches mit ca. 1,9 Liter kleiner als die Summe der
Einzelvolumina (negatives Exzessvolumen, Volu-
menkontraktion). Auch der umgekehrte Effekt ist
bekannt und wird als positives Exzessvolumen
(Volumendilatation) bezeichnet.

Hat ein Gemisch an allen Stellen die gleichen Ei-
genschaften, so wird es homogen genannt, es bildet
eine Phase. Ist die Mischbarkeit jedoch begrenzt, so
bilden sich mehrere Phasen wie z.B. Ol/Wasser-
oder Wasser/Luft-Systeme (heterogene Gemische).
Bei Fliissigkeiten ist von einer Losung die Rede,
wenn druck- und temperaturabhingig in Wasser
nur wenig Ol oder in Ol nur wenig Wasser 16slich ist.

Zur Beschreibung einer homogenen Mischphase
lasst sich fiir jeden einzelnen Stoff i eine der folgen-
den GroBen verwenden: die Masse m,, das Volumen
V; oder die Stoffmenge n,. V; ist das Volumen, das der
Stoff i allein bei gegebener Temperatur und Druck
und vorliegendem Aggregatzustand einnehmen
wiirde.

Im Internationalen Einheitensystem ist die Stoff-
menge eine BasisgroBe, deren Basiseinheit das Mol
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ist (vgl. Abschn. 1.1). Die Stoffmenge von 1 mol
eines Stoffes besteht aus ebenso vielen Einzelteil-
chen (Atome, Molekiile oder Ionen), wie Atome in
12 -10° kg des Kohlenstoffnuklids '>C enthalten
sind. Bei der Verwendung der Basisgroe Stoffmen-
ge missen daher die einzelnen Teilchen des Sys-
tems genau spezifiziert sein. Es darf nicht heiBen
1 mol Sauerstoff, sondern es muss zum Ausdruck
gebracht werden, ob es sich um Sauerstoffatome (O),
Sauerstoffmolekiile (0,) oder Ozon (O;) handelt. Es
muss daher geschrieben werden: 1 mol 0216 g,
1mol 0,232 gbzw. 1 mol O;£ 48 g.

Eine Mischphase wird durch die Materiemenge
(Masse, Stoffmenge oder Molvolumen) jeder Kom-
ponente beschrieben. Von Interesse ist im Allgemei-
nen nur der intensive, d.h. von der GroBe des Sys-
tems unabhangige Zustand. Bei den Einzelmengen
wird auf eine extensive ZustandsgroBfe bezogen,
d.h. eine zur Materiemenge proportionalen GroSe,
wie Masse, Stoffmenge oder Molvolumen (vgl. Ab-
schn. 1.3). Die Einzelmengen bestimmen die Zusam-
mensetzung der Mischphase. Zuséatzlich werden
zwei voneinander unabhédngige intensive Zustand-
groBen benotigt, z. B. Druck und Temperatur.

Um die Menge des gelosten Stoffes im Losungs-
mittel zu charakterisieren, gibt es verschiedene
Moglichkeiten:
= Angabe des Massenanteils w
= Angabe des Stoffmengenanteils x
= Angabe des Volumenanteils ¢
= Angabe der Massenkonzentration 3
= Angabe der Stoffmengenkonzentration ¢
= Angabe der Volumenkonzentration o

Soll die AnteilsgroBe angegeben werden, so werden
stets Quotienten gleicher GroBen wie Masse, Volu-
men oder Stoffmenge verwendet. Bei der Angabe ei-
ner Konzentration wird die Menge des gelosten Stof-
fes als Masse, Volumen oder Stoffmenge auf das
Volumen der Fliissigkeit bezogen. Konzentrationsan-
gaben gelten immer nur fiir eine gegebene Tempera-
tur.

1.5.1 Massenanteil

Der Massenanteil (Formelzeichen w) einer Kompo-
nente an einem Stoffgemisch ist die anteilige Masse
dieser Komponente an der Gesamtmasse des Stoff-
gemisches. Berechnet wird der Massenanteil der
Komponente i als Quotient aus der Masse der Kom-
ponente m; und der Summe aller Massen des Stoff-
gemisches aus k Komponenten.

M (1-8)

k
Zm;

Jj=1

w. =

L

Der Massenanteil einer Komponente des Gemisches
liegt zwischen 0 und 1:

0<w<1 (1-9)

Die Massenanteile aller k Bestandteile eines Stoff-
gemisches addieren sich zu 1.

k
Y w, =1
i=1

(1-10)

Multipliziert man den Massenanteil mit 100 %, so
kann man ihn auch als prozentuale Groe angeben,
also Gewichtsprozent (Gew.-%) bzw. Massenprozent.
Dies sollte nach DIN 1310 jedoch vermieden werden.

1.5.2 Stoffmengenanteil

Der Stoffmengenanteil (Formelzeichen x) einer
Komponente an einem Stoffgemisch ist die relative
Anzahl der Teilchen (Atome, Molekiile, Ionen) die-
ser Komponente an der Gesamtteilchenzahl des
Stoffgemisches. Im Unterschied dazu beschreibt das
Stoffmengenverhiltnis die relative Anzahl an Teil-
chen der Komponenten zueinander.

Berechnet wird der Stoffmengenanteil der Kom-
ponente i als Quotient aus der Stoffmenge der Kom-
ponente n; und der Summe aller Stoffmengen des
Stoffgemisches aus kK Komponenten.

i (1-11)
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Der Stoffmengenanteil einer Komponente des Gemi-
sches liegt zwischen 0 und 1:

0<x<1 (1-12)

Die Stoffmengenanteile aller k Bestandteile eines
Stoffgemisches addieren sich zu 1.

k

Y x =1

i=1

(1-13)

Multipliziert man den Stoffmengenanteil mit 100 %,
so kann man ihn als prozentuale GroBe angeben,
also Stoffmengenprozent oder Molprozent (Mol-%).

1.5.3 Volumenanteil

Der Volumenanteil (Formelzeichen ¢) einer Kompo-
nente an einem Stoffgemisch ist das anteilige Volu-
men dieser Komponente an der Summe der Volu-
mina aller Komponenten des Stoffgemisches. Be-
rechnet wird der Volumenanteil der Komponente i
als Quotient aus dem Volumen der Komponente V,
und der Summe aller Volumina des Stoffgemisches
aus k Komponenten.

v

k
2,

j=1

Q= (1-14)

Der Volumenanteil einer Komponente des Gemi-
sches liegt zwischen 0 und 1:

0<p <1 (1-15)

Die Volumenanteile aller k Bestandteile eines Stoff-
gemisches addieren sich zu 1.

(1-16)

Multipliziert man den Volumenanteil mit 100 %, so
kann man ihn auch als prozentuale Groe angeben,
also Volumenprozent (Vol.-%). Bei der Zusammen-
setzung von Gasen oder bei der Festlegung von Ex-
plosionsgrenzen ist diese Angabe tiblich.

1.5.4 Massenkonzentration

Die Massenkonzentration (Formelzeichen }) ist eine
Gehaltsangabe, bei der die Masse m; eines Stoffes i
auf das Volumen V eines Stoffgemisches oder einer
Losung bezogen angegeben wird.
B = 7 (1-17)
Ly

Die SI-Einheit lautet [3] = kg/m®. Bei Arbeiten im
Labor wird meistens die Einheit g/1 verwendet.

1.5.5 Stoffmengenkonzentration

Die Stoffmengenkonzentration (Formelzeichen c) ist
eine Gehaltsangabe, bei der die Stoffmenge n; eines
Stoffes i, bezogen auf das Volumen V eines Stoffge-
misches oder einer Losung, angegeben wird.

¢ =-L (1-18)

Die SI-Einheit lautet [c] = mol/m?. Bei Arbeiten im
Laboratorium wird meistens die Einheit mol/l ver-
wendet.

1.5.6 Volumenkonzentration

Die Volumenkonzentration (Formelzeichen o) ist
eine Gehaltsangabe fiir Mischphasen, insbesondere
von Losungen, bei der das Volumen V, eines Stoffes
i, bezogen auf das Gesamtvolumen V eines Stoffge-
misches oder einer Losung, angegeben wird.

o= (1-19)

Die SI-Einheit lautet [o] = m®/m®. Bei Arbeiten im
Laboratorium wird meistens die Einheit 1/1 verwen-
det. Die Volumenkonzentration unterscheidet sich
von der Gehaltsangabe Volumenanteil, da bei der
Volumenkonzentration eine mogliche Volumenkon-
traktion mit beriicksichtigt ist.
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1.5.7 Molalitat

Die Molalitat (Formelzeichen b) ist der Quotient aus
der Stoffmenge n; des gelosten Stoffes i und der
Masse m,, des Losungsmittels.

(1-20)

mLsgm.

Die SI-Einheit lautet [b] = mol/kg.

1.5.8 Aktivitat

Aufgrund interionischer Wechselwirkungen in kon-
zentrierten Losungen ist die wirksame Konzentra-
tion oder Aktivitdt der Losung kleiner als die tat-
sachliche Konzentration. Die Abweichungen sind
umso groBer, je hoher die Konzentrationen der Stof-
fe sind.

a:f.i

O (1-21)
4

a Aktivitét, f Aktivitatskoeffizient, ¢ Stoffmengenkonzentration,
¢° Standard-Stoffmengenkonzentration (1 mol/1)

1.6 Umrechnungen und
Mischungsrechnung

Im Laboratorium werden mitunter Losungen herge-
stellt, indem zwei Losungen unterschiedlichen Mas-
senanteils zu einer neuen Losung vermischt wer-
den. Manchmal wird auch eine Losung hergestellt,
indem eine hoherkonzentrierte Losung mit Losungs-
mittel (z.B. Wasser) verdiinnt wird. Die Mengen
bzw. die Massenanteile werden mit der Mischungs-
gleichung berechnet:

mow +m,w,+...=(m+m,+...) Whtischung (1-22)

m, Masse der Losung 1, m, Masse der Losung 2,
w, Massenanteil der Losung 1, w, Massenanteil der Losung 2,
Wyiiscnung Massenanteil der entstandenen Mischung

Benutzt man zum Verdiinnen einer Losung reines
Losungsmittel, so betragt der Massenanteil des rei-
nen Losungsmittels w, = 0.

Beispiel 1.1:
w(H,SO,) = 15% aus einer konzentrierten Schwefelséure
(w = 95%) mit Wasser hergestellt werden. Welche Masse
an konz. Schwefelsdure und welche Masse an Wasser sind
abzuwiegen?
1. Zundchst wird die Mischungsgleichung aufgestellt und
werden die Daten der Aufgabe definiert:
my = Wy +my s Wy = (Mg + My) " Wypischung
m, = Schwefelsaure, w(H,SO,) = 95%
m, = Wasser
Beide Massen ergeben zusammen nach dem Mischen
2500 g Losung (m, + m, =2500 g)
m,=2500g-m,
w,=95%
w,=0%
Witischung = 19 %
2. Die Daten werden in die Mischungsgleichung einge-
setzt:
m;-95%+(2500g-m,)-0%=2500g"-15%
Flr m, ergibt sich nach Umstellung der Gleichung:
m, = 395 g Schwefelsdure mit w = 95%.
3. Die Menge an Wasser kann aus der Gesamtmenge her-

Es sollen 2,5 kg Schwefelsdure mit

zustellender Schwefelsdure berechnet werden. Masse
der 95%-Schwefelsdure und Masse Wasser ergeben
zusammen 2500 g.
m,=2500g-m,=2500g-395g=2105 g Wasser

4. Eswerden 2105 g Wasser vorgelegt und langsam darin
395 g Schwefelsdure mit w = 95% eingeriihrt. Man er-
hélt 2,5 kg Schwefelsdure mit einer Konzentration von
15%.

In der Praxis muss schnell gerechnet werden. Formt
man die Mischungsgleichung (1-22) fiir zwei Kom-
ponenten um, dann erhalt man:

m; wy + my, w, = (m; +m,) Whischung
mw,-m WMischung =m, WMischung -m,w,

my (Wi = Wytisehung) = M2 (Watischung, = W2)

m] _ WMischung i

_ 2 (1-23)
m, Ww-— WMischung
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Die Differenzen (Wygiseung = W2) ZU (W; = Wytigchung) VI
halten sich wie die Massen der beiden Komponenten.
Dieses Verhaltnis lasst sich in Form eines Kreuzes,
dem Mischungskreuz (Andreaskreuz), darstellen
und damit das Massenverhéltnis berechnen:
w, \
W2

Whischung — Wa PR 1 (

WMischung

I

- WMischung -t m2

__m Teilchen-
Mhatom N —> anzahl N
- m -m - N
p=1 M= N, =N
_V
— Vemr G

Bild 1.2 Umrechnungsformeln von Masse m in Teilchen-
anzahl N, Volumen V und Stoffmenge n mit der Dichte p und der
molaren Masse M

Zur schnellen Umrechnung von Stoff- und Gehalts-
groBen konnen die Gleichungen in Bild 1.2 genutzt
werden.

Beispiel 1.2: Welche Masse an Natriumchloridldsung
mit einem Massenanteil von w(NaCl) = 18 % muss zu 500 g
einer Losung mit einem Massenanteil von w(NaCl) = 8%
gegeben werden, damit eine Mischung mit w(NaCl) = 10%
entsteht?
1. Zundchst werden die Daten der Aufgabe definiert:

w; = 18%, w, = 8% und Wysenung = 10%

und entsprechend dem Mischungskreuz eingesetzt.
2. Aus der Differenzbildung ergibt sich:

Wyiischung = W2 = 10% = 8% =2% = m,;=2

Wi = Wyischung = 18% — 10%=8%=>m, =8

Die beiden Kochsalzldsungen sind daher im Verhéltnis

2 zu 8 bzw. 1 zu 4 miteinander zu mischen.

3. Da 500 g einer 8%-NaCl-Losung mit einer 18%-NaCl-
Losung gemischt werden sollen, erfolgt der nachste
Rechenschritt als Dreisatz:

4 Teile entsprechen 500 g NaCl (w=8%)
1 Teil entspricht x g NaCl (w=18%)
x=1/,-500g=125 g NaCl (w=18%)

4. Es werden 125 g der 18 %-Kochsalzldsung benétigt, um
mit 500 g der 8 %-Kochsalzlosung eine Mischkonzentra-
tion von 10%-NaCl zu erhalten.

Massenanteil in Stoffmengenanteil

— XM,

[

S (1-24)
i=1
w.

Xi =—kIW (1—25)

M. - {

, Z‘M,-

w; Massenanteil der Komponente i in%, x; Stoffmengenanteil der
Komponente i in %, M; molare Masse der Komponente i in g/mol

Massenanteil in Stoffmengenkonzentration

W, =% (1-26)
p-
-w.-10

¢, =pT’ (1-27)

i
w; Massenanteil der Komponente i in %, ¢; Stoffmengenkonzent-
ration der Komponente i in mol/l1, p Dichte des Losung in g/ml,
M; molare Masse der Komponente i in g/mol

Massenanteil in Volumenanteil

(1-28)

(1-29)

w; Massenanteil der Komponente i in %, o; Volumenanteil der
Komponente i in %, p; Dichte des reinen Stoffes in g/ml, p Dichte
der Losung in g/ml
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Massenanteil in Massenkonzentration g e
o= 7 konzentration B=c-M

w, = S (1-30)
p-10
/))i = 10 ’ p ’ Wi (1-3 1) Volumen- G- p Stoffmengen-
konzentration o 2 s E o ey konzentration ¢
w, Massenanteil der Komponente i in %, 3, Massenkonzentration M

in g/1, p Dichte des Losung in g/ml
Bild 1.3 Umrechnungsformeln von der Massenkonzentration
B in die Stoffmengenkonzentration ¢ und in die Volumenkonzen-
tration o mit der Dichte p und der molaren Masse M



2.1 Fehlerarten

Unter einem Fehler verstand man lange Zeit die Ab-
weichung von einem festgelegten Zustand oder Ver-
fahren in einem beziiglich seiner Funktionen deter-
minierten System. Mittlerweile wurde jedoch diese
Definition verandert. Das Deutsche Institut fir Nor-
mung (DIN) definiert Fehler als einen ,Merkmals-
wert, der die vorgegebenen Forderungen nicht er-
fullt” und als ,Nichterfiillung einer Anforderung®.
Die Anforderung wird dabei definiert als ,Erforder-
nis oder Erwartung, die festgelegt, liblicherweise
vorausgesetzt oder verpflichtend ist“.

Grundsatzlich ist jede Messung einer physika-
lischen GroBe mit Fehlern behaftet, wobei man nach
DIN 1319 nicht mehr von Fehlern, sondern von
Abweichungen der Messwerte und von Unsicher-
heiten bei den Messergebnissen sprechen sollte.
Die Empfehlung unterstreicht, dass mit dem Wort
Fehler im Zusammenhang mit Messergebnissen
nicht ein falsches Ergebnis gemeint ist, sondern die
Streuung der Messwerte um den ,wahren“ Wert
der MessgroBe, der in der Regel unbekannt ist.

In den iiblichen Konventionen wird ein Mess-
ergebnis fiir eine GroBe x wie folgt angegeben:
X=X, = Ax (2-1)
Dabei ist x, der ,wahrscheinlichste“ oder ,beste®
Schatzwert flir das Messergebnis und Ax die Mess-
unsicherheit. Die Angabe bedeutet, dass das Mess-
ergebnis mit einer gewissen Sicherheit im Intervall
X, - Ax <x <x, + Axliegt. Ax wird bei dieser Schreib-
weise auch als absolute Messunsicherheit be-
zeichnet.

Es sind drei Arten verschiedener Abweichungen
von Messwerten (Fehlern) zu unterscheiden, die in

Statistische Grundlagen

den folgenden Abschnitten naher beschrieben wer-
den:

= grobe Abweichung von Messwerten,

= gsystematische Abweichung von Messwerten,

= zuféllige Abweichung von Messwerten.

2.1.1 Grobe Abweichung von Messwerten

Grobe Abweichungen sind vermeidbare Abweichun-

gen und sollten durch sorgfaltiges Arbeiten, kriti-

sches Uberpriifen und Kontrollieren der Ergebnisse

vermieden werden. Mogliche Ursachen sind:

= Unachtsamkeit

= ungeeignetes Messverfahren

= falsche Bedienung der Messgerite

= Messbedingungen sind ungeeignet

= Fehler bei der Protokollierung und Auswertung
der Messwerte

Treffen eine oder mehrere Ursachen zu, sind die
Messungen oder Auswertungen falsch und miissen
wiederholt werden. Grobe Abweichungen von Mess-
werten werden durch keine Fehlertheorie erfasst.

2.1.2 Systematische Abweichung von
Messwerten

Bei einer systematischen Abweichung von Messwer-
ten wird das Messergebnis unter gleichen Mess-
bedingungen stets in gleichem Sinne beeinflusst.
Bei der Wiederholung der Messung unter gleichen
Bedingungen sind die Abweichungen gleich und
konnen somit weder erkannt noch verhindert wer-
den. Beispiele fiir systematische Abweichungsquel-
len sind:
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= Verwendung falscher Messgerite

= Alterung der Messgerite

= ungiiltige physikalische Gesetze

= Einfluss duBerer Parameter (z.B. Druck, Tempe-
ratur, Storfelder)

Systematische Abweichungen lassen sich ganz oder
teilweise ausschalten durch Veranderung der Mess-
bedingungen oder Kalibrierung der Messgerate.
Eine Bertiicksichtigung der systematischen Fehler in
der Fehlerrechnung oder der zahlenmafBigen An-
gabe im Ergebnis (vgl. GL. 2-1) findet jedoch nicht
statt.

2.1.3 Zuféllige Abweichung von
Messwerten

Selbst bei vollstandiger Eliminierung aller systema-

tischen Abweichungen erhdlt man bei wiederholter

Messung der gleichen physikalischen GroBe selten

ubereinstimmende Messergebnisse. Die Messwerte

werden immer um den ,wahren“ Wert streuen.

Diese Abweichung wird als zufallig bezeichnet und

lasst sich mit den Gesetzen der Statistik beschrei-

ben. Einige Beispiele fiir mogliche Ursachen sind im

Folgenden gezeigt.

=  MessgroBe hat einen Zufallscharakter (z. B. radio-
aktiver Zerfall)

= zufallige und nicht vorhersehbare Einfliisse

= Ableseabweichungen (Parallaxenfehler)

= Schatzungen und Interpolationen auf Mess-Ska-
len

= unterschiedliche Reaktionszeiten des Experimen-
tators (Stoppuhr)

Zufallige Abweichungen von Messwerten sind nicht
vermeidbar. Sie lassen sich jedoch durch Wiederho-
lungsmessungen verringern.

2.2 Darstellung von
Messreihen

Bei einer Befragung von 150 Horern einer Verfah-
renstechnik-Vorlesung wurden folgende Daten er-
mittelt:

(1) Familienstand

(2) Studienrichtung

(3) Interesse an der Vorlesung

(4) Anzahl der Geschwister

(5) Anzahl der Hochschulsemester

(6) KorpergroBe

(7) Entfernung von der Uni zur Wohnung

Die Gesamtheit aller Horer der Vorlesung nennt
man Beobachtungsmenge, den einzelnen Horer
Beobachtungseinheit. Die in dem Beispiel erfrag-
ten Eigenschaften oder Sachverhalte heiBen Beob-
achtungsmerkmale. Bei der Beobachtung werden
folgende Merkmalstypen unterschieden:

= qualitative Merkmale (vgl. 1 und 2)

= Rangmerkmale (vgl. 3)

= (uantitativ diskrete Merkmale (vgl. 4 und 5)

= quantitativ stetige Merkmale (vgl. 6 und 7)

Im Folgenden werden wir uns hauptsachlich mit
quantitativen Merkmalen befassen, da in den Natur-
wissenschaften und der Technik Daten in erster
Linie durch Messen oder Zahlen gewonnen werden.
Es ist daher zundchst davon auszugehen, dass zu
jeder Beobachtungseinheit ein quantitatives Merk-
mal gehort oder dass die verschiedenen Merkmale
getrennt voneinander untersucht werden sollen.

Beispiel 2.1:
probe

30 Studenten in einem Vorkurs Mathematik erhielten in der
Reihenfolge ihrer Matrikelnummer folgende Noten fiir die
Abschlussklausur: 3, 2, 5, 3,4, 3,5,4,3,2,3,4,2,3, 3, 2,
3,4,5,1,3,2,1,4,4,3,2,1,4, 3.

In Tabelle 2.1 sind der Zahlenwerte dieser zunéchst vol-
lig ungeordneten Liste als Strichliste oder Haufigkeitstabel-
le dargestellt. Die Anzahl der einzelnen Striche ergibt die
absoluten Haufigkeiten der jeweiligen Noten.

Haufigkeitsverteilungen einer Stich-
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Tabelle 2.1 Strichliste einer Haufigkeitstabelle

absolute relative Anteil
Haufigkeit | Haufigkeit | in %
3

1 1] 0,100 10,0

2 I 6 0,200 20,0

3 Tt i | 1 0,367 36,7

4 I 7 0,233 23,3

5 I 3 0,100 10,0

6 _ — -
n=30 ¥=1,000 = =100

Eine grafische Darstellung kann die Ubersichtlichkeit noch
weiter erhohen. Es kommen Stabdiagramme, Haufigkeits-
polygone oder Histogramme infrage. Ein Histogramm be-
steht aus Rechtecken, deren Grundseiten die verschiede-
nen Noten als Mittelpunkt besitzen. Die GroBen der Balken
bilden die absoluten Haufigkeiten der entsprechenden No-
ten ab, da bei der Bewertung einer Arbeit die Gesamtnote
im Allgemeinen aus mehreren Einzelbewertungen ermittelt
wird. Liegt dieser Durchschnitt zum Beispiel zwischen 1,5
und 2,5, so erhélt der Student die Note 2. Es findet somit
bereits hier eine Klasseneinteilung statt, d.h., mehrere
Werte werden zu einer Klasse zusammengefasst.

12

absolute Haufigkeit

Note —

Bild 2.1 Histogramm-Darstellung

Dividiert man die absoluten Haufigkeiten durch die
Anzahl der Studenten (Messwerte), so erhdlt man
die relativen Haufigkeiten (vgl. 4. Spalte in Tabel-
le 2.1), deren Gesamtsumme den Wert 1,000 ergibt.
Die Multiplikation der relativen Haufigkeit mit 100
ergibt die prozentualen Anteile (vgl. 5. Spalte in Ta-
belle 2.1). Die grafischen Darstellungen der absolu-
ten Hiufigkeiten haben den Nachteil, dass die ent-

sprechenden Hohen der Balken mit der Anzahl der
Beobachtungswerte steigen. Im Unterschied zu den
absoluten Haufigkeiten konnen die relativen Haufig-
keiten nie groBer als eins werden und bieten sich
somit bei immer demselben MaBstab zur grafischen
Auswertung an.

Gegeben seien n Beobachtungswerte (Zahlen) x;,
Xy, ..., X, dann wird das n-Tupel x = x;, x,, ..., X,
eine Stichprobe vom Umfang n genannt. Die einzel-
nen Zahlen x; nennt man Stichprobenwerte. Die in
der Stichprobe vorkommenden verschiedenen Werte
heiBen Merkmalswerte; sie werden mit x*,, x*,, ...
x*ybezeichnet. Die Anzahl des Auftretens von x*, in
einer Stichprobe wird absolute Haufigkeit von x*,
genannt und wird mit h, = h(x*,) bezeichnet. Den
Quotienten r, = h,/n nennt man relative Haufig-
keit von x*, in der Stichprobe fiir k=1, 2, ... N.

Fir die absoluten und relativen Haufigkeiten
gelten folgende Eigenschaften:

N
thzn
k=1
N
0<r <1 firallek; Y r =1

k=1

Die Summe der absoluten Haufigkeiten der Merk-
malswerte, die nicht groBer als x*; sind, werden
absolute Summenhéufigkeit des Merkmalswertes
x*; genannt und mit H, bezeichnet. Es gilt daher

H-Sh
k=1

(2-2)

Die absoluten Summenhéufigkeiten aus Beispiel 2.2
sind in der 3. Spalte der Tabelle 2.2 dargestellt. Mit
den relativen Haufigkeiten r; erhdlt man als relative
Summenhéufigkeit

i
R, :,Z_fr;(

(2-3)

den relativen Anteil der Merkmalswerte, die nicht
groBer als x*; sind. In Tabelle 2.2 sind die relativen
Summenhdiufigkeiten fiir das Beispiel 2.2 in der
letzten Spalte berechnet. In Bild 2.2 (unten) sind
iber den Merkmalswerten die relativen Summen-
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héufigkeiten (Punkte) eingezeichnet. Daraus ergibt
sich die sog. empirische Verteilungsfunktion F als
eine Treppenfunktion, deren Treppenstufen in den
eingezeichneten Punkten enden. An der Stelle x*, ist
der Funktionswert F(x*)) gleich der relativen Sum-
menhiufigkeit R, Die Verteilungsfunktion besitzt
nur an den Stellen x*; Spriinge der jeweiligen Hohen
r.. Die Sprunghohen der Treppenfunktion entspre-
chen den Langen der Stébe in Bild 2.2 (oben) des
Stabdiagramms fiir die relativen Haufigkeiten.

Beispiel 2.2: Quantitativ-diskretes Merkmal

Ein Mikadospiel besteht aus 41 Stdben mit einer Ldnge von
ca. 180 mm und einer Dicke von ca. 3 mm. Die Enden der
Stébe sind zugespitzt. Die Stébe sollten absolut gerade und
gleich dick sein. Genauere Untersuchungen haben jedoch
gezeigt, dass dies nur bedingt der Fall ist. Es hat sich fol-
gende Messreihe zur Lénge der Mikadostdbchen ergeben
(Angaben in mm):

182, 178, 180, 180, 181, 181, 180, 182, 182, 183, 181,
181, 180, 183, 181, 182, 181, 180, 182, 183, 179, 182,
180, 182, 180, 181, 180, 183, 181, 180, 182, 180, 179,
180, 179, 184, 181, 180, 182, 181, 181.

Tabelle 2.2  Absolute und relative Haufigkeit unterschied-
licher Mikadostabchen in Bezug auf ihre Lange

absolute absolute relative relative
Héaufigkeit | Summen- Haufigkeit | Summen-
haufigkeit r, haufigkeit
R
178 mm 1 1 0,024 0,024
179 mm 3 4 0,073 0,098
180 mm 12 16 0,293 0,390
181 mm 11 27 0,268 0,659
182 mm 9 36 0,220 0,878
183 mm 4 40 0,098 0,976
184 mm 1 41 0,024 1,000

In Bild 2.2 ist die empirische Verteilungsfunktion gezeigt,
deren Sprungstellen die Werte der Messreihe sind. Die je-
weiligen Sprunghdhen stellen die relativen Haufigkeiten der
Messwerte aus der obigen Messreihe dar.

02 |

0,1 |

relative Haufigkeit , —

08 |

0,6 |

04t e

02 |

empirische Verteilungsfunktion F(x) —

176 178 180 182 184 186
Lange der Mikadostéabe in mm ——

Bild 2.2 Stabdiagramm der relativen Haufigkeit und empiri-
schen Verteilungsfunktion

Beispiel 2.3: Quantitativ-stetiges Merkmal

Es wurde von 150 Raschig-Ringen der Durchmesser be-
stimmt. Alle Zahlenwerte der Messreihe x;, ..., x, lagen in
dem vorgegebenen Intervall (15,10 ... 15,60 mm). Die Wer-
te wurden in Klassen mit einer Klassenbreite von 0,05 mm
eingeteilt. Die Ergebnisse sind in Tabelle 2.3 dargestellt.

Tabelle 2.3 Absolute und relative Klassenhaufigkeit der
Messreihe, bestehend aus 150 Raschig-Ringen

GroBe des absolute relative
Intervalls in mm Klassenhaufigkeit Klassenhaufigkeit

15,11...15,15 1 0,007
15,16 ...15,20 3 0,020
15,21...15,24 9 0,060
15,26 ...15,30 17 0,113
15,31...15,34 30 0,200
15,36 ...15,40 32 0,213
15,41...15,44 27 0,180
15,46 ...15,50 18 0,120
15,61 ...15,54 9 0,060
15,56 . .. 15,60 4 0,027
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In Bild 2.3 ist das dazugehorige Histogramm in der oberen
Halfte gezeigt. Bei der Darstellung der doppelten Klassen-
breite (vgl. Bild 2.3, untere Halfte) ist darauf zu achten,
dass der MaBstab (Ordinate) entsprechend geandert wur-
de. Die relativen Klassenhdufigkeiten sind dann: 0,027,
0,173, 0,413, 0,300 und 0,087.
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Bild 2.3 Histogramme der Durchmesserverteilung von Ra-
schig-Ringen bei unterschiedlicher Klassenbreite

2.3 Erfassung der Messwert-
abweichung

Wird eine MessgroBe x nur einmal gemessen, so
lisst sich aufgrund statistischer Uberlegungen kei-
ne Aussage lber die Abweichung von Messwerten
machen. In einem solchen Fall ist man auf die An-
gabe der geschatzten groStmoglichen Ungenauig-
keit angewiesen. Sie ergibt sich aus der Ablese-
genauigkeit auf der verwendeten Skala, aus der
Genauigkeitsklasse oder aus anderen Informatio-
nen.

Beim Ablesen einer Skala vergleicht man die
Lage eines Messpunktes oder eines Zeigers mit den

Teilstrichen der Skala. Handelt es sich um eine fein
unterteilte Skala (Millimeterunterteilung eines Li-
neals), so nimmt man den néchstgelegenen Teil-
strich als Bestwert und schitzt die Unsicherheit
mit + (halbe Intervallbreite) ab. Bei grober geteilten
Skalen kann man die Lage des Zeigers zwischen
zwei Teilstrichen interpolieren und als Dezimal-
stelle angeben. Die Unsicherheit wird dann
zu * (1 Zehntelbruchteil) angenommen. Bei Digital-
anzeigen betragt die Unsicherheit + 1 in der letzten
Stelle der Anzeige. Bei Messungen, bei denen Unsi-
cherheiten schwieriger zu schitzen sind, lasst sich
durch Wiederholung der Messungen die Messunsi-
cherheit bestimmen.

Héaufig ist man an einer knappen Beschreibung
einer Messreihe interessiert, beispielsweise durch
Angabe einer typischen Eigenschaft der Haufig-
keitsverteilung. Diese soll Auskunft dartiber geben,
wo sich die Mitte der beobachteten Messwerte be-
findet und wie groB der Bereich ist, iiber den sich
die Werte erstrecken. Die Statistik unterscheidet da-
her zwischen der Lage und den StreuungsmafBzah-
len.

Betrachtet man eine Messreihe x;, ..., x,, so wird

(2-4)

arithmetisches Mittel (oder empirischer Mittel-
wert) der Messreihe genannt.

Werden die Zahlen der Messreihe x, ..., x, je-
doch der GroBe nach geordnet, so lautet die entstan-
dene Messreihe:

Xgyoeny X (2-5)
mit x, < x; < x,. Die Zahl

X=X, fallsnungerade (2:6)
X=X,, fallsngerade

wird (empirischer) Median der Messreihe x, . ., X,

genannt. Der Median stellt eine Grenze zwischen
zwei Halften von Beobachtungen dar. Er hat gegen-
iiber dem arithmetischen Mittelwert den Vorteil, un-
empfindlicher gegeniiber Ausreiern zu sein (vgl.
Beispiel 2.4).




