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Vorwort zur flinften Gesamtauflage

Seit der umfangreichen Erweiterung in der vierten Auflage und Teilung in zwei
Aufgabenbinde sind im laufenden Lehrbetrieb an der TU Hamburg-Harburg und
der TU Braunschweig weitere Aufgaben neu entwickelt und getestet worden. Aus
diesem Material haben wir hundert neue Aufgaben und etwa fiinfzig neue Bilder
fiir den aktuellen Band ausgewahlt.

Neben neuen Aufgabentypen, beispielsweise zu den Themen Differential oder
Stof3- und Verdiinnungswellen bei der Burgersgleichung, wurde in allen Berei-
chen der Umfang der Aufgaben deutlich erhoht. Die Reihenfolge der Aufgaben
wurde nach inhaltlichen Gesichtspunkten neu sortiert. Die Darstellung der Lo-
sungen wurde insgesamt etwas verdichtet.

Dem Wiley-VCH Verlag mochten wir danken fiir die Anregungen zur Verbes-
serung der bisherigen Auflage. Insbesondere gilt hier unser Dank Herrn Preuf3
und Herrn Sendtko fiir die freundliche Zusammenarbeit.

Hamburg, Braunschweig, im August 2019 Die Verfasser
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Vorwort zur vierten Gesamtauflage

Das anhaltende Interesse der Studierenden an den Aufgaben des dritten Bandes
erfordert jetzt eine iiberarbeitete und erweiterte Neuauflage des Ubungsmateri-
als. Bedanken mochten wir uns fiir die vielen Hinweise und Anregungen, die es
uns ermoglicht haben, Fehler zu korrigieren und Darstellungen zu verbessern.

Die vorhandenen Aufgaben haben sich seit vielen Jahren im Ubungsbetrieb
an der TU Hamburg-Harburg, der TU Braunschweig und anderen Technischen
Universitaten bewahrt. Diese alten Aufgaben sind durch viele neue, die wir in
den letzten Jahren in Mathematik-Kursen fiir Ingenieure gestellt haben, ergénzt
worden. Da wir grofSen Wert auf die Veranschaulichung des dargestellten Stoffes
legen, haben wir zahlreiche Bilder hinzugefiigt. Dabei ist das Ubungsmaterial so
umfangreich geworden, dass sich der Verlag Wiley-VCH bereit erklart hat, den
dritten Band in zwei Teilen erscheinen zu lassen. Unser besonderer Dank gilt hier
Frau Palmer und Frau Werner fiir die angenehme Zusammenarbeit.

Dies ist der zweite Teil, der die Aufgaben und Losungen zur Analysis mehrerer
reeller Veranderlicher, zu gewohnlichen und partiellen Differentialgleichungen
und komplexen Funktionen enthilt, also zu den Themenbereichen (Kapitel 17—
27) des zweiten Bandes unseres Lehrbuches Mathematik fiir Ingenieure. Dieser
Bereich ist durch tiber siebzig neue Aufgaben und mehr als vierzig neue Bilder
erweitert worden.

Hamburg, Braunschweig, im Januar 2011 Die Verfasser






Vorwort zur dritten Auflage

Dieser dritte Band der Mathematik fiir Ingenieure stellt eine Auswahl von Auf-
gaben zusammen, die iiber viele Jahre an der Technischen Universitait Hamburg-
Harburg im Rahmen der Mathematikausbildung fiir Ingenieure wéhrend der ers-
ten vier Semester gestellt worden sind. Als Grundlage dienen die zugehorigen
zwei Lehrbuchbénde Mathematik fiir Ingenieure von R. Ansorge und H.J. Ober-
le. Die Aufgaben orientieren sich inhaltlich an der dortigen Kapitelreihenfolge.

Wir kommen mit der Herausgabe dieses Aufgabenbandes dem langjahrigen
Wunsch der Studierenden nach zusitzlichem Ubungsmaterial, insbesondere fiir
die Vorbereitung auf Priifungen, nach. Deshalb sind auch viele Aufgaben aus den
schriftlichen Diplomvorpriifungen in die Auswahl eingegangen und an entspre-
chender Stelle als Klausuraufgaben gekennzeichnet worden. Der grofite Teil der
Aufgaben iibt grundlegende mathematische Rechentechniken ein. Daneben sind
jedoch auch immer wieder Aufgaben aus den Anwendungsbereichen eingeflos-
sen und an geeigneter Stelle auch Aufgabentypen von theoretischer Natur. Wir
hoffen somit einen breiten Bereich an Themen abgedeckt zu haben, der fiir viele
Naturwissenschaftler und nicht zuletzt auch fiir Mathematiker interessant ist.

Im ersten Abschnitt, in den Kapiteln A.1-A.27, befinden sich die Aufgaben
und im anschlieflenden zweiten Abschnitt, in den Kapiteln L.1-L.27, die zuge-
horigen Losungen. Querverweise auf Sétze und Definitionen mit entsprechender
Nummernangabe beziehen sich auf die beiden Lehrbuchbénde.

Ein solches Werk kann natiirlich nicht entstehen ohne die Hilfe vieler Kollegen,
die uns mit Ideen, Anregungen, Aufgaben und auch Bildern zur Seite gestanden
haben. Unser Dank gilt hierbei insbesondere Carl Geiger und Reiner Hass. In den
letzten beiden Jahrgéngen wurden die Aufgaben dieses Bandes in den Kursen Ma-
thematik fiir Ingenieure griindlich behandelt und wir hoffen, dass dadurch Fehler
aller Art auf ein Minimum reduziert worden sind. Besonderen Dank mochten wir
hier Peywand Kiani und Andreas Meister fiir Ihre griindliche Priiffung ausspre-
chen. Sollten dennoch an der einen oder anderen Stelle Fehler verblieben sein, so
bitten wir dies zu entschuldigen und sind fiir Hinweise dankbar.

Dem Verlag, insbesondere Frau Gesine Reiher, méchten wir unseren Dank aus-
sprechen fiir die freundliche Zusammenarbeit, die kritische Durchsicht des Ma-
nuskriptes und die Bereitschaft, die ersten beiden Béinde mit diesem dritten Auf-
gabenband abzurunden.

Hamburg, Braunschweig, im Februar 2000 Die Verfasser
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A17
Differentialrechnung mehrerer Variabler

A17.1 Partielle Ableitungen

Aufgabe A17.1.1

Fiir die folgenden Funktionen f: R?> — R berechne man die Gradienten und er-
stelle ein Bild, auf dem verschiedene Hohenlinien der Funktion angegeben sind.
Dies sind Linien, fiir die f(x, y) = ¢ mit ¢ € R gilt.

a) f(x,9) =2x+3y, b) f(x,9) = /22 + 92,

¢ f(x,y)=In0+x2yY, d) f(x,y)=8—-3xsiny.

Aufgabe A17.1.2
a) Fir die durch folgende Funktionswertzuweisung definierten Funktionen

x, 9 flx,9) = % und (%, y) — g(x, y) = In(x® + »?)

gebe man den maximalen Definitionsbereich D an und berechne alle partiel-
len Ableitungen erster und zweiter Ordnung.

b) Die Tangentialebene an den Graphen einer differenzierbaren Funktion f im
Punkt (x°, y°) € D c R? lautet

2= [, 90 + [0 Y0 — 2% + £, )y = 5.

Man bestimme jeweils die Tangentialebene fiir f und g aus a) im Punkt
%, 99 = (-1,2).

Aufgabe A17.1.3
Gegeben sei die Funktion f: R? — R mit f(x, y) = 2x + e*+27.

a) Man berechne von f alle partiellen Ableitungen bis zur 3. Ordnung.

b) Man bestimme die Tangentialebene fiir das gegebene f im Punkt (x,, yo) =
(1,-1/2).

¢) Man gebe eine Parameterdarstellung der Hohenlinie von f an, die durch den
Punkt (0, 0) lauft.

d) Man berechne den Winkel & zwischen grad f(0, 0) und der Tangentialrich-
tung der Hohenlinie von f im Punkt (0, 0).

Mathematik in den Ingenieur- und Naturwissenschaften 2, Aufgaben und Losungen, 5. Aufl.

Rainer Ansorge, Hans Oberle, Kai Rothe und Thomas Sonar.
©2020 Wiley-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA. Published 2020 by Wiley-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA.
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17 Differentialrechnung mehrerer Variabler

Aufgabe A17.1.4
Gegeben sei die Funktion f(x, y) = % + y2.

a) Man bestimme die Hohenlinie durch den Punkt (1, 1).

b) Man berechne grad f im Punkt (1, 1).

¢) Man zeige, dass grad f(1, 1) senkrecht auf dem Tangentialvektor der Héhen-
linie im Punkt (1, 1) steht.

d) Man zeichne a)—c).

Aufgabe A17.1.5
Gegeben sei die Funktion f: R? — R mit f(x, y) = yv/2x2 + 2.

a) Man berechne die ersten partiellen Ableitungen von f.

b) Man iiberpriife, ob f eine C!-Funktion ist.

¢) Man berechne f,, und f,, und bestimme den Definitionsbereich dieser Ab-
leitungen.

Aufgabe A17.1.6
Gegeben sei die Funktion f: R? — R mit

2xy3

f@ ) =9a2+ 96’ falls (x, y) # (0,0)
0, falls (x, y) = (0,0).

a) Man uberpriife, ob f im Nullpunkt stetig bzw. stetig ergdnzbar ist.
b) Man zeichne die Funktion im Bereich [-0,5, 0,5] X [—1,1].

¢) Man berechne alle Richtungsableitungen von f

d) und iiberpriife, ob diese im Nullpunkt stetig sind.

Aufgabe A17.1.7
a) Gegeben sei die Funktion f: R? — R mit f(x, y) = v/42 + y2 + 2(x — y) + 2.
i) Man zeichne die Funktion.
ii) Man weise die Stetigkeit von f in ganz R? nach.
iii) Man berechne die partiellen Ableitungen von f in ganz R?, sofern dies
moglich ist.
b) Man berechne die Gradienten der folgenden Abbildungen
i) g:R?—> Rmitg(x, y) =sin(x? — y°),
i) 7: R® > R mit h(x, Y, 2) = xy

Z4+1°

Klausuraufgabe A17.1.8

a) Man berechne die Tangentialebene der durch f(x, y) =
nen Funktion im Punkt (xy, y¢) = (1, 0).

b) Fiir die durch f(x, y) = sin(;zx? + 7y) gegebene Funktion berechne man im
Punkt (%, ¥9) = (—1,1) den Anstieg in x- und y-Richtung und die Tangenti-
alebene.

_r egebe-
1+x2+y2gg



A17.2 Differentialoperatoren

Aufgabe A17.1.9

Eine Funktion f: R” — R heif3t positiv homogen vom Grad k, falls fiir alle ¢ >
0 und x € R"\{0} gilt f(tx) = tk f(x). Man gebe ein Beispiel fiir eine positiv
homogene Funktion vom Grad 3 an.

A17.2 Differentialoperatoren

Aufgabe A17.2.1
Fiir die folgenden Vektorfelder U(x, y, z) = (u(x, y,z) , v(x, ¥,2), w(x, y,2))T
berechne man jeweils Quelldichte div i und Wirbelstérke rot U:

a) ulx,y,z)=sinx+y+2), vz, y,2) =cos(x+ y+2), wx, y,z) =0,

b) u(x,y,z)=y2+22, V(x,y,z)=x2+22, w(x,y,z)=x2+y2,
1

o) u(x,y z) = l, V(x,y,z)=l, w(x, y,2) = —,
x y z

d) ulx,y,2)=1, vix,y,2)=1, wx,y,2z)=1.

Aufgabe A17.2.2
a) Man berechne div f und rot f fiir das Vektorfeld

f(x, y,2) = (2x cosh y, x* sinh y — 23 sin y, x + 322 cos y) T .

b) Gegeben sei das Vektorfeld g(x, y) = (u(x, y), v(x, y))T = (1,2x)7.
i) Man berechne div g und rot g und
ii) skizziere das Vektorfeld und einige Stromlinien.

Aufgabe A17.2.3
a) Gegeben sei das Vektorfeld

f@ 32 = (%92, o 5,2, f36 3,2)"
= (Mx? +xz, —xy — yz —Ay%, y2) T .
Fiir welche Parameter A € R ist f wirbelfrei und fiir welche quellenfrei?

b) Gegebensei f: R3 — R mit (x, y, z) = f(x, ¥, z). Man berechne div(grad f)
und gebe ein Beispiel an, mit div(grad f) # 0.

Aufgabe A17.2.4
a) Man zeige, dass die Warmeleitungsgleichung Au — %u » = 0 mit k > O fiir eine

Ortsvariable gelést wird von der Funktion u(x, t) = e~ sin —=.

Vk
b) Man zeige, dass mit r = 1/x2 + y2 + z2 und (%, y, z) # 0 die Funktion u(r, t) =
% sin(r — ct) die Wellengleichung Au — Cizu” = 0lost.

Aufgabe A17.2.5

a) Man zeige, dass die Wellengleichung u,, = c>Au fiir eine Ortsvariable mit
einer Konstanten ¢ € R geldst wird von der Funktion u(x, ¢) = 3In(x + c¢) —
5tan(x — ct).

3



4

17 Differentialrechnung mehrerer Variabler

b) Man zeige, dass die Funktion u(x, y) = e cosx + a + bx + ¢y + dxy mit den
Konstanten a, b, ¢, d € R die Laplace-Gleichung Ax = 0 16st.

A17.3 Das vollstandige Differential

Aufgabe A17.3.1

Gegeben sei die Funktion f(x, y,2) = xz — y?> mit %, y,z € R und (xy, y¢, 29) =
(3, -1, 2). Man bestimme fiir (x, ¥y, zy) den Funktionswert von f, berechne eine
Funktionswertniaherung firr (3,1, —1,2, 1,9) unter Verwendung des vollstandi-
gen Differentials in (x,, ¥, z,) und vergleiche diese mit f(3,1, —1,2, 1,9).

Aufgabe A17.3.2
In einer Tischlerwerkstatt soll ein Holzkegelstumpf nach den vom Auftraggeber
vorgegebenen MafSen 7, R und / hergestellt werden. Dabei soll das Volumen

V= %h(R2+r2+rR)

hochstens um 1% abweichen diirfen. Mit den vorhandenen Werkzeugen kon-
nen die Lingenmafle bis auf einen Fehler von 0,5 % umgesetzt werden. Kann die
Werkstatt die Kundenanforderung bzgl. des Volumens garantieren?

Hinweis: Man linearisiere die Funktion.

Aufgabe A17.3.3

Fir die Hintereinanderausfithrung folgender Funktionen berechne man mit Hil-
fe der Kettenregel die Jacobi-Matrizen und iiberpriife das Ergebnis, indem man
direkt ableite:

a) f(x )= fo(ilx,y) mit fi(x,y)=xy und fo(t)=e’

b) g, 3,2) = go(g,(x, 3, 2)) mit g,(x,y,2) = (“ ‘ )
y+z

uv
mit  gy(u,v) = u+v ,

sin(u + v)

) h(t) = hy(hy(£)  mit hl(t)=<cf’stt> und  hy(x, ) = 2%+ 7.
Sin



A17.3 Das vollstindige Differential

Aufgabe A17.3.4
Man berechne die Jacobi-Matrizen der durch folgende Zuordnungsvorschriften
gegebenen Funktionen direkt und unter Verwendung der Kettenregel:

) fx, p): <x> = x? + 9% o sin(x? + y%),

g(t) PN < = sin t> o (xy, x3, yz)T ,

=cost

o) h(u,v): <u> < rEw >|—>3xy2+2x2—y,
v y=u+v
x=uv
d) p(u,v): <u>|—> y=v? '_)<2xz2>
v i x“yz
z=vsinu

Aufgabe A17.3.5
Gegeben sei eine quadratische Funktion f(x) = 1xTAx — bTx + ¢, x € R” mit

einer symmetrischen und positiv definiten Koeﬂﬁz1entenmatrlx A e R0,

a) Man zeige: V f(x)=Ax—b.

b) Man sagt, dass s eine Abstiegsrichtung von f im Punkt « ist, falls fiir s, x € R”
die Ungleichung V f (x)Ts < 0 erfiillt ist.
Fiir die Funktion ®@(«) := f(x + as) berechne man @’ («) und zeige, dass @(a)
ein eindeutig bestimmtes Minimum besitzt in

o _sT(Ax —b)
B sTAs

¢) Man zeige, dass das Verfahren des steilsten Abstiegs auf folgende Rekursion
fithrt:

g;{gk

Xig1 =% — ———8k» C=Ax—b.
g Agy
Aufgabe A17.3.6

Gegeben sei die quadratische Funktion f(x, y) = x% + 2y2.

a) Man stelle f in der Form f(x) = %xTAx —bTx + ¢ mit symmetrischer Ko-
effizientenmatrix A dar und Giberpriife, ob A positiv definit ist.

b) Man erstelle eine Hohenlinienzeichnung von f im Bereich [-2, 2] X [-2, 2].

¢) Ausgehend vom Startpunkt (%, y) = (1, 1) fithre man zwei Schritte des Gra-
dientenverfahrens durch.

Aufgabe A17.3.7
Gegeben sei die Funktion f(x, y) = 4x? + y?> + 8x — 2y + 5.

a) Man bestimme die Hohenlinie von f durch den Punkt % = (-1, 3)7. Von
welchem Typ ist der Kegelschnitt?
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17 Differentialrechnung mehrerer Variabler

b) Man berechne die Richtungsableitung D,, f(x°) fiir v = (1, 1)T/\/§. Fiir wel-
ches v mit ||v|| = 1 wird die Richtungsableitung maximal?

Aufgabe A17.3.8
Mit @: (0, R] x (-, 7] = R? sind die Polarkoordinaten gegeben durch

7COoS @
o @) = <rsin(p> ’

Man berechne die Spektralnorm von J®(r, ) und zeige mit Hilfe des Mittel-
wert-Abschitzungssatzes, dass @ lipschitzstetig auf (0, R] X (-7, 7] ist.

Aufgabe A17.3.9
Die Kugelkoordinaten @: D — R3 mit D = (0, R] X (—7z, ] X (—'21, '21) und u =
(r, @, )T sind gegeben durch

r cos @ cos 6
D(u) =| rsin@cos 6

rsin @

a) Man berechne || J®(u)||,.
b) Man finde eine moglichst kleine Konstante K, so dass fiir alle #, v aus dem
angegebenen Bereich gilt:

@) = PW)lly < K - [l = V]| .

Aufgabe A17.3.10
Gegeben seien die Zylinderkoordinaten

X1 7 Cos @
@:R?> >R3> mit %9 | =@, 0,2) =| rsing
X3 z

a) Man berechne die Jacobi-Matrix J @ und die zugehorige Transformationsde-
terminante det J ®.

b) Man leite die folgende Darstellung des Laplace-Operators in Zylinderkoordi-
naten elementar unter Verwendung der Kettenregel her:

A—li(yi)+ia_2+a_2
" ror\ or r2og? 022

Aufgabe A17.3.11
Man berechne det(®’(u)) fiir die folgenden Abbildungen @:

a) D(u):= an¥t+any mit # = (x, y)7  (Lineare Abbildung);
agx +dyy



A17.4 Mittelwertsdtze und Taylorscher Satz | 7

Xy Cos @

b) D(u) := x%/ sin<2p mit # = (x, y,9)7  (Rotationsparabolische Koordina-
xXT =Y

2

ten).

Aufgabe A17.3.12
Gegeben seien die Hyberbelkoordinaten @ mit (#, v) € D := [0, 5] X [1, 3] und

_ u(x, )’) _ x2_y2
wer(0)-57)

a) Man berechne J®(x, y) und det(J®D(x, y)) sowie

b) bzgl. D: @ (u, v), JO(u, v) und det(JD L (u, v)).

¢) Man skizziere @ 1(D) im (x, y)-Koordinatensystem.

d) Man transformiere Aw = w,, + 2
stellung bzgl. Hyberbelkoordinaten.

y mit Hilfe der Kettenregel in eine Dar-

A17.4 Mittelwertsatze und Taylorscher Satz

Aufgabe A17.4.1

Gegeben sei die Funktion f: R? — R? mit f(x, y) = é(x3 + yx? — y).

a) Man begriinde, dass es kein 8 € R gibt mit f(a + k) — f(a) = ] f(a + 6h)h,
wobei i = (2,1)T und a = (0,0)7.

b) Man iiberpriife, ob f beziiglich der Maximumnorm auf D := {(x, y)T € R? |
|[x] <1 A |y] <1} eine kontrahierende Selbstabbildung ist.

¢) Ausgehend vom Startwert (xy, ¥o) = (1, 1) fithre man drei Schritte des Fix-
punktverfahrens durch und verschaffe sich auflerdem einen Uberblick iiber
alle Fixpunkte durch Losen der Fixpunktgleichung.

Aufgabe A17.4.2
Man berechne das Taylor-Polynom 2. Grades zum Entwicklungspunkt (x,, ¥4, o)
= (7, 71, 0) der folgenden Funktion f(x, y,z) = sin(y — x) + e* =722,

Klausuraufgabe A17.4.3
Man bestimme fiir die Funktion f(x,y) =1+1In <f:_§) die Taylor-Polynome

T, (x, ¥; %9, ¥o) und Ty(x, ¥; %, ¥o) zum Entwicklungspunkt (x,, yo) = (1, 0).

Klausuraufgabe A17.4.4
Gegeben sei die durch f(x, y) = e’ +7” definierte Funktion. Man bestimme das
Taylor-Polynom zweiten Grades zum Entwicklungspunkt (x,, y4) = (0, 0).

Klausuraufgabe A17.4.5
Fiir die durch f(x, y) = e*” definierte Funktion berechne man das Taylor-Poly-
nom 2. Grades zum Entwicklungspunkt (x4, y5) = (2, 0).
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Aufgabe A17.4.6
Man berechne das Taylor-Polynom T5(x;°) dritten Grades fiir die Funktion
f(x, y) = cosx sin ye*~¥ zum Entwicklungspunkt x° = (0, 0)”

a) unter Verwendung des Satzes von Taylor,
b) mit Hilfe der Taylor-Reihen der verwendeten elementaren Funktionen in ei-
ner Dimension.

Aufgabe A17.4.7
Gegeben sei die Funktion f(x, y) = 2x% — 5x2 + 3xy — 292 4+ 9x — 9y — 9.

a) Man berechne das Taylor-Polynom dritten Grades von f zum Entwicklungs-
punkt (xg, ¥o) = (1, —1).

b) Man gebe eine obere Schranke an nach der Restgliedformel von Lagrange fiir
den Abstand im Nullpunkt zwischen der Funktion und der Tangentialebene
im Entwicklungspunkt (x,, y,) und vergleiche diese mit dem tatsdchlichen
Abstand.

Aufgabe A17.4.8
Gegeben sei die Funktion f(x, y) = sinx sin y + cos y.

a) Man zeichne die Funktion im Bereich [—27, 271] X [—271, 271].

b) Man berechne das Taylor-Polynom 3.Grades von f im Entwicklungspunkt
(%9, ¥o) = (0, 0) unter Verwendung des Satzes von Taylor.

¢) Man ermittle das Taylor-Polynom 3.Grades unter Verwendung der bekannten
Reihenentwicklungen von sin und cos in einer Verdnderlichen.

d) Man schitze den Fehler, der dadurch entsteht, wenn man 7’5 anstelle von f
verwendet, im Rechteck [—/2, /2] X [, 7] nach oben ab.

Klausuraufgabe A17.4.9

Fiir die durch f(x, y) = (x + 1)> + xsin(x + y) definierte Funktion berechne
man das Taylor-Polynom 2. Grades zum Entwicklungspunkt (x,, y) = (0, 7)
und schitze den Fehler, der dadurch entsteht, wenn man 7, anstelle von f im
Punkt (¢, y) = (71, m) verwendet, nach oben ab.



A18

Anwendungen der Differentialrechnung

A18.1 Extrema von Funktionen mehrerer Variabler

Aufgabe A18.1.1
Man berechne alle stationdren Punkte der folgenden Funktionen und klassifiziere
diese:

a) fx,y)=xy+x—-2y—-2,

b) f(x, y) =x2y? +4x?y — 2xy> +4x® — 8xy + y> — Sx + 4y + 4,
Q) fx,y) =4t =2 —y?,

d) fx,92)=—-Inx>+y>+2z2+1).

Aufgabe A18.1.2
Man zeichne folgende Funktionen, berechne jeweils alle stationdren Punkte und
klassifiziere diese:

a) fx, ) =x+y"—»2,
b) f(x,y)=sinxsiny,
o f(x,9)=x2In(|y| +1),

d) [0 ) =2+ 5 — 2T+ D).

Aufgabe A18.1.3
Gegeben sei die Funktion f(x, y) = 12x% — 72?2y + »2.

a) Man berechne alle stationdren Punkte von f.

b) Man versuche die hinreichende Bedingung zur Klassifikation der stationéren
Punkte anzuwenden.

¢) Man weise nach, dass f im Ursprung lings jeder Geraden durch Null ein
lokales Minimum besitzt.

d) Besitzt f auch lings jeder Parabel y = ax?> mit a € R ein Minimum im Ur-
sprung?

e) Man zeichne die Funktion.

Klausuraufgabe A18.1.4

a) Man berechne das Taylor-Polynom 7, (x; x°) zweiten Grades fiir die Funktion
f(x,y) = (2x —3y)-sin(3x —2y) zum Entwicklungspunkt x° = (0, 0)7.

b) Man ermittle die Extrema der Funktion f(x, y) = 2x3 — 3xy + 293 — 3.

Mathematik in den Ingenieur- und Naturwissenschaften 2, Aufgaben und Losungen, 5. Aufl.
Rainer Ansorge, Hans Oberle, Kai Rothe und Thomas Sonar.
©2020 Wiley-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA. Published 2020 by Wiley-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA.
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Klausuraufgabe A18.1.5
Gegeben sei die durch

_O0=DE+D)? D
B 2 2

f(x,9) 2

definierte Funktion.

a) Man bestimme alle stationdren Punkte von f und klassifiziere sie.

b) Fiir die durch f(x, y) = 0 definierte Hohenlinie bestimme man alle Punkte
mit horizontaler Tangente.

¢) Fir den Punkt P = (-1, -3) gilt f(—1,-3) = 0. Man iiberpriife, ob sich die
Losungsmenge von f(x, y) = 0 in einer Umgebung von P eindeutig durch
eine C!-Funktion y(x) bzw. x(y) darstellen lasst.

Klausuraufgabe A18.1.6
Man berechne und klassifiziere alle stationdren Punkte der Funktionen:

1 11
a) f(x,y)=§xy+;—;, b) f(x,y) =a>+y* =%,

o) f(x, ) =2x>—3x% —12x + 8y — 4y* .
Klausuraufgabe A18.1.7
Gegeben sei die Funktion f mit f(x, y) = 2x% — x* + cosh(y — 1).

a) Man berechne fiir f alle stationdren Punkte und klassifiziere diese.

b) Man berechne das Taylor-Polynom 2.Grades von f im Entwicklungspunkt
(1, 1) und schitze den Betrag des Fehlers, der dadurch entsteht, wenn man
T, anstelle von f verwendet, im Rechteck [0, 1] X [0, 1] nach oben ab.

A18.2 Implizit definierte Funktionen

Aufgabe A18.2.1
Gegeben sei die Funktion

&, y) =23 —3xy +3xy> — y> + 2% —dxy +2y* —2x - 2.

a) Welche der folgenden Punkte liegen auf der Hohenlinie f(x, y) = 0:

(» ¥o) = (=1,1), (xl,y1)=§(—1,1), () ¥5) = (=1,0)?

b) Man tiberpriife, ob sich die Hohenlinie f(x, y) = 0 in den Punkten aus a), die
auf ihr liegen, durch eine C!-Funktion parametrisieren lisst und berechne
gegebenenfalls den Winkel o € [O, '21] zwischen der Tangente der parametri-
sierten Hohenlinie in diesen Punkten und der x-Achse.

¢) Man erstelle einen Hohenlinienplot von f im Bereich
[-1,1,-0,4] x [-0,2,1,1].



A18.2 Implizit definierte Funktionen

Aufgabe A18.2.2
Gegeben sei das nichtlineare Gleichungssystem:

2+ )2 +22—6y/x2 + 2 +8 0
gx, y,2) = ) ) ) = .
X+ y*+2z-—-2x—6y+8 0
a) Man zeige, dass g(0, 3, 1) = 0 gilt.
b) Man tberpriife mit Hilfe des Satzes tiber implizite Funktionen, ob sich die
Gleichung g(x, y, z) = 0 im Punkte (0, 3, 1) lokal nach x und y oder nach x

und z oder nach y und z aufldsen lasst und fithre gegebenenfalls diese Auf-
l6sung durch.

Aufgabe A18.2.3

a) Man beweise die lokale Auflosbarkeit von x> — 2xy — y2 —2x +2y +2 =0
nach x in einer Umgebung von (x, y,) = (3, 1) und berechne /4’(1) und 4" (1)
fir die implizit definierte Funktion x = h(y).

b) Man berechne explizit die Funktion /4(y) aus a), gebe deren maximalen Defi-
nitionsbereich an und bestétige die berechneten Ableitungswerte.

Aufgabe A18.2.4
Gegeben sei die Funktion /#: R?® — R mit

h(x,y,2) =2 —x> — y* + 2x + 4y — 6z +4.

a) Man iberpriife, ob die Niveaumenge /(x, ¥, z) = ¢, die durch den Punkt
(1,2, 2) festgelegt wird, in der Umgebung dieses Punktes eine glatte Fldche
bildet.

b) Man lose obige Gleichung gegebenenfalls nach einer der Variablen auf, um
die Flache explizit anzugeben.

¢) Man gebe im Punkt (1, 2, 2) die Tangentialebene beziiglich der Flache aus a)
in Parameterform an.

d) Man zeichne die Fliche mit Tangentialebene.

Aufgabe A18.2.5
Durch (x2 + y2)? — y(3x% — y?) = 0 ist eine Kurve implizit gegeben. Man bestim-
me

die Symmetrien der Kurve,

die Kurvenpunkte mit horizontaler Tangente,

die singuldren Punkte der Kurve,

die Schnittpunkte der Kurve mit der Geraden y = x und die Kurvensteigung
in diesen Punkten.

a
b
c
d

~

Klausuraufgabe A18.2.6
Gegeben sei die Niveaumenge g(x, y) = x> + y2 =6y +5 = 0.

a) Man bestimme die Symmetrien der Niveaumenge.

b) Man berechne die Punkte mit vertikaler Tangente.

¢) Fir den Punkt P = (0, 1) gilt g(0, 1) = 0. Man tberpriife, ob sich die Niveau-
menge in einer Umgebung von P eindeutig durch eine C!-Funktion y(x) oder
x(y) darstellen lésst.

11
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A18.3 Extremalprobleme mit Nebenbedingungen

Aufgabe A18.3.1

a) Man bestimme mit Hilfe der Lagrange-Multiplikatorenregel diejenigen Punk-
te auf dem Kreisrand x? + y2 — 2x + 2y + 1 = 0, die vom Punkt (=1, 1) den
kleinsten bzw. den grofiten Abstand haben und gebe die Abstidnde an.

b) Man bestimme die Punkte aus a) mit Hilfe geometrischer Uberlegungen.

Aufgabe A18.3.2
Man bestimme absolutes Minimum und Maximum der Funktion f(x, ¥, z) = x>
auf dem Schnitt der Kugeloberfliche x? + y? + z2 = 1 mit der Ebene z = x.

Aufgabe A18.3.3

Man bestimme absolutes Minimum und Maximum der Funktion f(x, y, z) = x+
y + z auf dem Schnitt der Kugeloberfliche x> + y? + z> = 3 mit der Ebene x +
y — 2z = 0 mit Hilfe der Lagrange-Multiplikatorenregel.

Klausuraufgabe A18.3.4
Gegeben sei die durch f(x, y) = e*’+7” definierte Funktion. Man bestimme und

Klassifiziere alle Extrema von f unter der Nebenbedingung g(x, y) := 2(x — 1)? +
2(y+1)?-1=0.

Klausuraufgabe A18.3.5

Man berechne und klassfiziere die Extremwerte der Funktion f: R? — R mit
f(x, y) = x> + y? auf der Niveaumenge g(x, y) = x> + y> — 6y + 5 = 0 unter
Verwendung der Lagrange-Multiplikatorenregel.

Klausuraufgabe A18.3.6
Man bestimme und klassifiziere die lokalen Extremavon f(x, y) = x* —2(y + 1)

a) mit Hilfe der Lagrange-Multiplikatorenregel auf der Menge

M=4 (" )er|2+rayr=1},
y
b) aufderMengeZ:{(x>elR2 x2+4y2§1}.
y

Klausuraufgabe A18.3.7 xy y2
Man bestimme die lokalen Extrema der Funktion f(x, y) = x*

-+ — X
auf der Menge
2
5 )
+=<1;.
ERs }

()=

Zur Untersuchung der Funktion auf dem Rand von E verwende man die La-
grange-Multiplikatorenregel.




A18.4 Das Newton-Verfahren

A18.4 Das Newton-Verfahren

Aufgabe A18.4.1
Zur Berechnung eines Extremums der Funktion

f@ ) =-D+2x - D2(y+ D2+ (y+ D =2 - 1> = 2(y +1)> + 1
soll das Newton-Verfahren auf

E(x,y) = (grad f(x, y)" =0
angewendet werden.

a) Man berechne F(x, y) und die Jacobi-Matrix JF(x, y).

b) Man stelle das Newton-Verfahren auf und starte es mit #° = (1,21, —1,15)7.
Als Abbruchkriterium verwende man |lx*t! — xklloo <1074

¢) Man Klassifiziere das gefundene Extremum.

d) Man erstelle einen Funktionsplot von f im Bereich [-0.2, 2,2] X [-2.2, 0,2].

Aufgabe A18.4.2
Man zeige, dass das Newton-Verfahren

& = k- (JF @)D

zur Bestimmung einer Nullstelle von f'(x) gegeniiber Umskalierungen der Form:

a) h(y)= f(Ay),
b) gx) =B f(x)

invariant ist. Dabei seien A und B reguldre Matrizen.
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A19

Integralrechnung mehrerer Variabler

A19.1 Bereichsintegrale
Aufgabe A19.1.1
Mit Q :=[1, 2] X [0, 2] berechne man fiir die Funktion
f:Q-oR, f(x,y)=x-2y+3
a) die Riemannsche Unter- und Obersumme zu folgender Zerlegung Z von Q
Qi ;=[1+G—1/m1+i/nx[2(~V)/n2j/n), ij=1,....n
b) und das Integral von f tiber Q nach dem Satz von Fubini.

Aufgabe A19.1.2
a) Man zeige, dass fiir die Funktion /: [a, b] X [c, d] —» R mit (x, y) — h(x, y) :=
f(x) - g(y) mit stetigen Funktionen f: [a, b] - Rund g: [c, d] - R gilt:

bd d
IJ h(x, y)dydx_J Sx)dx - J g dy.

/2

b) Man berechne

O =

J sinh x cos y dy dx.
0

Aufgabe A19.1.3
Man berechne die folgenden Integrale:

0 2
a) (x+1)2+ydxdy und Jj(x+1)2+ydydx,
11
2 1 21 2 1
+y+ +y+
Ldxdy und JJ ldydx,
Xy +x xy+x
20

9) xy —x* 4+ ydxdy,

o

=
L%wo%w’—‘%w
O%MN%“’,L%O
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1

4
” (x+ 92 dydz.
00

Aufgabe A19.1.4
Man berechne die folgenden Integrale:

a) | e77d(x,y), A=1[0,In2]x[0,In3],
A
(g2

b) = d(x,y), B=][1,e]x][0,1],
B

¢ | 4x—ydx,y), C=][0,1]1%x[-1,2],
¢

d) | cos(x+ y)d(x,y), D= [0, %] x [0, ],
D

e) Coiy dx, y), E=10,2]x [0, g] .
E

Aufgabe A19.1.5
Man berechne die folgenden Integrale:

a) | xy+efdx, 5,2, A=1[0,1]x[0,2]%[0,ln2]
A

b) 2% +e? — Ay, B=[-12x[0,11x[0,e~1],
B

¢ | Inx+ yzez d(x, y,2), C= (1,213,
c

d) | Vx+y+zdx 52, D=[0,11x[0,1]1x[0,1].
D

Aufgabe A19.1.6
Man beschreibe die folgenden Mengen durch Normalbereiche:

den Halbkreis H: x> + y> <1, x <y,

das durch ||#||,, < 4 mit x € R? gegebene Quadrat Q,

die von der Hohenlinie x%/3 + y%/3 = 4 eingeschlossene Astroide A,

die von der Hohenlinie (x% + y)? —x? + y? = 0 eingeschlossene Lemniskate L,
das durch x% + 4y% + 922 < 1 gegebene Ellipsoid E,
dendurchdieFlichenx+1=0, x—1=0, y?+2z%=1berandeten Zylinder Z.

a)

b)

<)

d)
e)
f)

Aufgabe A19.1.7

Man skizziere den durch x = 0 und x + y? = 4 eingeschlossenen Bereich P und

berechne [ [, y*d(x, y) indem zuerst nach y und dann nach x integriert wird
und indem zuerst nach x und dann nach y integriert wird.



