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Vorwort zur zweiten Auflage

Inhaltliche Neuerungen

Die vorliegende zweite Auflage ist eine iiberarbeitete, verbesserte und erweiter-
te Ausgabe der ersten Auflage, die Ende 2014 im Pro Business Verlag Berlin
erschienen ist. Der Wechsel zum Springer Verlag wurde notwendig, da der Pro
Business Verlag im Februar 2020 Insolvenz angemeldet hat.

Der Aufbau des Buches ist im Wesentlichen gleich geblieben. Erweitert wur-
de der Inhalt um drei Kapitel. In Kap. 10 wird als Abschluss des Teils iiber
die Tensorrechnung im euklidischen Raum der allgemeine Trégheitstensor im
Dreidimensionalen besprochen. In den Kap. 25 und 26 werden weitere An-
wendungen der Allgemeinen Relativitédtstheorie auf Objekte auferhalb unseres
Sonnensystems vorgestellt. In Kap. 25 behandeln wir das Thema ,Gravitations-
wellen”, das durch die erstmalig erfolgreiche Messung von Gravitationswellen
auf der Erde im Jahr 2015 (bekannt gegeben im Februar 2016, geehrt durch
den Physik-Nobelpreis 2017) in den letzten Jahren grofe Aufmerksambkeit er-
langt hat. In Kap. 26 begeben wir uns in das Innere eines Sterns, untersuchen
das Gleichgewicht zwischen Druck und Gravitation und leiten die sogenannte
Jinnere” Schwarzschild-Losung her. Diese beiden Kapitel haben wir gemeinsam
mit Kap. 27 iiber statische kugelsymmetrische Schwarze Locher in einem neuen
Teil V zusammengefasst.

Danksagung

Herzlich bedanken mdochte ich mich bei allen Lesern der ersten Auflage, die
Kontakt mit mir aufgenommen und mich auf Verbesserungen und Ungereimt-
heiten aufmerksam gemacht haben. Durch ihre Beitrdge und Hinweise wurde
die vorliegende zweite Auflage ausfiihrlicher, verstdndlicher sowie fehlerberei-
nigt, und die auf meiner Homepage veroffentlichte Errata-Liste der ersten Auf-
lage ist obsolet geworden. Mein Dank geht auch an den Springer-Verlag, hier
insbesondere an Dr. Lisa Edelhduser und Stella Schmoll fiir die wiederum her-
vorragende Zusammenarbeit.

Obwohl ich mich sehr darum bemiiht habe, das Buch fehlerfrei zu gestalten,
wird es vermutlich einige (hoffentlich wenige) fehlerhafte Stellen im Text geben.
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Die moglichen Fehlerstellen und die dazugehorigen Richtigstellungen sind in ei-
ner Errataliste auf meiner Homepage http://www.michael-ruhrlaender.de
einsehbar. Dort werde ich auch etwaige Zusatzmaterialien zum Buch veroffent-

lichen.
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Uber dieses Buch

Albert Einstein hat die Allgemeine Relativitidtstheorie (ART), seine Theo-
rie der Schwerkraft, 1915 erstmals veroffentlicht. Zu seiner Zeit und auch heute
noch gilt die ART insbesondere wegen der mathematisch anspruchsvollen Dar-
stellungen als schwer verstehbar. Zwar ist es schon lange nicht mehr so, wie
man es anekdotisch dem britischen Astronomen Sir Arthur Stanley Edding-
ton zuschreibt, der in den 1920-er Jahren auf die Frage eines Journalisten,
ob es richtig sei, dass es nur drei Menschen auf der Welt gébe, die die Allge-
meine Relativitatstheorie verstanden hétten, mit der Gegenfrage: ,Wer ist der
dritte?” geantwortet haben soll. Heute ist die ART eine Standardvorlesung in
einem Physikstudium, allerdings wird sie iiblicherweise erst im Haupt- bzw.
Masterstudium angeboten. Das heifst, diejenigen, die sich erstmals mit der
ART auseinandersetzen, sind im Regelfall fortgeschrittene Physikstudenten,
die schon fiinf bis sechs Semester lang studiert haben und dabei die Grund-
gebiete der Physik (Mechanik, Elektrodynamik, Spezielle Relativitétstheorie,
Quantenmechanik und Statistische Physik) gelernt sowie die dafiir benétigten
mathematischen Kenntnisse aufgebaut haben. Und das ist auch der Grund da-
fiir, dass die allermeisten Lehrbiicher iiber die Allgemeine Relativitdtstheorie
nur fiir Leser verstehbar sind, die dieses Vorwissen in Physik und Mathematik
bereits erworben haben.

Hier wird ein komplett anderer Ansatz gewahlt. An physikalischen und ma-
thematischen Vorkenntnissen wird als Minimum nur das vorausgesetzt, was
man in der Oberstufe von Gymnasien bzw. in Fachoberschulen lernt. Alles,
was zum Verstdndnis der Allgemeinen Relativitétstheorie an weiterem Wissen
erforderlich ist, wird behutsam und detailliert eingefiihrt. Mit geniigend Lern-
willen und Durchhaltevermégen kénnen auch diejenigen naturwissenschaftlich
Interessierten die Inhalte des Buches verstehen, die keinen Leistungskurs in
Physik oder Mathematik absolviert haben bzw. deren Schulzeit schon weiter
zuriickliegt. Auch Physikstudenten, die sich erstmals mit der ART beschéfti-
gen, finden hier einen leichten und ausfiihrlich beschriebenen Zugang in die
Thematik.

Das Buch bietet den einfachsten moglichen Einstieg in die quantitative ART,
d.h., es beschreibt die Theorie auch in ihrer mathematischen Formulierung,
also in einer Form dhnlich der, in der Einstein sie veroffentlicht hat. Der Leser
muss sich daher mit einer ganzen Reihe von physikalischen Phédnomenen und
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Uber dieses Buch

mathematischen Techniken auseinandersetzen, um dahin zu gelangen, dass er
die Inhalte von Einsteins Gravitationstheorie auch formelméfig versteht.

Entstehung

Der Autor ist kein ausgewiesener Experte der ART, also keiner, der - wie die
meisten Autoren von Biichern iiber die Relativitatstheorie - damit aufwarten
kann, dass er die Inhalte der Theorie in einer Reihe von Jahren in Vorlesungen
an Universitdten vermittelt hat. Ich bin zwar studierter Mathematiker, habe
mich aber nach Studium und Promotion fiir einen beruflichen Weg aufserhalb
von Universitdten entschieden und dann knapp 30 Jahre lang ,in der Industrie”
gearbeitet, und zwar in Arbeitsgebieten, die nichts mit Physik oder hoéherer
Mathematik zu tun hatten. Was mich allerdings mein ganzes berufliches Leben
begleitet, ist das Interesse an naturwissenschaftlichen, speziell physikalischen
Fragestellungen.

Und so ist dieses Werk entstanden, weil ich mich im fortgeschrittenen Alter
noch einmal intensiv mit der Einstein’schen Allgemeinen Relativitéitstheorie
beschéftigen wollte. Ich wollte diese Theorie in einer Tiefe verstehen, die iiber
einen populdrwissenschaftlichen Rahmen hinausgeht. Also habe ich mich auf
die Suche nach fiir mich geeigneter Literatur begeben, musste aber schnell fest-
stellen, dass es bislang zwei vollig verschiedene Ansétze zur Vermittlung der
Inhalte der Theorie gibt. Zum einen existiert eine Vielzahl von Biichern und Ar-
tikeln, die in Alltagssprache versuchen, die grundlegenden Ideen und Konzepte
sowie mogliche Folgen der Theorie darzustellen. Diese Erklarungsansétze kom-
men in der Regel ohne Formeln aus, bleiben also qualitativ beschreibend, sind
aber zum Teil sehr gut darin, die physikalischen Hintergriinde und moglichen
Anwendungsbereiche zu vermitteln. Die andere Kategorie bilden jene Lehrbii-
cher und Fachaufsétze, die man als fortgeschrittener Physikstudent parallel zu
den Vorlesungen zur Hand nimmt und durcharbeitet. Diese Lehrbiicher sind
oftmals in einer ,modernen”, sehr abstrakten Formelsprache formuliert und wa-
ren fiir mich anfangs iiberwiegend unverstindlich. Mit anderen Worten: Es gab
fiir mich kein geeignetes Buch, das ich hernehmen konnte, um im Selbststudi-
um die Allgemeine Relativitidtstheorie auch quantitativ zu durchdringen. Ich
war darauf angewiesen, aus einer Vielzahl unterschiedlicher Lektiiren, die aus
populédrwissenschaftlichen Darstellungen, aus meist englischsprachigen physi-
kalischen Lehrbiichern sowie aus im Internet verfiigharen Vorlesungsskripten
und Lehrmaterialien bestanden, die fiir mich passenden Passagen herauszusu-
chen und durchzuarbeiten. Daneben habe ich als Gasthorer Vorlesungen zur
Relativitdtstheorie besucht und dadurch mein angelesenes Wissen weiter aus-
gebaut.
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Gegenstand

Das vorliegende Buch soll den von mir beschrittenen Weg zur Aneignung der
grundlegenden Inhalte der Allgemeinen Relativitdtstheorie deutlich abkiirzen
und die bestehende Liicke zwischen den populdrwissenschaftlichen und den
,hochwissenschaftlichen” Darstellungen schliefien.

Da ich seit einigen Jahren an einer Fachhochschule Mathematik fiir angehen-
de Ingenieure lehre, weifs ich ziemlich genau, welche physikalischen und mathe-
matischen Vorkenntnisse jemand mitbringt, der ein solches Studium anféangt.
Und daher war es mein Bestreben, das Niveau so zu wahlen, dass Menschen
mit dhnlichem Wissensstand dort andocken kénnen, wo das Buch anféangt.
Trotzdem sei darauf hingewiesen, dass das Durchlesen/Durcharbeiten fiir die
allermeisten Leser sehr anstrengend sein wird, auch wenn die Anfangsvoraus-
setzungen eher gering sind. Denn das Buch nimmt ziigig Fahrt auf und dringt
schnell in Bereiche ein, die normalerweise in der Schule nicht mehr behandelt
werden.

Gegenstand

Dieses Buch beschiftigt sich mit der Schwerkraft, auch Gravitationskraft
genannt. Die Schwerkraft ist eine der vier sogenannten physikalischen Fun-
damentalkrifte (neben der Schwerkraft sind das die elektromagnetische
Kraft sowie die schwache und starke Kernkraft) und zeichnet sich dadurch
aus, dass sie iiberall gegenwértig ist, d.h., man kann die Schwerkraft nicht aus-
schalten. Sie sorgt dafiir, dass sich Galaxienhaufen bilden, dass die Sterne in
unserer Milchstrafse nicht auseinanderfliegen, dass die Planeten um die Sonne
und der Mond um die Erde kreisen, dass der Apfel vom Baum fallt usw.

Was hat die Schwerkraft mit der Relativitdtstheorie zu tun? Sie wissen viel-
leicht schon, dass es zwei grundverschiedene Relativitdtstheorien gibt, die beide
von Einstein entwickelt wurden. Die sogenannte Spezielle Relativitatstheo-
rie (SRT), die Einstein 1905 veroffentlichte, raumt auf mit unserem intuitiven,
dem gesunden Menschenverstand folgenden Verstédndnis von Raum und Zeit.
Sie ist - wie wir in Teil III darstellen werden - in der mathematischen Formu-
lierung in ihren grundlegenden Konzepten auf Mittelstufenniveau versténdlich.
Trotzdem erfordert sie ein komplettes, der normalen Anschauung entgegen ge-
richtetes Umdenken iiber die Zeit und den Raum und ist wahrscheinlich eher
aus diesem Grunde vielen Menschen bis heute unverstandlich geblieben.

Die Allgemeine Relativitdtstheorie baut auf zwei Fundamenten auf. Zum
einen ist das die sogenannte Newton’sche Gravitationstheorie, die schon
im 17. Jahrhundert von Isaac Newton entwickelt wurde und in den darauf
folgenden Jahrhunderten die Grundlage fiir alle himmelsmechanischen Berech-
nungen (z.B. Umlaufbahnen der Planeten, Entdeckung neuer Planeten) und fiir
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Uber dieses Buch

erdbezogene Phénomene (z.B. Sonnen- und Mondfinsternisse, Entstehung der
Gezeiten, Jahreszeitenwechsel) darstellte. Zum anderen baut die ART auf der
Speziellen Relativitatstheorie auf, ist aber in einer mathematischen Sprache
formuliert, die es bislang verhinderte, dass sie einem groferen Interessenten-
kreis zugénglich gemacht werden konnte.

Das Buch folgt in seiner Diktion dem Ansatz eines Lehrbuches, da es den
Anspruch hat, quantitative Aussagen zur Allgemeinen Relativitdtstheorie zu
machen. Deswegen finden sich auch viele mathematische Ausdriicke in den ein-
zelnen Kapiteln, was bestimmt den einen oder anderen Leser zundchst abschre-
cken mag. Aber, und das sei betont, in diesem Buch wird immer der leichteste,
damit oftmals ldngere Weg gewahlt, der langsam und geméchlich in die trotz-
dem nicht zu unterschéitzenden Hohen fiihrt. Steilere Passagen und sonstige
mogliche Abkiirzungen, die in der Regel eine weiter ausgebildete Klettertech-
nik (sprich hohere Mathematik) erfordern, werden immer dort vermieden, wo
es einen leichter gdngigen Umweg gibt.

Grundsétzlich lassen wir uns in diesem Buch von den physikalischen Phé-
nomenen leiten, versuchen also immer zunéchst den physikalischen Inhalt zu
verstehen, um dann im néchsten Schritt die entsprechenden mathematischen
Darstellungen herauszuarbeiten. Bei der Herleitung der Formeln verfolgen wir
den Anspruch, dass jeder Schritt verstandlich ist, d.h., es wird ausfiihrlich und
detailliert dargestellt, wie sich Schlussfolgerungen und Umformungen ergeben.
Schlieflich interpretieren wir die in den abgeleiteten Formeln steckenden Infor-
mationen nochmals physikalisch, sodass sich ein weiter vertieftes Verstindnis
flir den Zusammenhang von physikalischen Inhalten und mathematischen Dar-
stellungen aufbauen kann.

Adressaten

Fiir welchen Leserkreis ist dieses Buch geschrieben? Nun, das sind Menschen,
die ein grundsétzliches Interesse an naturwissenschaftlichen, speziell physikali-
schen Fragen haben und die sich ,in eine Sache verbeifsen” konnen, die also eine
grofse Leistungsbereitschaft und ein betrichtliches Durchhaltevermoégen besit-
zen. Also z.B. Schiiler, die beabsichtigen, ein naturwissenschaftliches oder tech-
nisches Studium aufzunehmen, oder Studenten mit anderen Fachrichtungen als
Physik. Insbesondere aber auch Physikstudenten, die sich erstmals mit der All-
gemeinen Relativitédtstheorie auseinandersetzen und einen einfachen Einstieg
dafiir suchen. Oder, wie ich selbst, Menschen, die in ihrer Jugend vielleicht
Ingenieurwissenschaft, Chemie, Mathematik o.A. studiert haben und die Be-
schiftigung mit der Physik als ihr Hobby ansehen.
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Voraussetzungen

Voraussetzungen

Kommen wir nun zur Frage, was denn einer mitbringen muss, um unserem An-
satz, der natiirlich auch nicht ,bei Adam und Eva” anfangen kann, folgen zu
kénnen. Von der Relativitéitstheorie, auch von der Speziellen, muss man nichts
wissen. Alles, was zum Verstdndnis der Allgemeinen Relativitidtstheorie aus
der Speziellen notwendig ist, wird in diesem Buch ausfiihrlich dargestellt. Da
die Allgemeine Relativitdtstheorie eine Erweiterung der Newton’schen Theo-
rie liber die Schwerkraft ist, ist es sehr hilfreich, wenn Grundkenntnisse aus
der klassischen Newton’schen Mechanik (z.B. Energie, Gravitationsgesetz, Pla-
netenbahnen) vorhanden sind bzw. schnell wieder reaktiviert werden kénnen.
Sollten Sie iiber die klassische Mechanik keinerlei Kenntnisse haben, so miissen
Sie nicht unbedingt auf andere Biicher zuriickgreifen. Denn in den Anfangska-
piteln dieses Buches werden die grundlegenden Begriffe und Konzepte aus der
Newton’schen Theorie, sofern sie fiir das weitere Verstandnis notwendig sind,
dargestellt. Mit anderen Worten: Physikalische Grundkenntnisse sind hilfreich,
aber nicht zwingend erforderlich.

Etwas anders verhélt es sich mit den Vorkenntnissen in der Mathematik.
Notwendig ist ein Wissensstand, der etwa dem mittleren Oberstufenniveau ei-
nes Gymnasiums bzw. einer Fachoberschule entspricht. Es wird vorausgesetzt,
dass Sie Kenntnisse iiber Bruchrechnung, Potenzen, Wurzeln, Logarithmen,
Losen von Gleichungen sowie einfache Geometrie und trigonometrische Funk-
tionen (Sinus, Kosinus, Tangens usw.) haben. Dariiber hinaus wiére es sehr
hilfreich, wenn Sie wissen oder sich parallel schnell aneignen, wie man Grenz-
werte von Funktionen berechnet, Funktionen in einer Variablen differenziert
und integriert und welche Gesetze zur Differenzial- und Integralrechnung es
gibt. Aus der Geometrie bzw. Linearen Algebra sollten Kenntnisse vorhanden
sein, etwa wie man mit Vektoren im Raum rechnet, was Skalar- und Vektor-
produkte, Matrizen sowie Determinanten sind und wie man damit rechnet.
Aber auch fiir die mathematischen Voraussetzungen gilt das oben Gesagte:
Alle mathematischen Grundlagen, die iiber das gerade als notwendig Bezeich-
nete hinausgehen, werden in diesem Buch, wenn auch kurz, dargestellt, sodass
Sie grundsétzlich kein anderes Mathematikbuch zur Hand nehmen miissen.
Dariiber hinaus finden Sie im Anhang (Kap. 29) diejenigen mathematischen
Formeln und physikalischen Gesetze, die in diesem Buch zwar benutzt, aber
nicht ausfiihrlich hergeleitet oder erklart werden, d.h., in diesem Anhang ste-
hen die Dinge, die Sie ,eigentlich” schon mitbringen sollten. Natiirlich bleibt
es Thnen unbenommen, sich sowohl in die Physik wie auch in die Mathema-
tik tiefer einzuarbeiten. Dazu gibt es jeweils am Ende der einzelnen Teile des
Buches zu den angesprochenen Themen dedizierte Literaturempfehlungen, die
auch alle im Literaturverzeichnis am Ende des Buches zu finden sind.
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Uber dieses Buch

Titel

Der Titel des Buches ,Aufstieg zu den Einsteingleichungen” ist bewusst ge-
wéahlt. Wir haben einen anstrengenden und langen Weg vor uns, der in Etap-
pen aufgeteilt ist, die man erreichen muss, um dem jeweils ndchsten Abschnitt
folgen zu kénnen. Man kann das Buch also nicht punktuell oder abschnittsweise
lesen (es sei denn, man hat schon gute Kenntnisse iiber unseren Gegenstand).
Es ist also so wie bei einer Bergbesteigung: Zun#chst muss das Basislager
(Newton’sche Mechanik) erreicht werden. Im Basislager werden neue Kletter-
techniken (Vektor- und Tensorrechnung) gelernt und eingeiibt, die dann zum
Aufstieg ins Zwischenlager (Spezielle Relativitétstheorie) benotigt werden. Im
Zwischenlager werden die Techniken perfektioniert (Ausbau der Vektor- und
Tensorrechnung), und anschliefend wird der Gipfel (Einsteingleichungen) ins
Visier genommen und erstiegen. Den Gipfel unserer Unternehmung bilden al-
so die Einsteingleichungen, in denen die Allgemeine Relativitatstheorie héchst
komprimiert zusammengefasst ist. Um im Vorhinein schon einmal einen kurzen
Blick darauf zu werfen, sie lauten

R, — %gWR =81 G T,

bestehen also aus nur wenigen Ausdriicken, und trotzdem kann man ein ganzes
Buch dariiber schreiben, um mitzuteilen, was sie letztendlich bedeuten. Wieso
eigentlich Einsteingleichungen, wo doch nur eine Gleichung da steht? Das liegt
an der komprimierten Schreibweise: Die (tiefer gestellten) Indizes p (griechi-
scher Buchstabe My) und v (griechischer Buchstabe Ny) konnen jeweils die
vier Werte p, v = t,z,y, z (was das genau bedeutet, wird spater klar werden)
annehmen. Das heifst, der Ausdruck pv steht fiir alle moglichen Kombinationen
der t,z,y, 2z, also uv = tt oder uv = tx oder puv = ty oder auch pur = zz usw.
Ausfiihrlicher geschrieben lauten die Gleichungen damit

1

Ry — o 9t R = 81GTy
1

Ry — 5 Yt R = 81GTy,
1

Rty - §gtyR = 87TGTty

1
Rzz_igzzR = 81 GT...
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Aufbau

Es gibt also zunéchst 4 - 4 = 16 einzelne Gleichungen, die aber teilweise das
Gleiche aussagen, letztlich bleiben zehn unabhéngige Gleichungen {ibrig.

Wenn wir den Gipfel erreicht haben, bleibt noch etwas Zeit, uns insbeson-
dere anzuschauen, welche quantitativen Konsequenzen die Allgemeine Relati-
vitédtstheorie hat, d.h., wo sie sich von ihrer Vorgéngerin (der Newton’schen
Gravitationstheorie) so sehr unterscheidet, dass sie beobachtete Phénomene
erkldren kann, fiir die die Newton’sche Theorie keine Antworten hat. Das ist
ein sehr weites Feld, man denke etwa an die verschiedenen kosmologischen Mo-
delle, mit denen man unser gesamtes Universum beschreiben kann, oder an die
Darstellung Schwarzer Locher oder an den Nachweis von Gravitationswellen.
Alles Themen, iiber die man wiederum ganze Biicher schreiben kann. In die-
sem Buch beschréanken wir uns im Wesentlichen auf die ,klassischen” Themen,
d.h. auf physikalische Phéanomene in unserem Sonnensystem. Wir diskutieren
die historisch fritheste Losung der Einsteingleichungen, die sogenannte (dufie-
re) Schwarzschild-Lésung, und beschreiben damit z.B. die Periheldrehung
des Merkurs, die Lichtablenkung im Schwerefeld der Sonne sowie als moderne
Anwendung die GPS-Navigation. Danach untersuchen wir einige Phédnomene
rund um die Gravitationswellen, die in den letzten Jahren stdrkere Beach-
tung gefunden haben, nachdem im Jahr 2016 die Ergebnisse der erstmaligen
Messung von Gravitationswellen auf der Erde veroffentlicht wurden. Anschlie-
flend schauen wir uns an, aufgrund welcher Mechanismen Sterne kollabieren
und wie man mithilfe der (inneren) Schwarzschild-Losung das Innere eines
Sterns beschreiben kann. In den letzten Abschnitten untersuchen wir einige Fi-
genschaften von statischen Schwarzen Lochern und gehen damit zu den wohl
riatselhaftesten Objekten im Universum.

Aufbau

Dieses Buch besteht aus sechs Teilen.

e In Teil I werden zunéchst die Grundelemente der Newton’schen Mecha-
nik (u.a. Fallgesetze, Impuls, Kraft, Arbeit und Energie, Drehbewegun-
gen) eingefiihrt. Es folgt eine ausfiihrliche Darstellung des Newton’schen
Gravitationsgesetzes inklusive der Herleitung der moglichen Bahnen von
Planeten und Kometen im Sonnensystem. Damit wird die Grundlage fiir
ein vertieftes Verstandnis der wichtigsten mit der Newton’schen Schwer-
kraft verbundenen physikalischen Phdnomene gelegt.

e In Teil IT wird die fiir das Verstdndnis der Relativitdtstheorie zwingend
notwendige Vektor- und Tensorrechnung eingefiihrt, allerdings fiir
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den einfachsten Fall der zweidimensionalen flachen Ebene. Dieser Teil ist
iiberwiegend mathematisch geprégt.

e In Teil IIT werden drei Themenbereiche behandelt. Als Erstes werden die
Phénomene der Speziellen Relativitdtstheorie mit moglichst einfachen
mathematischen Mitteln vorgestellt, danach erfolgt eine weitere Vertie-
fung der Tensorrechnung, und abschliefsend wird die neu gelernte, erwei-
terte Tensorrechnung auf die bereits erzielten Ergebnisse der SRT ange-
wendet, was zu einer neuen Formulierung der physikalischen Gesetze in

der SRT fihrt.

e Teil IV beginnt mit einer Beschreibung physikalischer Phianomene un-
ter dem Einfluss einer Gravitationswirkung, wodurch die Notwendig-
keit einer Erweiterung sowohl der Newton’schen Gravitationstheorie als
auch der Speziellen Relativitatstheorie erkennbar wird. Danach wird die
Tensorrechnung so weiterentwickelt und verallgemeinert, dass die neuen
Gesetze der Allgemeinen Relativitédtstheorie, d.h. insbesondere die Ein-
steingleichungen, formuliert werden kénnen. Abschliefend werden einige
Konsequenzen der Einstein’schen Theorie in unserem Sonnensystem be-
handelt.

e In Teil V werden einige ausgewéhlte Phanomene von kosmologischen Ob-
jekten diskutiert. Wir untersuchen, wie Gravitationswellen entstehen und
wie sie auf der Erde gemessen werden kénnen. Danach beschreiben wir
den Kollaps eines Sternes und berechnen sein inneres Gleichgewicht. Zum
Abschluss beschéftigen wir uns mit statischen Schwarzen Loéchern und
zeigen, wie man mit geschickt gewdhlten Koordinaten Aussagen {iber
das Innere eines Schwarzes Loches machen kann.

e Teil VI besteht aus einem Anhang, in dem physikalische Gesetze, mathe-
matische Formeln und Tabellen mit physikalischen Einheiten und Gro-
Kenangaben von kosmologischen Objekten zum Nachschlagen aufgelistet
sind.

Ein wichtiger Aspekt bei der Aneignung der quantitativen Beschreibung der
Allgemeinen Relativitdtstheorie besteht darin, die notwendigen (mathemati-
schen) Techniken und Darstellungsweisen zu lernen, mit deren Hilfe die physi-
kalischen Gesetze der ART formuliert sind. Wie gerade schon ausgefiihrt, spielt
dabei die Tensorrechnung eine entscheidende Rolle. Es gibt aber dariiber hin-
aus auch (meist vorgelagerte) weitere Themen aus der Mathematik, die schon
fiir die Formulierung der Newton’schen Mechanik bzw. der Speziellen Rela-
tivitdtstheorie erforderlich sind. Wir unterscheiden bei den mathematischen
Werkzeugen und Fertigkeiten zwei Kategorien:
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Pidagogische Hinweise

1. Werkzeuge und Fertigkeiten, deren Kenntnisse der Leser (eigentlich) mit-
bringen sollte, werden relativ kurz dargestellt und jeweils als nummerierte
Bemerkung mit der Uberschrift ,Mathematische Grundlagen (kurz
MG:)” eingeleitet sowie durch das Zeichen [J beendet.

2. Werkzeuge und Fertigkeiten, die neu zu erlernen und einzuiiben sind, sind
integrale Bestandteile des Buches und werden ebenfalls als nummerier-
te Bemerkung mit der Uberschrift ,Mathematische Werkzeuge (kurz
MW:)” gekennzeichnet. Sie werden detailliert hergeleitet sowie ausfiihr-
lich beschrieben und eingeiibt. Auch diese Abschnitte werden durch das
Symbol [ beendet.

Werden im Text nichthergeleitete Formeln benutzt, so wird unterstellt, dass
diese dem Leser bekannt sind. Er kann sie aber im Anhang (Kap. 29) nochmals
nachschlagen. Auch die in diesem Buch benutzten physikalischen Konstanten
(z.B die Lichtgeschwindigkeit ¢) bzw. realen physikalischen Grofen (z.B. die
Masse der Sonne in kg) sind in einem Anhang (Kap. 30) nachlesbar.

Alle mathematischen Hilfsmittel werden immer dort definiert, wo sie aus
physikalischer Sicht zum ersten Mal zum Einsatz kommen. Das hat den Vorteil,
dass die Mathematik eng bei der Physik bleibt und damit klar wird, aus welchen
physikalischen Griinden man diese oder jene Mathematik braucht. Der Nachteil
dieser Vorgehensweise liegt darin, dass dadurch die Mathematik nicht kompakt,
nicht aus einem Guss vermittelt, sondern in kleinen Happchen serviert wird.

Padagogische Hinweise

Ich habe in diesem Buch darauf verzichtet, Detailberechnungen in Anhénge
oder separate ,,Boxen” zu verschieben, da ich den Lesefluss nicht durch Hin- und
Herblattern storen wollte. Die Detailberechnungen sind also im Text integriert
und konnen unmittelbar nachvollzogen werden, wenn der Leser das mochte.
Es besteht natiirlich auch immer die Moglichkeit, die Details zu tiberspringen
und mit den nédchsten Schritten fortzufahren, auch wenn nach Ansicht des
Autors eine solche Vorgehensweise kein tiefes Verstdndnis der Gedankengéinge
und entstehenden Strukturen erzeugt. Die ausfiihrlichen Darstellungen jeder
einzelnen Berechnung sollten dem Leser, wenn er diese nachvollziehen kann,
ausreichende Sicherheit geben, dass er tiefer in den Stoff eingedrungen ist.
Auch ist es ratsam zu versuchen, die ein oder andere Herleitung von Formeln
und Gesetzen selbststdndig vorzunehmen und anschlieffend mit denen im Buch
zu vergleichen. Dieses Buch enthilt deswegen auch keine Ubungsaufgaben, an
denen der Leser tiberpriifen kann, ob er die durchgearbeiteten Teile wirklich
verstanden hat.
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Uber dieses Buch

Beim Lesen von physikalischer Literatur habe ich es immer als lastig emp-
funden, zuriickblattern zu miissen, wenn im Text auf ein sehr viel friiheres
Ergebnis, das ich nicht mehr vollstdndig parat hatte, verwiesen wurde. Des-
halb sind in diesem Buch die Verweise auf lang zuriickliegende Ergebnisse zwar
angegeben, die entsprechenden Formeln werden iiberwiegend aber auch noch
einmal an den Verweisstellen wiederholt, sodass ein Zuriickblattern zumindest
in den Fallen vermieden werden kann, wo eine Wiedererkennung des Friitheren
vorhanden ist. Wird auf einen Sachverhalt verwiesen, der im gleichen Kapitel
hergeleitet wurde, dann findet in der Regel keine Wiederholung statt, da ich
davon ausgehe, dass die Erinnerung daran noch frisch ist.

Um noch einmal auf die Analogie Bergsteigen zuriickzukommen: Auch das
Tempo spielt bei einer Bergbesteigung eine Rolle. Ein beriihmter Bergsteiger
hat einmal auf die Frage eines Journalisten, wie er denn Berge besteige, schlicht
mit Jlangsam” geantwortet. Und das sollten Sie auch beherzigen. Rechnen Sie
damit, dass Sie im Schnitt etwa zwei Seiten pro Tag lesen bzw. durcharbei-
ten konnen, d.h., dass Sie ein knappes Jahr Zeit brauchen werden, um die
Expedition erfolgreich abzuschliefien.

Physikalische Gesetze

Wenn wir im Folgenden iiber Gesetze sprechen, so ist damit, wie in den Na-
turwissenschaften iiblich, immer eine Modellaussage gemeint. Ein physikali-
sches Gesetz ist eine Hypothese dariiber, wie sich beobachtete oder auch noch
nicht beobachtbare Phinomene im Rahmen einer physikalischen Theorie erkla-
ren lassen. Physikalische Gesetze konnen also niemals den Anspruch erheben,
wahr zu sein. Man kann die Richtigkeit physikalischer Modelle nicht beweisen,
man kann die Modelle nur falsifizieren, was in der Regel durch widerspriichli-
che experimentelle Befunde geschieht. Der wissenschaftliche Fortschritt besteht
dann darin, eine Erweiterung der bisherigen Gesetze zu finden und diese dann
wiederum durch Experimente oder richtige Vorhersagen zu plausibilisieren.

Anmerkungen zur Notation

Textliche Hervorhebungen

Im Text werden neu eingefiithrte Begriffe mit fetten Buchstaben hervorgeho-
ben. Soll eine Passage besonders betont werden, so schreiben wir die relevan-
ten Worter mit schraggestellten Buchstaben. Wichtige physikalische Aussagen
werden mit einer | Box | umrandet.
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Koordinaten und Indizierung

Koordinaten und Indizierung

Die in diesem Abschnitt benutzten Begriffe und Festlegungen werden alle im
Verlauf des Buches ausfiihrlich besprochen und erlautert, d.h., dieser Abschnitt
dient eher als Nachschlagemoglichkeit denn als Definition.

e Im zweidimensionalen euklidischen Raum benutzen wir kartesische Ko-
ordinaten x,y oder alternativ Polarkoordinaten r, ¢, um einen Punkt in
der Ebene eindeutig zu identifizieren.

e Im Dreidimensionalen benutzen wir kartesische Koordinaten z,y, z, Ku-
gelkoordinaten r, 1, ¢ oder Zylinderkoordinaten r, ¢, z.

e In der vierdimensionalen Raumzeit kommt die Zeit als Koordinate hinzu
und wir benutzen kartesische Koordinaten ¢, x, y, z bzw. Kugelkoordina-
ten t, 7,17, ¢ oder auch Zylinderkoordinaten t,r, ¢, z.

Alle Koordinaten werden auch zur Indizierung von physikalischen Grofen ge-
nutzt. Zum Beispiel schreiben wir die drei Komponenten eines dreidimensiona-
len Vektors ¢ als v*, vY, v, wenn wir uns im kartesischen Koordinatensystem
befinden. Wir benutzen die abkiirzende Schreibweise v’, wenn wir eine (belie-
bige) Komponente des Vektors meinen. Die hochgestellten Buchstaben x,y, 2
und ¢ nennt man auch Indizes, die auch tiefgestellt sein kénnen. Die in der
Physik tibliche Konvention fiir Indizes besteht darin, dass man kleine lateini-
sche Buchstaben, z.B. i, j, k, fiir die Indizes x,y, z bzw. r, ¢, ¢ im Zwei- oder
Dreidimensionalen und kleine griechische Buchstaben, z.B. u,v, p fiir die In-
dizes t,x,y, z bzw. t,r, 9, ¢ in der Raumzeit wahlt. Eine beliebige kartesische
Komponente A, eines indizierten vierdimensionalen Objekts kann also ein
beliebiges Element aus folgender Auswahl sein:

{Atta Atl‘a Atyy Atm Axb Ammy Amy7 Am27 Ayta Ayra Ayy7 Aym Azh Azmy Azya Azz}

Die Koordinaten selbst kiirzen wir auch mit ¢, j, k im euklidischen Raum oder
mit p, v, p ab. Bewegt sich zum Beispiel ein Punktteilchen durch den Raum,
d.h., &ndert sich seine Position im Zeitablauf, so schreiben wir kurz i (¢), wenn
wir eine beliebige Koordinate des Teilchens zum Zeitpunkt ¢ benennen wollen.
Gleiches gilt fiir die Ableitung einer beliebigen Koordinate nach der Zeit, die
wir kurz als di/dt notieren.
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Teil 1.

Das Weltbild der Gravitation
vor Einstein



In diesem Teil gehen wir zuriick und schauen uns an, was Einsteins Vorlaufer
iiber die Gravitation herausgefunden haben. Wir tun das nicht nur aus histori-
schem Interesse, sondern auch deswegen, weil zum einen in den alten Ansétzen
schon sehr viel von dem Gedankengut drinsteckt, auf dem Einstein seine Allge-
meine Relativitdtstheorie aufgebaut hat. Zum anderen bietet die formelméafige
Beschreibung der sogenannten Newton’schen Mechanik und der frithen Gra-
vitationsgesetze gute Gelegenheit, einige der grundlegenden mathematischen
Konzepte, die wir auch in den spiteren Kapiteln immer wieder brauchen wer-
den, einzufiihren und in physikalischen Gesetzen zu verankern.

Unserem Vorgehen entsprechend enthélt der Teil I fast alle mathemati-
schen Grundlagen, aber auch schon einige neue mathematische Werk-
zeuge, die im Schulunterricht normalerweise nicht mehr behandelt werden.

Was die Gravitation angeht, so fangen wir nicht ganz von vorne an, sondern
iiberspringen die erdzentrischen Weltbilder von z.B. Aristoteles und Ptolemé-
us und starten im frithen 17. Jahrhundert. In dieser Vor-Newton’schen Zeit
gab es zwei getrennte Ansétze, die sich mit dem Phinomen der Schwerkraft
beschéftigten, ohne dass den damaligen Forschern schon bewusst war, dass es
sich um verschiedene Aspekte eines einzigen physikalischen Gesetzes handelt.
Untersucht wurden einerseits die Bewegungen der Himmelskoérper mit astro-
nomischen Beobachtungen, die durch die Erfindung des Fernrohres in damals
vollig neuer Qualitdt moglich wurden, und andererseits die Fallgesetze auf der
Erde, im Wesentlichen motiviert durch ballistische Versuche mit Kanonenku-
geln.



Check for
updates

1. Die Kepler'schen Gesetze

Nach Erfindung des Fernrohres gelang es den Astronomen, die Orte der Sonne,
des Mondes, der Planeten und der Sterne wesentlich genauer zu bestimmen.
Galileo Galilei (1564-1642) fand unter anderem vier ,planetis”, die den Jupiter
umlaufen, und interpretierte sie als Monde des Jupiters, also als ein Plane-
tensystem im Kleinen. Durch die vorliegenden Beobachtungsdaten gelang es
schlieflich Johannes Kepler (1571-1630), Gesetzmaéfigkeiten zu finden, mit de-
nen er den Stand der Planeten vorhersagen konnte. Er stellte fest, dass sich die
Planeten nicht auf Kreisbahnen, wie im kopernikanischen Weltbild postuliert,
sondern auf Ellipsenbahnen um die Sonne bewegen.

Bemerkung 1.1. MG: Ellipse 1

Y
- - \\ N
\\ N
a “""- ,L.
) P
M,

Abbildung 1.1.: Ellipse mit Halbachsen a und b

Eine Ellipse ist die Menge der (hellgrauen) Punkte in Abb. 1.1, fiir die die
Summe ihrer Distanzen zu den beiden Brennpunkten F; und F5 konstant
ist. Das heifst, fiir jeden beliebigen Punkt M auf der Ellipse ist die Summe
der gestrichelten Strecken FyM + FoM konstant. Der Abstand a von 0 bis
P wird grofse Halbachse, der Abstand b von 0 bis M; kleine Halbachse
genannt. Wir berechnen die Summe der Strecken vom Punkt P zu den beiden
Brennpunkten und erhalten

PF, + PFy = (a— 0F) + (a+ 0F) = 2a,
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1. Die Kepler’schen Gesetze

da 0F, = 0F) ist. Das heit, die Summe der Strecken jedes Punktes auf der
Ellipse zu den beiden Brennpunkten betragt stets 2a. Der Punkt M; hat den
gleichen Abstand zu den beiden Brennpunkten, d.h., es gilt

M1F1 = M1F2 = a,

wie die gepunkteten Linien in Abb. 1.1 zeigen. Wenn a und b gleich grofs sind,
dann fallen die beiden Brennpunkte zusammen und die Ellipse geht in einen
Kreis iiber. [J

Bemerkung 1.2. MG: (z,y)-Koordinatensystem

In Abb. 1.1 taucht auch erstmals ein Koordinatensystem auf, das durch
zwei senkrecht aufeinanderstehende Geraden, die man Achsen nennt, charak-
terisiert. wird.

T y-Achse
3 -
2 .
Y P =(z.1
B ; (z,y)
I
I
I
;-T x-Achse
0 1 2 3 4

Abbildung 1.2.: Punkt in (z,y)-Ebene

Die z-Achse liegt horizontal und zeigt nach rechts (was durch einen Pfeil
angedeutet wird), die y-Achse liegt vertikal und zeigt nach oben. Koordinaten-
systeme spielen bei unseren weiteren Ausfiihrungen eine grofte Rolle. Erst sie
gestatten es, zahlenméfige Berechnungen z.B. zur Lage eines Punktes durch-
zufithren. Dazu stelle man sich vor, dass die - und y-Achse in Einheiten (z.B.
km) unterteilt sind, sodass man nach Festlegung des Nullpunktes (dort, wo sich
die beiden Achsen schneiden) jeden anderen Punkt P = (x,y) der (z,y)-Ebene
(in unserem Beispiel die Umlaufebene des Planeten) durch seine Koordinaten,
das sind die Projektionen (gestrichelte Linien in Abb. 1.2) auf die z- bzw.
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