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Vorwort

Paul Erd6s erzihlte gerne von dem BUCH, in dem Gott die perfekten
Beweise fiir mathematische Sitze aufbewahrt, dem beriihmten Zitat von
G. H. Hardy entsprechend, dass es fiir hissliche Mathematik keinen dauer-
haften Platz gibt. Erd6s hat auch gesagt, dass man nicht an Gott zu glau-
ben braucht, aber dass man als Mathematiker an das BUCH glauben sollte.
Vor ein paar Jahren haben wir ihm vorgeschlagen, gemeinsam eine erste
(und sehr bescheidene) Anndherung an das BUCH aufzuschreiben. Er hat
die Idee enthusiastisch aufgenommen und sich, ganz typisch fiir ihn, sofort
an die Arbeit gemacht und Seiten iiber Seiten mit Notizen und Vorschla-
gen produziert. Unser Buch sollte urspriinglich im Mérz 1998 erscheinen,
als Geschenk zu Erd6s’ 85stem Geburtstag. Durch seinen Tod im Sommer
1996 konnte er kein Koautor werden. Stattdessen ist dieses Buch seinem
Andenken gewidmet.

Wir haben keine Definition oder Charakterisierung dafiir, was einen Beweis
zum BUCH-Beweis macht; anbieten konnen wir hier nur die Beispiele, die
wir ausgewihlt haben, in der Hoffnung, dass die Leser unseren Enthusias-
mus teilen werden iiber brillante Ideen, schlaues Vorgehen, wunderschone
Einsichten und iiberraschende Wendungen. Wir hoffen auch, dass unsere
Leser dies trotz aller Defizite in unserer Darstellung genielen kénnen. Die
Auswahl der Beweise hat Paul Erdss selbst stark beeinflusst. Er hat eine
groBBe Zahl der Themen vorgeschlagen, und viele der Beweise gehen direkt
auf ihn zuriick oder sie entstanden durch sein besonderes Talent dafiir, die | DAS BUCH*
richtige Frage zu stellen oder die richtige Vermutung zu formulieren. So

spiegelt dieses Buch in groBem Umfang das wider, was nach Paul Erdds

Beweise aus dem BUCH ausmacht.

Beschrinkt wurde unsere Auswahl von Themen dadurch, dass wir fiir die
Lektiire nicht mehr Mathematik voraussetzen wollten, als man im Grund-
studium lernt. Ein bisschen Lineare Algebra, ein bisschen Analysis und
Zahlentheorie, und ein geriittelt Maf} elementarer Konzepte und Ideen aus
der Diskreten Mathematik sollten ausreichen, um alles in diesem Buch zu
verstehen und zu genief3en.

Wir sind den vielen Menschen unendlich dankbar, die uns bei diesem
Projekt geholfen und unterstiitzt haben — unter ihnen den Studenten aus
einem Seminar, in dem eine erste Version des Buches besprochen
wurde, wie auch Benno Artmann, Stephan Brandt, Stefan Felsner, Eli Good-
man, Hans Mielke und besonders Tom Trotter. Viele Leser der englischen
Ausgabe dieses Buches haben uns geschrieben und mit ihren Anmerkun-
gen und Hinweisen die zweite englische wie auch diese deutsche Ausgabe
gefordert, unter ihnen Christian Elsholtz, Jirgen Elstrodt, Daniel Grieser,



VI

Roger Heath-Brown, Lee L. Keener, Christian Lebceuf, Hanfried Lenz,
Nicolas Puech, John Scholes, Bernulf Wei3bach, Dirk Werner und viele
andere. Mit der Technik und Gestaltung dieses Buches haben uns unter
anderem Margrit Barrett, Christian Bressler, Christoph Eyrich, Ewgenij
Gawrilow, Michael Joswig und Jorg Rambau immens geholfen. Elke Pose
danken wir fiir den Einsatz und den Enthusiasmus, mit dem sie viele vie-
le kleine verrauschte Diktierkassetten in perfektes ISTEX verwandelt hat.
Herzlichen Dank schulden wir Ruth Allewelt und Karl-Friedrich Koch vom
Springer-Verlag Heidelberg. Ganz besonderer Dank (er weill wofiir) geht
an Torsten Heldmann. Karl Heinrich Hofmann danken wir fiir die wunder-
baren Zeichnungen, mit denen wir diesen Band illustrieren diirfen, und dem
groflen Paul Erd6s fiir seine Inspiration.

Berlin, September 2001 Martin Aigner - Giinter M. Ziegler

Vorwort zur funften Auflage

Die Idee zu diesem Projekt wurde wihrend mehrerer Gespriche mit dem
unvergleichlichen Paul Erdés im Mathematischen Forschungsinstitut Ober-
wolfach geboren. Vor fast zwanzig Jahren haben wir das Buch auf dem
Internationalen Mathematiker-Kongress 1998 in Berlin présentiert, zuerst
nur auf Englisch: Damals konnten wir uns unmoglich vorstellen, welch
wunderbare und andauernde Resonanz unser Buch iiber DAS BUCH ha-
ben wiirde, mit all den herzlichen Briefen, interessanten Kommentaren und
Vorschligen, neuen Auflagen, und bis heute dreizehn Ubersetzungen. Es
ist keine Ubertreibung zu sagen, dass die Arbeit am Buch ein Teil unseres
Lebens geworden ist.

Diese fiinfte deutsche Auflage enthélt neben verschiedenen Ergidnzungen,
von denen viele von unseren Lesern vorgeschlagen wurden, auch ein ganz
neues Kapitel iiber van der Waerdens Permanenten-Vermutung.

Wir danken allen, die uns iiber all diese Jahre geholfen und ermutigt ha-
ben. Die zweite deutsche Auflage hat von besonders wertvollen Hinweisen
von David Bevan, Anders Bjorner, Dietrich Braess, John Cosgrave, Hubert
Kalf, Giinter Pickert, Alistair Sinclair und Herb Wilf profitiert. Fiir die
dritte Auflage danken wir besonders Oliver Deiser, Michael Harbeck,
Stefan Hougardy, Hendrik W. Lenstra, Giinter Rote, Carsten Schultz und
Moritz W. Schmitt fiir ihre Beitrige. Fiir die vierte Auflage sind wir Ian
Agol, France Dacar, Christopher Deninger, Michael D. Hirschhorn, Franz
Lemmermeyer, Raimund Seidel, Tord Sjodin und John M. Sullivan
dankbar fiir Ideen und Vorschlidge, sowie Christoph Eyrich, Marie-Sophie
Litz, Miriam Schloter und Jan Schneider fiir technische Hilfe. Die fiinfte
Auflage hat besonders von Hinweisen von David Benko, France Dacar,
Jan Peter Schifermeyer und Yuliya Semikina profitiert. Danke wie im-
mer an Elke Pose und Torsten Heldmann fiir die Unterstiitzung im Hinter-
grund. Ganz besonderer Dank gebiihrt Ruth Allewelt vom Springer-Verlag
in Heidelberg sowie Karl Heinrich Hofmann, der immer wieder neue wun-
derbare Zeichnungen beigesteuert hat.

Berlin, Mirz 2018 Martin Aigner - Giinter M. Ziegler
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Sechs Beweise fur die Kapitel 1
Unendlichkeit der Primzahlen ®

Check for
updates

Es liegt nahe, dass wir mit dem wahrscheinlich iltesten Beweis aus dem
BUCH beginnen: Euklids Beweis, dass es unendlich viele Primzahlen gibt.

B Euklids Beweis. Fiir eine beliebige endliche Menge {p1, ..., p,} von
Primzahlen sei n := pips---p, + 1 und p ein Primteiler von n. Wir
sehen, dass p von allen p; verschieden ist, da sonst p sowohl die Zahl n
als auch das Produkt pyps - - - p, teilen wiirde, somit auch die 1, was nicht
sein kann. Eine endliche Menge {p, ..., p, } kann also niemals die Menge
aller Primzahlen sein. (I

Bevor wir fortfahren, wollen wir einige (sehr iibliche) Bezeichnungen ein-
fithren: so schreiben wir N = {1,2,3,...} fiir die Menge der natiirlichen
Zahlen, Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} ist die Menge der ganzen Zahlen,
und P = {2,3,5,7,...} bezeichnet die Menge der Primzahlen.

Im Folgenden werden wir einige weitere Beweise kennenlernen (aus einer
viel ldngeren Liste), die uns und hoffentlich auch den Lesern besonders
gefallen. Wenn diese Beweise auch verschiedene Ansitze benutzen, so ist
doch allen eine Idee gemeinsam: die natiirlichen Zahlen wachsen ins Un-
endliche, und jede natiirliche Zahl n > 2 hat einen Primteiler. Diese beiden
Tatsachen erzwingen, dass die Menge P unendlich ist. Der néchste Beweis
ist von Christian Goldbach (aus einem Brief an Leonhard Euler 1730), der
dritte Beweis ist offenbar Folklore, der vierte von Euler selbst, der fiinf-
te wurde von Harry Fiirstenberg vorgeschlagen, und der letzte stammt von
Paul Erdds.

Der zweite und dritte Beweis benutzt jeweils eine spezielle Zahlenfolge.

B Zweiter Beweis. Betrachten wir zunichst die folgenden Fermat-Zahlen

F, =2%" +1firn =0,1,2,.... Wir werden zeigen, dass je zwei Fermat- Fy, = 3
Zahlen relativ prim sind, also muss es unendlich viele Primzahlen geben. FF = 5
Zum Beweis verifizieren wir die Rekursion R = 17
F; = 257
nt Fy = 65537
[[6 = Fi-2 (n21), Fs = 6416700417
k=0

Die ersten Fermat-Zahlen

woraus die Behauptung unmittelbar folgen wird. Ist ndmlich m ein gemein-
samer Teiler von F} und F,, (mit k& < n), so folgt aus der Rekursion, dass m
auch 2 teilt, das heil3t, es ist m = 1 oder 2. Der Fall m = 2 ist aber ausge-
schlossen, da alle Fermat-Zahlen ungerade sind.

Zum Beweis der Rekursion verwenden wir Induktion nach n. Firn = 1

© Springer-Verlag GmbH Deutschland, ein Teil von Springer Nature 2018
M. Aigner und G. M. Ziegler, Das BUCH der Beweise,
https://doi.org/10.1007/978-3-662-57767-7_1
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Sechs Beweise fiir die Unendlichkeit der Primzahlen

Der Satz von Lagrange
Ist G eine endliche (multiplikative)

Gruppe und U eine Untergruppe,
dann ist |U| ein Teiler von |G).

B Beweis. Betrachte die binire

Relation
a~b:i< ba teU.

Es folgt aus den Gruppenaxiomen,
dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.
Die Aquivalenzklasse eines Elemen-
tes a ist genau die Nebenklasse

Ua={za:zcU}.

Da nun ersichtlich |Ua| = |U| gilt,
zerfillt G in Aquivalenzklassen, die
alle die GroBe |U| haben. Also ist
|U| ein Teiler von |G|. O

Fiir den Spezialfall, in dem U =
{a,a®,...,a™} eine zyklische
Untergruppe von G ist, besagt dies,
dass m (die kleinste positive Zahl
mit " = 1, genannt die Ordnung
von a) die GruppengroBe |G| teilt.

Insbesondere gilt al®l =1.

1 2

Eine obere Treppenfunktion fiir

HOES:

n n+l

haben wir Fy = 3 und F; — 2 = 3. Mit Induktion erhalten wir nun

]ﬁF%:(%fﬂﬂﬂlz(&—Qﬁ%:
k=0 k=0

= )Y +1) =22""~-1=F,,-2 O
B Dritter Beweis. Angenommen P ist endlich und p die grof3te Primzahl.
Dann betrachten wir dieses Mal die so genannte Mersenne-Zahl 2P — 1 und
zeigen, dass jeder Primteiler ¢ von 2P — 1 groBer als p ist, was den ge-
wiinschten Widerspruch ergibt. Sei ¢ ein Primteiler von 27 — 1, dann gilt
2P = 1 (mod q). Da p Primzahl ist, folgt daraus, dass die 2 in der multipli-
kativen Gruppe Z,\{0} des Kérpers Z, die Ordnung p hat. Diese Gruppe
enthilt ¢— 1 Elemente. Da wir nach dem Satz von Lagrange (siehe den Kas-
ten am Rand) wissen, dass die Ordnung jedes Elementes die Gruppengrof3e
teilt, folgt p| ¢ — 1 und daher p < q. O

Als Nichstes kommt ein Beweis, der elementare Analysis beniitzt.

B Vierter Beweis. Sei 7(z) := #{p < x : p € P} die Anzahl der Prim-
zahlen, die kleiner oder gleich der reellen Zahl x sind. Wir nummerieren
die Primzahlen P = {p1, p2,ps, ...} in aufsteigender GroBe. Es sei log x
der natiirliche Logarithmus, definiert als log x = f fc %dt.

Nun vergleichen wir die Fldche unter dem Graphen der Funktion f(t) = %
mit einer oberen Treppenfunktion. (Siehe den Anhang auf Seite 13, wo
diese Methode erldutert wird.) Fiir n < z < n + 1 haben wir daher

1 < 1+ L + = + o+ ! + !
e = 273 n—1 " n
1
/ —, wobei dies die Summe iiber alle m € N bezeichnen
m

soll, die nur Primfaktoren p < x enthalten.

Da jede solche Zahl m auf eindeutige Weise als ein Produkt der Form

[T p"*» geschrieben werden kann, sehen wir, dass die letzte Summe gleich
p<w

1
()
peP k>0
p<z

ist. Die innere Summe ist eine geometrische Reihe mit Faktor %, woraus

()

1
logxg H T = Ll: pkl
pE]P’l_; pep P k1 Pk~
p<w p<z

folgt. Da offensichtlich pi, > k + 1 ist und daher

1 1
Pk _ 14 <
pr— 1




Sechs Beweise fiir die Unendlichkeit der Primzahlen

erhalten wir
()

k+1
logxe < — = 7w(z) + 1.
g,kl:[lk (2)

Nun wissen wir, dass die Funktion log x nicht beschrinkt ist, und schliefen
daraus, dass 7 (z) ebenfalls unbeschriinkt ist: also gibt es unendlich viele
Primzahlen. ([l

B Fiinfter Beweis. Nach Analysis kommt jetzt Topologie! Betrachten wir
die folgende merkwiirdige Topologie auf der Menge Z der ganzen Zahlen.
Fir a,b € Z, b > 0 setzen wir

Nop={a+nb:neZ}.

Jede Menge N, ist eine in beiden Richtungen unendliche arithmetische
Folge. Wir nennen nun eine Menge O C Z offen, wenn entweder O leer ist
oder wenn zu jedem a € O ein b > 0 existiert mit N, ;, € O. Offensicht-
lich ist dann jede Vereinigung von offenen Mengen wieder offen. Falls O
und O, offen sindund a € O1NO2 mit Ny, € Oq und Ny, € Oo, soist
a € Ng 5, € O1 N Oy. Daraus folgt, dass jeder Durchschitt von endlich
vielen offenen Mengen wiederum offen ist. Diese Familie von offenen
Mengen erfiillt also die Axiome einer Topologie auf Z.

‘Wir notieren zwei Tatsachen:

(A) Jede nicht-leere offene Menge ist unendlich.
(B) Jede Menge NN, ist auch abgeschlossen.

Das erste Resultat folgt direkt aus der Definition. Zu (B) bemerken wir

b—1
Nop = Z)\ UNa+i,ba

i=1

so dass also N, ; das Komplement einer offenen Menge ist und daher ab-
geschlossen.

Bis jetzt haben wir noch nicht von den Primzahlen gesprochen — aber nun
kommen sie ins Spiel. Da jede Zahl n # 1, —1 einen Primteiler p hat und
daher in der Menge N ,, enthalten ist, schlieBen wir

Z\{1,-1} = J Nop.

peP

Wire nun P endlich, so wire [ J,cp No,, nach (B) eine endliche Vereini-
gung von abgeschlossenen Mengen und daher abgeschlossen. Folglich wi-
re {1, —1} eine offene Menge, im Widerspruch zu (A). O

B Sechster Beweis. Unser letzter Beweis fiihrt uns einen groflen Schritt
weiter und weist nicht nur nach, dass es unendlich viele Primzahlen gibt,

sondern auch, dass die Reihe ZpEIF’ % divergiert. Der erste Beweis dieses

., Flache Steine,
ins Unendliche geworfen*



Sechs Beweise fiir die Unendlichkeit der Primzahlen

wichtigen Resultats wurde von Euler gegeben (und ist ebenfalls sehr inter-
essant), aber der folgende Beweis von Erdds ist von makelloser Schonheit.

Es sei p1,p2, ps, . . . die Folge der Primzahlen in aufsteigender Ordnung.

Nehmen wir an, dass die Reihe ) peP 5 konverglert Dann muss es eine

natiirliche Zahl & geben mit ;- ., pl, < 1. Wir wollen die Primzah-

len py, ..., px kleine Primzahlen nennen, und die anderen py i1, pri2,. - -
grofie Primzahlen. Fiir jede beliebige natiirliche Zahl NV gilt somit

Z— = (1

z>k+1

Sei N, die Anzahl der positiven ganzen Zahlen n < N, die durch min-
destens eine grofle Primzahl teilbar sind, und /N, die Anzahl der positiven
Zahlen n < N, die nur kleine Primteiler besitzen. Wir werden zeigen, dass
fiir ein geeignetes N

Ny+Ns < N

gilt, und dies wird den gewiinschten Widerspruch ergeben, da nach Defini-
tion Ny + N, natiirlich gleich N sein muss.

Um N,, abzuschitzen, bemerken wir, dass L - | die positiven ganzen Zahlen
n < N zihlt, die Vielfache von p; sind. M1t (1) erhalten wir daraus

No< Y {EJ < ¥ @

iskp1 Pi 2

Nun betrachten wir N,. Wir schreiben jede Zahl n < N, die nur kleine
Primteiler hat, in der Form n = anbn, wobei a,, den quadratfreien Teil
bezeichnet. Jedes a,, ist dann ein Produkt von verschiedenen kleinen Prim-
zahlen, und wir schlieBen, dass es genau 2k verschiedene quadratfreie Teile
gibt. Weiter sehen wir wegen b, < /n < V/N, dass es hochstens v N

verschiedene Quadratteile gibt, und es folgt

N, < 2FV/N.

Da (2) fiir jedes N gilt, miissen wir nur eine Zahl NV finden, die 2k /N < %

erfiillt, oder was dasselbe ist, 2871 < /N — und solch eine Zahl ist zum
Beispiel N = 22F+2, O

Anhang: Unendlich viele weitere Beweise

Die Liste der Beweise fiir die Unendlichkeit der Primzahlen enthilt noch
weitere alte und neue Brillanten, aber einer aus jiingster Zeit ist ganz anders
und verdient, eigens herausgehoben zu werden.

Wir versuchen Folgen S = (s1, $2, $3, ... ) zu finden mit der Eigenschaft,
dass die Menge Pg der Primzahlen, die mindestens ein Folgenglied tei-
len, unendlich ist. Jede solche Folge liefert dann einen neuen Beweis fiir
die Unendlichkeit der Primzahlen. Die Fermat-Zahlen F,, aus dem zweiten
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Beweis bilden so eine Folge, wihrend die Potenzen von 2 nicht funktionie-
ren. Viele weitere Beispiele gehen auf einen Satz von Issai Schur zuriick,
der im Jahr 1912 zeigte, dass fiir jedes nicht-konstante Polynom p(z) mit
ganzzahligen Koeffizienten die Menge {p(n) # 0 : n € N} solch eine
Folge bildet. Nehmen wir p(z) = z, so liefert Schurs Resultat genau den
Satz von Euklid. Als ein weiteres Beispiel ergibt p(z) = x? + 1, dass die
Zahlen der Form ,,Quadrat plus 1 unendlich viele verschiedene Primteiler
enthalten.
Das folgende Resultat von Christian Elsholtz ist ein wahres Juwel: es ver-
allgemeinert den Satz von Schur, der Beweis ist einfach nur raffiniertes
Abzihlen und er ist in einem gewissen Sinne bestmoglich.
Es sei S = (s1, $2, 83, . . . ) eine Folge von ganzen Zahlen. Wir sagen

e S ist fast injektiv, wenn jeder Wert hochstens ¢ Mal vorkommt fiir eine

Konstante ¢, und
e S hat subexponentielles Wachstum, falls |s,| <

wobei f : N — R, eine Funktion ist mit 1£ gzl — 0.

22" fiir alle n gilt,

(Anstelle der Basis 2 konnten wir jede andere Basis grofer als 1 nehmen.
Zum Beispiel fiihrt |s, | < ¢’ auf dieselbe Klasse von Folgen.)
Satz. Ist S = (s1, $2, 83, .. ) eine fast injektive Folge mit subexponenti-

ellem Wachstum, dann ist die Menge Pg der Primzahlen, die mindestens
eines der Folgenglieder von S teilen, unendlich.

B Beweis. Wir konnen annehmen, dass f(n) monoton wichst; anderen-
falls ersetzen wir f(n) durch die Funktion F((n) = max;<, f(i); es ist
leicht nachzupriifen, dass mit diesem F'(n) die Folge nach wie vor die
subexponentielle Wachstumsbedingung erfiillt.

Wir fithren nun einen Widerspruchsbeweis: Nehmen wir an, dass Pg =
{p1,...,px} endlich ist. Wir schreiben jedes s,, als

Sp = €Enpyt - ppt, mite, € {1,0,—1}, a; >0,

wobei die «; = «;(n) von n abhingen. (Fiir s,, = 0 setzen wir o; = 0 fiir
alle 7.) Dann gilt

gouttan < (g 1< 22" fgr g, £ 0,
und wenn wir den bindren Logarithmus nehmen
0<o; <apt-tay <2/ firl <i<k.

Also gibt es nicht mehr als 27 (") 4 1 mégliche Werte fiir jedes a; = v (n).
Da f(n) monoton ist, ergibt sich daraus eine erste Abschitzung

#{verschiedene |s,,| # 0 firn < N} < (2/N) 1)k < o (N)+Dk,

Andererseits ist S fast injektiv, also sind hochstens ¢ der Folgenglieder
gleich 0 und jeder positive Absolutwert kann hochstens 2¢ Mal auftreten.
Das liefert uns die untere Abschitzung

N —c

#{verschiedene |s,| # 0 firn < N} > 5
c

Issai Schur



Sechs Beweise fiir die Unendlichkeit der Primzahlen

Insgesamt ergibt dies

N-c o grran+n)
2c -

oder nach Logarithmieren
logo(N —¢) —logy(2¢) < k(f(N)+1) firalle N.

Das ist aber fiir groBes NV sicher falsch, da k£ und ¢ Konstanten sind und

% fir N — oo gegen 1 konvergiert, wihrend 1’; gﬁ, gegen O strebt.
O

Kann man die Bedingungen abschwéchen? Jedenfalls ist keine der beiden
iberfliissig.

Dass wir die ,,fast injektive” Bedingung brauchen, sieht man an Folgen S
wie (2,2,2,...) oder (1,2,2,4,4,4,4,8,...), welche die Wachstums-
bedingung erfiillen, wohingegen Ps = {2} endlich ist.

Zur Wachstumsbedingung wollen wir nur bemerken, dass sie jedenfalls
nicht zu einer Bedingung der Form % < ¢ fiir ein festes € > 0 abge-
schwicht werden kann. Um das zu sehen, untersucht man fiir ein grofes k
und fiir fest gewihlte Primzahlen p, . .., pi die ansteigende Folge S aller
Zahlen der Form p* - - - pp*. Diese Folge wichst ungefihr wie 22" mit

1’; g;zb ~ %, wihrend Pg nach Konstruktion endlich ist.
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Das Bertrandsche Postulat

Wir haben gesehen, dass die Primzahlen 2,3,5,7,... eine unendliche
Folge bilden. Daraus kann man auch folgern, dass es beliebig grofie Liicken
zwischen den Primzahlen geben muss. Schreibt man ndmlich N := 2 -3 -
5...p fir das Produkt aller Primzahlen, die kleiner sind als k& 4 2, dann
kann keine der k Zahlen

N+2N+3N+4,... N+kN+(k+1)

prim sein, denn fiir 2 < ¢ < k + 1 hat ¢ einen Primfaktor, der kleiner ist als
k 4+ 2, und dieser Faktor teilt auch IV, und damit auch N + ¢. Mit diesem
Rezept finden wir zum Beispiel fiir £ = 10, dass keine der zehn Zahlen

2312,2313,2314,...,2321

prim ist.

Aber es gibt trotzdem obere Schranken fiir die Grofe der Liicken in der
Folge der Primzahlen. Das ,,Bertrandsche Postulat® besagt ndmlich, dass
,.die Liicke bis zur ndchsten Primzahl nie groBer sein kann als die Zahl, an
der wir die Suche beginnen®. Diese beriithmte Behauptung wurde 1845 von
Joseph Bertrand aufgestellt und immerhin bis n = 3000000 verifiziert.
Vollstindig bewiesen, fiir alle n, hat sie Pafnuty Tschebyschew im Jahr
1850. Einen viel einfacheren Beweis hat das indische Genie Ramanujan
gefunden. Unser Beweis aus dem BUCH ist von Paul Erdés: aus seinem
ersten Aufsatz, der 1932 erschien, als Erdds 19 war.

Das Bertrandsche Postulat
Fiir jedes n > 1 gibt es eine Primzahl p mit n < p < 2n.

B Beweis. Wir werden die Gro8e des Binomialkoeffizienten (2:) SO genau
abschitzen, dass wir zeigen konnen, dass der Binomialkoeffizient ,,zu klein
ausfallen wiirde, wenn er keine Primfaktoren im Bereich n < p < 2n
hitte. Die Oper hat insgesamt fiinf Akte.

(1) Wir beweisen das Bertrandsche Postulat zunichst fiir n < 511. Dafiir
muss man nicht 511 Fille abarbeiten: Es reicht (das ist der ,,Landau-Trick*)
zu liberpriifen, dass

2,3, 5, 7, 13, 23, 43, 83, 163, 317, 521
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Joseph Bertrand

Beweis eines Satzes von Tschekyschef.
Von P. Ernds in Budapest,

Fir den zuerst von TSCHEBYSCHEF bewiesenen Satz, laut
dessen es zwischen einer natirlichen Zahl und ihrer zweifachen
stets wenigstens eine Primzahl gibt, liegen in der Literatur mehrere
Beweise vor. Als einfachsten kann man ohne Zweifel den Beweis
von Ramanujan') hezeichnen. In seinem Werk Vorlesungen iiber
Zuhientheorie (Leipzig, 1927), Band 1, S. 66—68 gibt Herr Lanoau
einen besonders einfachen Beweis fir einen Satz iiber die Anzahl
der Primzahlen unter einer gegebenen Grenze, aus welchem un-
mittelbar folgt, dab fir ein geeignetes ¢ zwischen einer natiirlichen
Zahl und ihrer g-fachen stets eine Primzahl liegl. Fiir die augen-
blicklichen Zwecken des Herrn Lanpau kommt es nicht auf die
numerische Bestimmung der im Beweis auftretenden Konstanten
an; man iiberzeugt sich aber durch eine numerische Verfolgung
des Beweises leicht, dab ¢ jedenfalls grifer als 2 ausfillt

In den folgenden Zeilen werde ich zeigen, daf man durch
vine Verschiirfung der dem Lanpauschen Bewels zugrunde liegen-
den Ideen zu cinem Bewels des oben erwdhnten TSCHEBYSCHEF-
schen Satzes gelangen kann, der — wie mir scheint an Ein-
fachkeit nicht hinter dem Ramanujanschen Beweis steht. Giriechische
llumitahrn sollen im Folgenden durchwegs positive, Jateinische

en natlirliche Zahlen bezeichnen; die B g pist
fiir Primzahlen vorbehalten,
1. Der Binomialkoeffizient
m.l (2a)!
Le (anF
) Sw. Ruanuaax, A Proof of Bertrand's Postulate, Jonnal of the In-
dian Mathemalical Socm‘\ 11 (1919), —I18 Coliected Papers of

SRINIVASA RAMANUIAN (Cambridge, 1927), S. 208200
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eine Folge von Primzahlen ist, in der jede Primzahl kleiner ist als zweimal
die vorhergehende. Also enthilt jedes Interval {y : n < y < 2n}, mit
n < 511, eine dieser elf Primzahlen.

(2) Als Nichstes zeigen wir
H p < 4°7'  firalle reellen z > 2, 1)
p<zw

wobei unsere Notation — hier und im Folgenden — implizieren soll, dass
das Produkt iiber alle Primzahlen p < x genommen wird. Unser Beweis
dafiir verwendet Induktion iiber die Anzahl dieser Primzahlen. Er stammt
nicht aus Erdds’ erstem Aufsatz, aber er ist auch von Erdds (der Rand
zeigt Notizen dazu in seiner Handschrift), und er ist ein wahrer BUCH-
Beweis. Zunichst gilt fiir die grote Primzahl ¢ < x

Hp = Hp und 471 < gr-t
p<z p<q

Damit reicht es, (1) fiir den Fall zu zeigen, dass * = ¢ eine Primzahl ist. Fiir
q = 2 erhalten wir ,,2 < 4%, also kilmmern wir uns jetzt um die ungeraden
Primzahlen ¢ = 2m+-1. (Dabei diirfen wir mit einem Induktionsschluss an-
nehmen, dass die Aussage schon fiir alle ganzen Zahlen in {2,3,...,2m}
bewiesen ist.) Fiir ¢ = 2m + 1 zerlegen wir das Produkt und rechnen

2 1
[Hr=11r Il » < 4m(m+ > < gmgPm = 42,
p<2m+1 p<m+1 m+1<p<2m+1 m
Alle Komponenten dieses ,,Einzeilers* sind leicht einzusehen. So gilt
II»r <
p<m+1
nach Induktionsvoraussetzung. Die Ungleichung
m+1<p<2m-+1 m
folgt aus der Beobachtung, dass (2";:1) = % eine ganze Zahl ist,

wobei die Primzahlen, die auf der linken Seite auftauchen, alle den Zshler
(2m + 1)! teilen, aber nicht den Nenner m!(m + 1)!. Und schlieBlich gilt

<2m+ 1) S 22m
m

(2m + 1) (2m + 1)
und
m m+1

zwei (gleiche!) Summanden sind, die in der Summe

2%1 <2m+1) — 92m+l
i =

k=0

weil

enthalten sind.
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(3) Nach dem Satz von Legendre (siche den Kasten) enthilt (2:) =

den Primfaktor p genau
2n n
> (%2 [#))
E>1

Mal. Dabei ist jeder Summand hochstens 1, weil er

2n n 2n n
2| < -2 —1) =2
L?’“J {ka pk (pk )

erfiillt und eine ganze Zahl ist. Die Summanden verschwinden sogar, wenn
p* > 2n ist.
Damit enthilt (*") den Faktor p

Z(EZJ - L:ZD < max{r: p" < 2n}

k>1

Mal. Also ist die groBte Potenz von p, die (27?) teilt, nicht groBer als 2n.
Insbesondere sind Primzahlen p, die grofer als v/2n sind, héchstens einmal
in (*") enthalten.

Und schlieBlich — und laut Erdés ist dies der Knackpunkt seines Beweises
— teilen Primzahlen p im Bereich %n < p < n den Binomialkoeffizienten
(2") tiberhaupt nicht! Fiir 3p > 2n (und n > 3, und damit p > 3) sind

namlich p und 2p die einzigen Vielfachen von p, die als Faktoren im Zéhler
(2n)!

von =
nn:

auftauchen, wihrend wir zwei p-Faktoren im Nenner haben.

(4) Jetzt konnen wir (2:) abschitzen, wobei wir eine Anregung von
Raimund Seidel aufnehmen, die die urspriingliche Rechnung von Erdds
noch verbessert. Fiir n > 3 erhalten wir mit einer Abschitzung von
Seite 15 fiir die untere Schranke

ié(?)ﬁ M2 - II » - II »

p<V2n \/2n<p§%n n<p<2n

Es gibt nicht mehr als v/2n Primzahlen im ersten Faktor. Verwenden wir (1)
fiir den zweiten Faktor und bezeichnen mit P(n) die Anzahl der Primzahlen
zwischen n und 2n, so erhalten wir

4TL

5 < ((2n)Y2") - (437) - (20)P(),

somit
4% < (Qn)m"rl-i-P(n). (2)

(5) Nehmen wir den Logarithmus zur Basis 2, so wird aus der letzten
Ungleichung

P(n) > ﬁn(zn)—(\/ﬁﬁ- 1). 3)

Der Satz von Legendre
Die Zahl n! enthdilt den Primfaktor p

|7

k>1
Mal.

M Beweis. Genau L%J der Faktoren
vonn! = 1-2-3---n sind durch

p teilbar, was uns L%J p-Faktoren
liefert. Weiter sind LP%J der Fakto-
ren von n! sogar durch p? teilbar,
was die ndchsten LP%J Primfaktoren

p von n! liefert, usw. O

Beispiele wie
(39)=2%.52.7-17-19-23

(33) =2%-3.5-17-19-23
(39)=2*.3%.5.17-19-23 29
zeigen, dass ,,sehr kleine* Primfaktoren
p < V2n in hoherer Potenz in (")
auftauchen konnen, ,kleine* Primzah-
len mit v2n < p< %n tauchen hochs-
tens einmal auf, wihrend Faktoren in
dem Intervall %n < p < n tberhaupt
nicht auftauchen.
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Es bleibt zu zeigen, dass die rechte Seite in (3) positiv ist fiir geniigend
grofle n. Wir beweisen, dass dies abn = 29 = 512 der Fall ist (es stimmt
sogar schon ab n = 468). Schreiben wir 2n — 1 = (v/2n — 1)(v/2n + 1)
und kiirzen (y/2n + 1) heraus, so geniigt der Nachweis von

V2n —1 > 3log,(2n) fir n > 2°. )

Fiir n = 29 besagt (4) genau 31 > 30, und ein Vergleich der Ableitungen
(v —1) = 1L und (3log, )" = =51 zeigt, dass /z — 1 schneller

2z log2 x
wichst als 3log,  wenn = > (1022)2 /2 75 ist, und daher sicherlich ab
x> 210 =1024. O

Aus solchen Abschitzungen kann man noch mehr herausholen: Ein
Vergleich der Ableitungen fiir (4) ergibt die schirfere Ungleichung

21
Von—1 > Z1og2(2n) fir n > 2%
was mit einer kurzen Rechnung und (3) zu

2 n
P > ——
(n) = 7 log,(2n)
fiihrt.

Das ist keine schlechte Abschitzung: die ,,wahre* Anzahl der Primzahlen
in diesem Bereich ist ungefihr n/ log n. Dies folgt aus dem ,,Primzahlsatz*,
der besagt, dass der Grenzwert

. #{p < n: pPrimzahl}
lim
n—o0 n/logn

existiert, und gleich 1 ist. Dieses beriihmte Resultat wurde zuerst von
Hadamard und de la Vallée-Poussin 1896 bewiesen; Selberg und Erd6s
haben 1948 einen elementaren Beweis (ohne komplexe Analysis, aber
immer noch lang und kompliziert) gefunden. Uber den Primzahlsatz selbst
ist das letzte Wort wohl noch nicht gesprochen: So wiirde etwa ein Beweis
der Riemannschen Vermutung (siehe Seite 71), eines der wichtigsten un-
gelosten Probleme der Mathematik, auch eine substantielle Verbesserung
der Abschitzungen im Primzahlsatz liefern. Aber auch das Bertrandsche
Postulat konnte man noch ordentlich verbessern. Die folgende Frage von
Opperman (1882) ist nimlich immer noch nicht beantwortet [4, S. 248]:

Gibt es fiir jedes n > 2 mindestens eine Primzahl zwischen
(n — 1)n und n?, und mindestens eine zwischen n* und n(n +1)?
Gibt es also zwischen zwei aufeinander folgenden Quadratzahlen
immer mindestens zwei Primzahlen?

Immerhin ist die letzte Aussage fiir den Fall bewiesen, dass man statt
Quadratzahlen hinreichend grof3e Kubikzahlen betrachtet [3].
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Anhang: Einige Abschatzungen
Abschiitzung durch Integrale

Es gibt eine sehr einfache aber effektive Methode, Summen durch Integrale
abzuschitzen, die uns schon auf Seite 4 begegnet ist. Um beispielsweise die
harmonischen Zahlen
n 1
-4
k=1

abzuschitzen, machen wir die nebenstehende Skizze und leiten aus ihr
n /n
k=2

ab, indem wir die Fliche unter dem Graphen von f(t) = 1 (1 <t < n)
mit der Fliche der dunkler schraffierten Rechtecke vergleichen, und

11 "1
— — = 1
E: 3 /1 ; dt ogn,

indem wir mit der Fliache der groBeren Rechtecke (also auch der heller
schraffierten Teile) vergleichen. Zusammen genommen ergibt dies

w\»—l

= logn

k‘\r—l

1
logn+— < H, < logn + 1.
n

Insbesondere gilt also lim H,, — oo, und die Wachstumsgeschwindigkeit
H n

von H,, ist durch hm
n— 00

Abschitzungen (siehe [2]), wie

1 1 1 1
= logn+7+—++0<),

= 1 gegeben. Aber man kennt viel bessere

2n 12n2 = 120n4 nb

wobei v ~ 0.5772 die ,,Eulersche Konstante* bezeichnet.

Fakultiiten abschéitzen — die Stirlingsche Formel

Dieselbe Methode, auf
log(n!) = log2+1log3+---+1logn = Zlogk

angewendet, liefert

log((n —1)!) < /1nlogtdt < log(n!),

wobei sich das Integral leicht ausrechnen ldsst:

n n
/ logtdt = [tlogt—t} = nlogn —n+ 1.
1 1

Hier bezeichnet O (n%) eine Funktion
€

f(n), die f(n) < ¢

Konstante ¢ > 0.

erfiillt, fiir eine
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Hier bedeutet f(n) ~ g(n), dass

. f(n) .
1 —< =1 gilt.
w0 g(n) £
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1

1 7 21 35 35 21 7

Das Pascalsche Dreieck

Damit bekommen wir eine untere Abschétzung
n
nl > e logn—n+1 _ 6(2)

und gleichzeitig eine obere Abschitzung

_ n\"
n! = n(n—1) < nerlosn—ntl = en(7> .
e

Diese beiden Abschitzungen reichen fiir viele Zwecke aus; wieder kann
man aber ,,wenn notig* mit genauerer Analyse mehr herausholen, insbe-
sondere die Stirlingsche Formel

n! ~ 27m(§) .
e

Aber es gibt noch sehr viel prizisere Versionen dieses Resultats, etwa

ny” 1 1 139 1
I = V2 f) 14+ — - — ).
" o (e ( T 120 T 2882 ~ 5isaons Y (n4>)

Binomialkoeffizienten abschiitzen

Schon aus der Definition der Binomialkoeffizienten (Z) als die Anzahl der
k-Teilmengen einer n-Menge wissen wir, dass die Folge (), (1),..., (1)
der Binomialkoeffizienten

n
e sich aufsummiert zu Y- (}) = 2"

k=0
e symmetrisch ist: (}) = (,",)-
Aus der Funktionalgleichung (Z) = ”771”1 ( kﬁl) leitet man leicht ab, dass

fiir jedes n die Binomialkoeffizienten () eine Folge bilden, die symme-

trisch und unimodal ist: sie steigt bis zur Mitte an, so dass die mittleren
Binomialkoeffizienten die groften in der Folge sind:

L=() <) < < (o) = Gujm) >---> (1) > () = L.

Hier bezeichnen |z | bzw. [z] die Zahl x, abgerundet bzw. aufgerundet bis
zur nichsten ganzen Zahl.

Mit Hilfe der oben angegebenen Formeln fiir die Asymptotik der Fakultiten
kann man sehr genaue Abschétzungen fiir die GroBe der Binomialkoeffizi-
enten ableiten. In diesem Buch brauchen wir aber nur sehr schwache und
einfache Abschitzungen, wie die folgenden:

(Z) < 92" firalle k <n,
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und

(LnT/L%) > L mraz2

mit Gleichheit nur fiir n = 2. Insbesondere haben wir

2n 4n 5
> — fir n > 1.
n 2n

Der mittlere Binomialkoeffizient ( o ) ist namlich der grofite Eintrag in
der Folge der n Zahlen (J) + (%), (7). (5).---,(,",), deren Summe 2"
und deren Mittelwert damit % ist.

SchlieBlich halten wir als obere Schranke fiir die Binomialkoeffizienten

k k
(n) _nmn-1)---(n—-k+1) oo
k k! - k! T 2kl

fest, was eine halbwegs verniinftige Abschitzung fiir die ,.kleinen Bino-
mialkoeffizienten am Anfang der Folge ist, fiir die n im Vergleich zu k
grof ist.
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Binomialkoeffizienten
sind (fast) nie Potenzen

Im Nachklang zu Bertrands Postulat wollen wir jetzt ein sehr schones
Resultat iiber Binomialkoeffizienten besprechen. Im Jahr 1892 verschirfte
Sylvester das Bertrandsche Postulat auf die folgende Weise:

Ist n > 2k, so hat mindestens eine der Zahlenn,n —1,...,.n—k+1
einen Primteiler p, der grofer als k ist.

Man beachte, dass dies fir n = 2k genau das Bertrandsche Postulat
ergibt. Erd6s gab 1934 einen kurzen und elementaren Beweis des Satzes
von Sylvester, der auch aus dem BUCH stammt und auf dhnlichen Uber-
legungen wie im letzten Kapitel beruht.

Die folgende Aussage ist offensichtlich dquivalent zum Satz von Sylvester:

Der Binomialkoeffizient
ny _ nn-1)---(n—k+1)
(k) - k! (n > 2)

hat immer einen Primteiler p > k.

Mit dieser Beobachtung wenden wir uns einem weiteren Juwel von Erdds
zu:

Wann ist (Z) eine Potenz m*?

Der Fall £k = ¢ = 2 fiihrt zu einem klassischen Thema: Multiplikation

von (%) = m? mit 8 und Umordnung der Terme ergibt

(2n —1)2 —2(2m)? =1,

also einen Spezialfall der Pellschen Gleichung x> —2y? = 1. In der Zahlen-
theorie lernt man, dass diese Gleichung unendlich viele positive Losungen
(xk,yx) hat, die durch z, + y,v/2 = (3 + 2v/2)* fiir k > 1 gegeben sind.
Die kleinsten Beispiele sind (z1,y1) = (3,2), (22,92) = (17,12) und
(z3,y3) = (99, 70); sie ergeben @) =12 (g) =62 und (520) = 352,

Fir £k = 2 und ¢ > 2 gibt es keine weiteren Losungen, und fiir & = 3 ist
bekannt, dass (g) = m?! die eindeutige Losung n = 50, m = 140, ¢ = 2
besitzt (sieche Gyory [3]). Aber nun sind die Potenzen schon zu Ende. Fiir
k > 4 und jedes ¢ > 2 gibt es keine Losungen, und dies ist genau der Inhalt
des Satzes von Erdés.
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Binomialkoeffizienten sind (fast) nie Potenzen

Satz. Die Gleichung

() -~

hat keine ganzzahligen Losungen fiir £ > 2 und 4 < k <n —4.

M Beweis. Wir nehmen an, der Satz sei falsch, und () = m’ sei eine ganz-

zahlige Losung. Dabei diirfen wir wegen (7) = (,,",) voraussetzen, dass
n > 2k gilt. Die Annahme fithren wir nun in den folgenden vier Schritten
zum Widerspruch.

(1) Nach dem Satz von Sylvester gibt es einen Primteiler p von (Z), der
groBer als k ist. Damit teilt p¢ das Produkt n(n—1) - - - (n—k+1). Weiterhin
kann jedes solche p > k nur einen der Faktoren n — ¢ teilen, und wir
schlieBen p* | n — 4, und daraus

n > pt > k' > K2

(2) Wir betrachten einen beliebigen Faktor n — j des Zahlers und schreiben
ihnin der Formn — j = a; mﬁ, wobei a; nicht durch eine echte ¢-te Potenz
teilbar ist. Nach (1) sehen wir, dass a; nur Primteiler besitzt, die kleiner
oder gleich k sind. Als Nichstes wollen wir a; # a; fiir ¢ # j zeigen. Es

sei im Gegenteil a; = a; fiir ¢ < j. Dann haben wir m; > m; + 1 und

(n—i) = (n—j) = aj(m{ —mj) > a;((m; +1)* —mj)

k J J

a][mﬁ*l > K(ajm§)1/2 > l(n—k+1)Y2

v v Vv

02+ 1)Y2 > nl/2

aber dies widerspricht der obigen Ungleichung n > k2.

(3) Als Nichstes beweisen wir, dass die a;s genau die Zahlen 1,2,... k
in einer gewissen Reihenfolge sind. Nach Erdés ist dies das Kernstiick des
Beweises. Da wir schon wissen, dass die a;s alle verschieden sind, geniigt
es zu zeigen, dass

apay - AQp—1 ‘ k!

. o e . . ya . . n _ Y
gilt. Substituieren wir n — j = a;m; in die Gleichung (k) = m’, so

erhalten wir
L k! 4
apay -+ ag—1(momy - -mi—1)" = klm".

Nach Kiirzen der gemeinsamen Faktoren in mgm; - - - my_1 und m ergibt
dies

apay - ap_ut = kh'
mit ggT(u,v) = 1. Es bleibt zu zeigen, dass v = 1 ist. Im Fall v > 1

enthilt v einen Primteiler p. Da ggT(u,v) = 1 ist, muss p ein Primtei-
ler von agpay - - - ax—1 sein und daher kleiner oder gleich k sein. Nach dem
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Satz von Legendre (siehe Seite 11) wissen wir, dass k! die Primzahl p zur
Potenz ) .., Lpﬁ,J enthilt. Nun schitzen wir den Exponenten von p in dem
Produkt n(n — 1)---(n — k 4 1) ab. Sei ¢ eine positive ganze Zahl und
seien by < by < --- < bg die Vielfachen von p’ unter den k Zahlen
n,n — 1,...,n — k + 1. Dann haben wir b, = b; + (s — 1)p%, und
daher

(s—1)p" = by—b < n—(n—k+1) = k-1,

was

s < {k__ J+1 < FJ+1

impliziert.
Wir sehen also, dass fiir jedes ¢ die Anzahl der Vielfachen von pi unter
den Zahlen n, ..., n—k+1, und daher auch unter den a;s, durch L#J +1
beschrinkt ist. Dies liefert uns, dass der Exponent von p in agay - - - ax—1
hochstens

> (L5]+)

sein kann, aufgrund derselben Uberlegung, die wir fiir den Beweis des Sat-
zes von Legendre in Kapitel 2 benutzt haben. Der einzige Unterschied ist,
dass dieses Mal die Summe bei i = ¢ — 1 endet, da die a;s keine (-ten
Potenzen enthalten.

Insgesamt sehen wir also, dass der Exponent von p in v hochstens

5 (5] +) S [4) <

sein kann, und wir haben unseren gewiinschten Widerspruch erhalten, da v*
eine /-te Potenz ist.

Dies geniigt bereits, um den Fall £ = 2 zu erledigen. In der Tat muss wegen
k > 4 eine der Zahlen a; gleich 4 sein, aber wir wissen schon, dass die
a;s keine Quadrate enthalten. Also konnen wir fiir den Rest des Beweises
¢ > 3 annehmen.

(4) Wegen k > 4 haben wir a;, = 1, a;, = 2, a;, = 4 fiir gewisse i1, 12, i3,
das heif3t,

n—ip=mi, n—iy=2mb, n—is=4mi.

Wir behaupten, dass (n —i3)? # (n —i1)(n — i) gilt. Anderenfalls setzen
wirb=n—iyundn—i; =b—z,n—iz3=>b+ymit0 < |z|,|y|] < k.
Damit haben wir

b =0-2)(b+y) oder (y—x)b=azy,
wobei = y ersichtlich unmoglich ist. Nach Teil (1) folgt daraus

lzy| = bly—z] > b > n—k > (kfl)2 > |ayl,

Unsere Analyse bis hierher stimmt mit
der Gleichung (530) = 1402 iiberein:

50 = 252

49 =17

48 = 3.4
und 5 - 7 -4 = 140.
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ein offensichtlicher Widerspruch.

Wir haben also m3 # mimg, wobei wir m3 > mym3 annehmen knnen
(der andere Fall ist analog), und wenden uns nun der letzten Kette von
Ungleichungen zu. Es gilt

2k —1n > n*—(n—k+1)? > (n—i2)>—(n—i1)(n—i3)
Am3* — (mimg)’] > 4(mimg + 1) — (mymg)‘]

> 4€m§_ 1mg_ L

Wegen ¢ > 3und n > k! > k3 > 6k ergibt dies
2(k — )nmyms > 4mimb = €(n—iy)(n —i3)
> Un—-k+1)?2 > 3(n-— %)2 > o2,
Mit m; < nl/t < nl/3 erhalten wir schlieBlich
kn?/® > kmims > (k—1)mims > n,

oder k% > n. Mit diesem Widerspruch ist der Beweis vollstindig. 0
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Der Zwei-Quadrate-Satz von Fermat Kapitel 4
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Welche Zahlen konnen als Summe von zwei Quadraten dargestellt ; 12 1(1)2
werden? =

— 2242

Diese Frage ist so alt wie die Zahlentheorie, und ihre Losung ist ein Klas- =22 +1°

siker in diesem Gebiet. Die grofite Hiirde auf dem Weg zur Losung ist der
Nachweis, dass jede Primzahl der Form 4m + 1 eine Summe von zwei
Quadraten ist. G. H. Hardy schreibt, dass dieser Zwei-Quadrate-Satz von
Fermat ,,ganz zu Recht als einer der besten Sétze der Arithmetik angesehen
wird®. Trotzdem ist einer unserer BUCH-Beweise ziemlich neu.

© 00 N U AW N
I

— =
= O

Wir beginnen mit ein paar ,,Aufwirmiibungen. Zunichst miissen wir
zwischen der Primzahl p = 2, den Primzahlen der Form p = 4m + 1,
und den Primzahlen der Form p = 4m + 3 unterscheiden. Jede Primzahl
fallt in genau eine dieser Kategorien. Ganz leicht konnen wir jetzt festhalten
(mit Hilfe der Methode von Euklid), dass es unendlich viele Primzahlen der
Form 4m + 3 gibt. Wenn es ndmlich nur endlich viele gébe, dann kénnten
wir die grof3te Primzahl p von dieser Form betrachten. Setzt man dann

N, = 22.3.5...p, —1

(wobei p1 = 2, po = 3, ps = b, ...die Folge der Primzahlen bezeichnet),
dann sieht man, dass NN}, kongruent zu 3 (mod 4) ist, also einen Primfaktor
der Form 4m + 3 haben muss, und dieser Primfaktor ist groBler als py,
Widerspruch.

Pierre de Fermat

Unser erstes Lemma charakterisiert die Primzahlen, fiir die —1 im Korper
Z,, ein Quadrat ist (siche dazu den Kasten {iber Primkorper auf der néchsten
Seite). Es wird uns auch einen einfachen Beweis fiir die Tatsache liefern,
dass es unendlich viele Primzahlen der Form 4m + 1 gibt.

Lemma 1. Fiir jede Primzahl p der Form p = 4m + 1 hat die Gleichung
5?2 = —1(modp) zwei Losungen s € {1,2,...,p—1}, fiir p = 2 gibt
es genau eine solche Losung, wdhrend es fiir Primzahlen von der Form
p = 4m + 3 keine Losung gibt.

B Beweis. Fiir p = 2 ist s = 1. Fiir ungerades p konstruieren wir eine
Aquivalenzrelation auf der Menge {1,2,...,p — 1}, die dadurch erzeugt
wird, dass wir jedes Element mit seinem additiven und seinem multiplika-
tiven Inversen in Z, in Relation setzen, die wir mit —z bzw. T bezeichnen.
Damit enthalten die ,,allgemeinen* Aquivalenzklassen vier Elemente

{z,—z,T, —T},
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Fiir p = 11 ist die Zerlegung

{1’ 10}7 {27 9,6, 5}7 {37 8,4, 7};
fir p = 13 ist sie
{1,12},{2,11,7,6},{3,10,9,4},
{5, 8}: das Paar {5, 8} entspricht den

zwei Losungen von s> = —1 mod 13.
+]0 1 2 3 4
0|0 1 2 3 4
111 2 3 4 0
212 3 4 0 1
313 4 0 1 2
414 0 1 2 3
o1 2 3 4
0j]0 0 0 0 O
10 1 2 3 4
210 2 4 1 3
310 3 1 4 2
410 4 3 2 1

Addition und Multiplikation in Zs

weil eine solche vierelementige Menge die Inversen fiir alle ihre Elemen-
te enthilt. Es gibt jedoch auch kleinere Aquivalenzklassen, die auftreten,
wenn einige dieser vier Elemente nicht voneinander verschieden sind:

e 1 = — ist fiir ungerades p unmoglich.

e T = T ist dquivalent zu 22 = 1. Dies hat zwei Losungen, niimlich
x = 1lund x = p — 1, und entspricht der Aquivalenzklasse {1,p — 1}
der Grofle 2.

2 —

e x = —T ist dquivalent zu x* = —1. Diese Gleichung hat entweder
keine Losung, oder zwei verschiedene Losungen x¢, p — x¢: in diesem
Fall ist die Aquivalenzklasse {xq,p — zo}.

Die Menge {1,2,...,p — 1} hat p — 1 Elemente, und wir haben sie in
Quadrupel (Aquivalenzklassen der GroBe 4) aufgeteilt, plus ein oder zwei
Paare (Aquivalenzklassen der GroBe 2). Fiir p — 1 = 4m + 2 folgt daraus,
dass es nur ein Paar {1,p — 1} gibt, der Rest besteht aus Quadrupeln, und

damit hat s> = —1 (mod p) keine Losung. Fiir p— 1 = 4m muss es aber ein
zweites Paar geben, und dieses enthilt die beiden Losungen von $2 = -1,
nach denen gefragt war. O

Lemma 1 besagt, dass jeder ungerade Primteiler von M2 + 1 von der Form
4m+-1 sein muss. Das impliziert, dass es unendlich viele Primzahlen dieser
Form gibt: andernfalls betrachte man (2 -3 -5---qx)? + 1, wobei ¢ die
grofite solche Primzahl ist, und fiihre dies wie vorhin zum Widerspruch.

Primkorper

Fiir jede Primzahl p bildet die Menge Z, = {0,1,...,p — 1} mit
Addition und Multiplikation ,,modulo p* einen endlichen Korper.
Diese Korper haben viele interessante Aspekte; wir werden nur die
folgenden drei einfachen Eigenschaften brauchen:

e Firz € Z,, x # 0, ist das Inverse beziiglich Addition (fiir das
wir iiblicherweise —x schreiben) durch p — z € {1,2,...,p — 1}
gegeben. Wenn p > 2 ist, dann sind  und —z verschiedene
Elemente von Z,,.

o Jedes € Z,\{0} hat ein eindeutiges multiplikatives Inverses
T € Zp\{0}, mit 27 = 1 (mod p).
Aus der Definition der Primzahlen folgt ndmlich, dass die Ab-
bildung Z, — Z,, z — xz fiir £ # 0 injektiv ist. Auf der
endlichen Menge Z,,\ {0} muss sie damit aber auch surjektiv sein,
und deswegen gibt es fiir jedes x ein eindeutiges T # 0 mit
2% = 1 (mod p).

e Die Quadrate 0%,12,22 ... h? definieren verschiedene Elemente
von Zy, fir h = | £].
Dies folgt daraus, dass 2% = y? bzw. (z+y)(z—y) = 0 impliziert,
dass entweder © = y oder x = —y gilt. Die 1 + | %] Elemente
02,12,..., h? nennt man die Quadrate in Z,,.
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An dieser Stelle bemerken wir ,,ganz nebenbei*, dass es fiir alle Primzahlen
eine Losung der Gleichung 2 + y? = —1 (modp) gibt. Es gibt nimlich
| 5]+ 1 verschiedene Quadrate x* in Z,, und es gibt [ £ ] + 1 verschiedene
Zahlen der Form —(1 + y?). Diese zwei Mengen von Zahlen sind aber
zu groB um disjunkt zu sein, weil Z,, insgesamt nur p Elemente hat, und
deswegen muss es = und y geben mit 22 = —(1 + y?) (mod p).

Lemma 2. Keine Zahl n = 4m + 3 ist eine Summe von zwei Quadraten.

B Beweis. Das Quadrat einer geraden Zahl ist (2k)? = 4k? = 0 (mod 4),
withrend Quadrate von ungeraden Zahlen (2k +1)? = 4(k®> + k) +1=1
(mod 4) ergeben. Damit ist jede Summe von zwei Quadraten zu 0, 1 oder 2
(mod 4) kongruent. O

Dies reicht uns als Beleg dafiir, dass die Primzahlen p = 4m + 3 ,,schlecht™
sind. Also kiimmern wir uns jetzt erst mal um die ,,guten* Eigenschaften
der Primzahlen von der Form p = 4m + 1. Das folgende Resultat ist der
wichtigste Schritt auf dem Weg zur Losung unseres Problems.

Proposition. Jede Primzahl der Form p = 4m + 1 ist eine Summe von
zwei Quadraten, sie kann also als p = x> + y? dargestellt werden, mit
natiirlichen Zahlen x und y.

Wir werden hier zwei Beweise dieses Resultats priasentieren — beide sind
elegant und tiberraschend. Der erste Beweis gldanzt durch eine bemerkens-
werte Anwendung des Schubfachprinzips (das schon ,,ganz nebenbei* vor
Lemma 2 aufgetreten ist; Kapitel 28 bietet mehr davon), und durch einen
bestechenden Ubergang zu Argumenten ,,modulo p“ und zuriick. Wir ver-
danken ihn dem norwegischen Zahlentheoretiker Axel Thue.

B Beweis. Wir betrachten die Paare (z/,3’) von ganzen Zahlen mit
0 < 2,y < /p, das heibt 2’,y" € {0,1,...,|/p|}. Es gibt genau
(Ly/p] + 1)? solche Paare. Mit der Abschitzung |z ] + 1 > « firz = /p
sehen wir, dass es mehr als p solche Paare von ganzen Zahlen gibt. Also  Fir p = 13, | VP = 3 betrachten wir
konnen fiir ein festes s € Z die Werte 2’ — sy’, die man aus den Paaren 5/ ./ ¢ {0,1,2,3}. Fiir s = 5 nimmt
(z',y') erzeugt, nicht alle modulo p verschieden sein. Also gibt es fiir jedes  die Summe ' — sy’ (mod 13) die fol-

s zwel verschiedene Paare gonden Werto an:
/

@y, (@"y") € {0,1,....[Vp]} oo 12 o3

i 0|0 8 3 11

" 1 1 9 4 12

2’ —sy = 2" —sy" (modp). 2 |2 10 5 0

Nun nehmen wir Differenzen: Wir haben 2’ — 2" = s(y’ — y”) (mod p). s ls 11 6 1

Wenn wir also
T = ‘x/_x//|’ y:: ‘y/_y//‘

definieren, dann erhalten wir

(z,y) € {0,1,...,|v/p|}*> mit z=4sy(modp).

Weiterhin wissen wir, dass « und y nicht beide Null sein konnen, weil die
Paare (2’,y’) und (z”,y") ja verschieden sind.
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Sei nun s eine Losung von s> = —1 (mod p), die nach Lemma 1 existieren

muss. Dann gilt 22 = s?y? = —y? (mod p), und wir erhalten

(r,y)€Z* mit 0<z?+y*<2p und 2*+y?=0(modp).

Die Primzahl p ist aber die einzige Zahl zwischen 0 und 2p, die durch p
teilbar ist. Also gilt 2% + y? = p: fertig! g

Unser zweiter Beweis fiir die Proposition — ganz sicher auch ein Beweis
aus dem BUCH — wurde von Roger Heath-Brown 1971 entdeckt und er-
schien 1984. (Eine Kurzversion ,,in einem Satz* wurde von Don Zagier
angegeben.) Er ist so elementar, dass wir dafiir nicht einmal das Lemma 1
brauchen.

Das Argument von Heath-Brown basiert auf drei Involutionen: einer ziem-
lich offensichtlichen, einer iiberraschenden, und einer ganz trivialen zum
Schluss. Die zweite Involution entspricht einer versteckten Struktur auf der
Menge der ganzzahligen Loésungen der Gleichung 4zy + 22 = p.

B Beweis. Wir untersuchen die Menge
S = {(w,y,2) €Z® :day+2>=p, >0, y>0}

Diese Menge ist endlich: aus > 1 und y > 1 folgt namlich y < £ und
x < Z. Damit gibt es aber nur endlich viele mogliche Werte fiir 2 und y,
und fiir gegebenes = und y gibt es hochstens zwei Werte fiir z.

1. Die erste lineare Involution ist
f:S—>S7 (z7y7z)'—>(yax7_z)7

also ,,vertausche = und y und negiere z*. Dies bildet ganz offensichtlich .S
auf sich selbst ab, und es ist eine Involution: Zweimal angewendet, ergibt
es die Identitit. Dieses f hat offenbar keine Fixpunkte, weil aus z = 0
sofort p = 4zy folgen wiirde, was nicht sein kann. Schlieflich bildet f die
Losungen in

T = {(z,y,2) € S:2>0}

auf die Losungen in S\T ab, die z < 0 erfiillen. Also vertauscht f die
Vorzeichen von x — y und von z, und bildet somit auch die Losungen in

U = {(z,y,2)€S:(x—y)+2z>0}

auf die Losungen in S\U ab. Dafiir miissen wir nur iiberpriifen, dass es
keine Losungen gibt mit (x — y) + z = 0. Aber die gibt es nicht, weil
daraus sofort p = 4ay + 22 = 4oy + (v — y)? = (z + y)? folgen wiirde.
Was liefert uns nun die Analyse von f? Die hauptséchliche Beobachtung
ist, dass f die Mengen 7" und U mit ihren Komplementen S\7T bzw. S\U in
Bijektion setzt; deshalb haben 7" und U beide die halbe Kardinalitit von .S
— also haben T und U dieselbe Kardinalitiit.



