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Zusammenfassung

Schwierigkeitsgenerierende Merkmale erméglichen es, die Schwierigkeit von Mathematikauf-
gaben zur Leistungserhebung vorherzusagen. Fiir die Primarstufe sowie die Sekundarstufe I
wurden schwierigkeitsgenerierende Merkmale wiederholt in der Forschung thematisiert. Auf-
grund unterschiedlicher theoretischer Herangehensweisen ist das Gesamtbild der Forschung
jedoch heterogen. Da fiir die Sekundarstufe II und im universitiren Kontext in einer spezi-
fischen Aufgabe hiufig Inhalte verschiedener Themenbereiche relevant sind, und deswegen
keine klaren Hierarchien der Inhalte aufgebaut werden konnen, ist es fiir die Sekundarstufe IT
und im universitiren Kontext noch anspruchsvoller, die Schwierigkeit von Mathematikaufga-
ben zur Erfassung von Leistungen zu beschreiben.

Im theoretischen Teil dieser Forschungsarbeit werden schwierigkeitsgenerierende Merkma-
le aufgezeigt, die nachweislich das Lesen und Losen von Mathematikaufgaben beeinflussen.
Auf der Grundlage psychologischer Forschung werden weitere Aspekte benannt, die die Schwie-
rigkeit von Mathematikaufgaben beeinflussen kénnen. Daraus wird die Fragestellung abgelei-
tet, wie sich ein offener bzw. geschlossener Anfangszustand und Zielzustand einer Aufgabe
sowie ein hoher bzw. niedriger Bekanntheitsgrad der Mittel auf die Schwierigkeit sowie die
individuellen Lésungsprozesse auswirken.

Diese Fragestellung wurde im empirischen Teil dieser Forschungsarbeit mit den Daten aus
einer papierbasierten Erhebung an insgesamt 756 Studierenden im ersten Semester untersucht.
Es ergab sich dabei, dass ein offener Zielzustand die Schwierigkeit von Aufgaben zur Leistungs-
erfassung tendenziell erhéht, wihrend kein klarer Effekt der Offenheit des Anfangszustandes
sowie des Bekanntheitsgrades der Mittel auf die Schwierigkeit einer Aufgabe nachgewiesen
wurde. In Hinblick auf die individuellen Lernprozesse zeigte sich zusitzlich, dass einige Studie-
rende zur Verwendung von Routineargumentationen neigen, selbst wenn diese zu komplexe-
ren Lésungsalternativen fithren oder die Argumente aufgrund fehlender Informationen eine
erfolgreiche Durchfithrung von Routineargumentationen nicht zulassen. Analysen von Blick-
bewegungen zeigten ferner, dass die Erfahrung von Schiilerinnen und Schiilern oder Studie-
renden miteinem bestimmten Aufgabentyp oder einem konkreten Inhalt den Lésungsprozess
beeinflusst. Insbesondere die Notwendigkeit, beim Lésen einer Aufgabe mit verschiedenen
Reprisentationsebenen zu arbeiten, konnte als schwierigkeitsgenerierendes Merkmal identifi-
ziert werden. Damit wurden in dieser Forschungsarbeit schwierigkeitsgenerierende Merkmale
fiir Aufgaben zur Leistungsmessung im universitiren Kontext auf der Grundlage psychologi-
scher Forschungsarbeiten spezifiziert.



Abstract

Difficulty generating aspects enable predictions of the difficulty of mathematical tasks for as-
sessment. For primary and lower secondary school levels difficulty generating aspects have been
a research topic for several years. Because of different theoretical approaches, research is hete-
rogeneous though. At university level, it is even more challenging to describe the difficulty of
mathematical tasks to assess performance of undergraduates, as undergraduates often have to
use different contents in a specific task.

In the theoretical part of this research work difficulty generating aspects are described that
affect reading and solving mathematical problems. Based on psychological research, further
aspects are identified that might influence the difficulty of mathematical tasks for undergra-
duates. This leads to the research question, how an open or closed initial state and goal state
of a task as well as little or well-known means affect the difficulty and the individual solution
processes.

This was analysed in the empirical part of this research work with the data of a paper-and-
pencil-test of 756 students in their first semester. The results show that an open goal state
increases the difficulty of tasks for assessment of mathematical performance. By contrast, no
clear effect of an open initial state or little known means on the difficulty of tasks was found.
Considering individual solution processes, the results show that some students tend to use
routine argumentations. This even holds if routine argumentations cause more complex so-
lutions or if routine arguments fail because of missing information. Additionally, the analysis
of eye movements showed that students’ experience with a mathematical content or a specific
type of task affects the solution process. In particular, the need to work with different represen-
tations in a task was identified as a difficulty generating aspect. Thus, in this research difficulty
generating aspects in tasks for the assessment of mathematical performance of undergraduates
were identified based on psychological research.
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Einleitung

Fiir viele Studienanfingerinnen und Studienanfinger ist der Ubergang von der Schule an die
Hochschule eine Herausforderung. Insbesondere im Fach Mathematik beklagen Studierende
und Lehrende Schwierigkeiten in den ersten Wochen des Studiums. Erhebungen des Deut-
schen Zentrums fir Hochschul- und Wissenschaftsforschung verdeutlichten zudem, dass vor
allem in den Bachelorstudiengingen in der Fichergruppe Mathematik/Naturwissenschaften
sowie in den Ingenieurwissenschaften die Studienabbruchquoten hoch sind (Heublein, Rich-
ter, Schmelzer & Sommer, 2014). Zum Beispiel erreichten von den Studienanfingerinnen
und Studienanfingern des Jahrgangs 2008/2009 an Universititen in der Fichergruppe Ma-
thematik/Naturwissenschaften 39 % keinen Abschluss, in den Ingenieurwissenschaften 36
%, wihrend tiber alle Fichergruppen hinweg nur 33 % der Studienanfingerinnen und Stu-
dienanfinger keinen Abschluss erreichten (Heublein u. a., 2014). Die Griinde fiir diese hohen
Studienabbruchquoten sind vielfiltig, doch werden von Exmatrikulierten am hiufigsten Leis-
tungsprobleme als Ursache fiir den Studienabbruch benannt (Heublein, Hutzsch, Schreiber,
Sommer & Besuch, 2010).

Um Studierenden den Einstieg in ihr Mathematikstudium zu erleichtern und sie an die
Hochschulmathematik heranzuftihren, wurden an einigen Hochschulen Unterstiitzungsmaf3-
nahmen etabliert und Curricula tiberarbeitet (Bausch u. a., 2014). Beispielsweise wurde in
Kooperation der Lehrstiihle fiir Mathematikdidaktik an der Ludwig-Maximilians-Universitit
(LMU) und der Technischen Universitit Miinchen (TUM) ein Briickenkurskonzept entwi-
ckelt, das einen Schwerpunkt auf die Einfithrung und die Vermittlung von Lernstrategien legt,
die fiir die Begriffsbildung der akademischen Mathematik geeignet sind (Reichersdorfer, Uter,
Lindmeier & Reiss, 2014). Zusitzlich wird mit dem Kurs eine Einfithrung in die authenti-
schen Arbeitsweisen der Mathematik angestrebt. Die Ergebnisse der Evaluation zeigen, dass
der Briickenkurs den Studieneinstieg erleichtert und begriindet den Schwierigkeiten entge-
genwirken kann, die durch Unterschiede zwischen Schul- und Hochschulmathematik bedingt
sind (Reichersdorfer u. a., 2014).

Um Unterstiitzungsangebote fiir Studienanfingerinnen und Studienanfinger oder Cur-
ricula weiterzuentwickeln oder zu evaluieren, ist es notwendig, mathematikbezogene Kom-
petenzen und Mathematikleistungen von Studierenden zu erfassen. Beispielsweise kann eine
empirische Untersuchung des Vorwissens von Studienanfingerinnen und Studienanfingern
dabei helfen, Unterstiitzungsmafinahmen oder Curricula fiir das erste Studienjahr anzupas-
sen.

Die empirische Forschung zur Erfassung von mathematikbezogenen Kompetenzen konzen-
triert sich tiberwiegend auf die Primarstufe sowie die Sekundarstufen. Vor allem im Rahmen
nationaler und internationaler Schulleistungsstudien wurden theoretisch fundierte und em-
pirisch abgesicherte Kompetenzmodelle entwickelt. Hingegen ist die Ausbildung auf universi-
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tirem Niveau in der empirischen Forschung unterreprisentiert (Zlatkin-Troitschanskaia, Sha-
velson & Kuhn, 2015).

Eine besondere Herausforderung bei der Erfassung mathematikbezogener Kompetenzen
im universitirem Kontext besteht darin, dass in vielen Aufgaben auf universitirem Niveau
Wissen aus verschiedenen Bereichen einbezogen werden muss. Das fithrt dazu, dass fiir die
mathematischen Inhalte auf Universititsniveau keine klaren Hierarchien aufgebaut werden
kénnen.

Unabhingig vom konkreten mathematischen Inhalt einer Aufgabe findet man eine Reihe
von Kriterien, mit denen Aufgaben beschrieben werden kénnen. Beispielsweise werden in der
psychologischen Forschung die Offenheit des Anfangszustandes und des Zielzustandes eines
Problems zu dessen Charakterisierung verwendet. Zur Beschreibung von Unterricht wurden
dariiber hinaus verschiedene Aufgabenklassifikationsschemata entwickelt, mit denen Aufga-
ben charakterisiert werden kénnen. Jedoch ist unklar, welche Merkmale einer Aufgabe neben
ihrem mathematischen Inhalt zu ihrer Schwierigkeit beitragen oder den Losungsprozess be-
einflussen.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es daher, den Einfluss von beobachtbaren Aufgaben-
merkmalen auf die Schwierigkeit von Mathematikaufgaben im universitiren Kontext sowie
auf den individuellen Lésungsprozess dieser Aufgaben zu untersuchen.

Im theoretischen Teil dieser Forschungsarbeit wird dazu der derzeitige Stand der Forschung
berichtet. Ausgangspunkt dafiir ist die Messung von mathematikbezogener Kompetenz. Da-
bei wird in Kapitel 1 herausgearbeitet, dass bislang kaum Forschung zur Untersuchung mathe-
matischer Kompetenz im universitiren Kontext vorliegt. Das liegt unter anderem daran, dass
fiir die mathematischen Inhalte der Sekundarstufe IT sowie auf Universititsniveau keine klaren
Hierarchien aufgebaut werden kénnen. Ausgehend davon wird hinterfragt, welche Aspekte
neben dem Inhalt zur Schwierigkeit mathematikbezogener Aufgaben beitragen konnen. Es
zeigt sich in Kapitel 2, dass Schwierigkeiten sowohl beim Lesen und Verstehen von Mathema-
tikaufgaben als auch bei der weiteren Verarbeitung der Aufgabenstellung auftreten kénnen.
In den Kapiteln 2 und 3 werden beide Aspekte weiter ausdifferenziert und dabei Forschungs-
arbeiten zu schwierigkeitsgenerierenden Merkmalen vorgestellt. Erginzend werden in Kapitel
4 psychologische Aspekte vorgestellt, die ebenfalls zur Schwierigkeit von Aufgaben beitragen
konnen. Insbesondere werden dabei die Offenheit des Anfangs- und Zielzustand einer Aufga-
be sowie die Bekanntheit der Mittel, die zur Lésung einer Aufgabe verwendet werden knnen,
als Charakteristika zur Beschreibung von Aufgaben vorgestellt. Dartiber hinaus ist zentral,
dass sich neben den Charakteristika einer Aufgabe die individuellen Voraussetzungen auf das
Lésen einer Aufgabe auswirken kénnen. Aus dem theoretischen Teil dieser Forschungsarbeit
wird in Kapitel 5 die Forschungsfrage abgeleitet, wie ein offener bzw. geschlossener Anfangs-
und Zielzustand sowie eine niedriger bzw. hoher Bekanntheitsgrad der Mittel die Schwierig-
keit von Aufgaben sowie den individuellen Losungsprozess beeinflussen.

Ziel des empirischen Teils dieser Arbeitist es, diese Forschungsfrage zu kliren. Dazu werden
in Kapitel 6 zunichst die methodischen Grundlagen vorgestellt. In Kapitel 7 wird der Einfluss
der Aufgabenmerkmale auf die Schwierigkeit der Aufgaben mit drei Studien untersucht. Ka-
pitel 8 fokussiertauf der Analyse von Einfliissen der Aufgabenmerkmale auf die individuellen
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Losungsprozesse. Abschliefend werden in Kapitel 9 die Ergebnisse diskutiert und dabei Im-
plikationen fiir die weitere Forschung und die Lehre an Hochschulen abgeleitet.
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1 Mathematische Kompetenz

Zusammenfassung. Kompetenzen sind nach Franz E. Weinert kognitive Fihigkeiten sowie
die damit verbundenen motivationalen, volitionalen und sozialen Bereitschaften, diese Fihig-
keiten zu nutzen. Der Erfassung mathematischer Kompetenzen liegen theoretisch gesicher-
te und empirisch bestitigte Kompetenzstufenmodelle zugrunde, die durch eine konkrete Be-
schreibung von Anforderungssituationen eine Graduierung mathematischer Kompetenz er-
méglichen. Wihrend Kompetenzstufenmodelle fiir die Primarstufe sowie die Sekundarstufen
im Rahmen der nationalen und internationalen Bildungsvergleichsstudien erarbeitet wurden,
gibt es bislang kaum Literatur zur mathematischen Kompetenz auf universitirem Niveau.

Die Ergebnisse von TIMSS (Baumert u.a., 1997) und PISA (Baumert u. a., 2001; Baumert
u.a., 2002) l8sten in Deutschland verstirkte Diskussionen iiber den Zustand und die Ent-
wicklungsperspektiven des Bildungssystems aus (Klieme u. a., 2007). In den Studien wurden
Defizite von Schiilerinnen und Schiilern in Deutschland gegentiber Gleichaltrigen in anderen
Nationen offengelegt, was zu Initiativen und Reformen in der Bildungspolitik fihrte (vgl.
Klieme u. a., 2007).

Im Zuge dieser Reformen fand ein Paradigmenwechsel mit weitreichenden Folgen statt.
Vor den Reformen wurde das Bildungssystem in der Bundesrepublik ausschlieflich durch den
Inpur gesteuert, etwa durch Lehrpline, Rahmenrichtlinien, Ausbildungsbestimmungen fiir
Lehrpersonen oder Priifungsbestimmungen (Klieme u. a., 2007). Die Reformen, die durch
die Konstanzer Beschliisse vom 24. Oktober 1997 eingeleitet wurden, betonten zunehmend
die ,,Entwicklung grundlegender Kompetenzen [...], die die Schiilerinnen und Schiiler zu ei-
ner gleichberechtigten Teilhabe am gesellschaftlichen, wirtschaftlichen, kulturellen und poli-
tischen Leben befihigen® (Kultusministerkonferenz, 1997). Dadurch orientiert sich das Bil-
dungssystem immer mehr am Output, das heifit an den Leistungen der Schule und vor allem
an den Lernergebnissen der Schiilerinnen und Schiiler.

Die Outputorientierung des Unterrichts ist auch leitender Gedanke der Gesamtstrategie der
Kultusministerkonferenz zum Bildungsmonitoring, die seit 2006 den in den Konstanzer Be-
schliissen eingeschlagenen Weg konsequent fortsetzt (Kultusministerkonferenz, 2006, 2016a).
Mit den Beschliissen in der Gesamtstrategie zum Bildungsmonitoring soll dazu beigetragen
werden, (Kultusministerkonferenz, 2016a)

+ fiir Transparenz hinsichtlich zentraler Mafstibe zur Bestimmung von Bildungsqualitit
zu sorgen,

* wissenschaftlich abgesicherte Ergebnisse zur Bildungsqualitit fiir Schulen, Bildungsver-
waltung, Bildungspolitik und Offentlichkeit bereitzustellen,
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* die Qualitits- und Standardsicherung auf allen Ebenen méglichst eng mit der Qualitits-
entwicklung zu verbinden,

* eine Grundlage fiir die linderiibergreifende Zusammenarbeit im Bereich der Qualitits-
sicherung zu schaffen.

Im Zentrum der Gesamtstrategie stehtalso eine Erfassung der Bildungswirklichkeit in Deutsch-
land. Vor allem soll dabei im Sinne eines Benchmarking auf Stirken und Schwichen des Bil-
dungssystems aufmerksam gemacht werden (Obersteiner & Reiss, 2014) und das so gewonne-
ne Beschreibungswissen fiir die Unterrichts- und Schulentwicklung genutzt werden (Driike-
Noe, 2015; Kultusministerkonferenz, 2016a). Um diesen Anspriiche gerecht zu werden, sicht
die Gesamtstrategie vier Siulen vor (aus Kultusministerkonferenz, 2016a):

1. Téilnabme an internationalen Schulleistungsstudien. Um regelmifig die Leistungsfihig-
keit des deutschen Schulsystems im internationalen Vergleich festzustellen und aus den
Ergebnissen geeignete Mafinahmen abzuleiten, nimmt Deutschland weiterhin an inter-

nationalen Bildungsvergleichsstudien teil (PIRLS/IGLU, TIMSS-Grundschule, PISA).

2. Uberpriiﬁtng und Umsetzung von Bildungsstandards. Fir die Primarstufe wurden in
den Fichern Mathematik und Deutsch abschlussbezogene Standards erarbeitet, fiir den
Hauptschulabschluss fir die Ficher Deutsch und Mathematik sowie die erste Fremd-
sprache, fiir den Mittleren Schulabschluss fiir die Ficher Deutsch und Mathematik, die
erste Fremdsprache sowie Chemie und Physik, fiir die Allgemeine Hochschulreife fiir die
Ficher Deutsch und Mathematik sowie die fortgefithrte Fremdsprache. Das Erreichen
der Bildungsstandards wird regelmifig durch die IQB-Lindervergleichsstudien tiber-
priift.

3. Verfabren zur Qualitéitssicherung auf Ebene der Schulen. Zusitzlich zu den internatio-
nalen und nationalen Leistungsstandserhebungen werden linderiibergreifende und lin-
derspezifische Tests durchgefiihrt. Diese Vergleichsarbeiten dienen der landesweiten, jahr-
gangsbezogenen Untersuchung der Leistungen der einzelnen Schulen und Klassen in
ausgewihlten Dominen zum Zwecke der Unterrichts- und Schulentwicklung. Die Ver-
gleichsarbeiten (VER A) werden in der Primarstufe und in der Sekundarstufe I durchge-
fithre. Sie sollen vor allem die Entwicklung von Schule und Unterricht an jeder einzelnen
Schule durch eine die Riickmeldung unterstiitzen, die an den Bildungsstandards orien-
tiert ist.

4. Gemeinsame Bildungsberichterstattung von Bund und Lindern. Die datengestiitzte Bi-
lanzierung von Rahmenbedingungen, Verlaufsmerkmalen sowie Ergebnissen und Er-
trigen von Bildungsprozessen dient als wichtige Grundlage fiir bildungspolitische Ent-
scheidungen und sorgt fir Transparenz.

Die Siulen 1 bis 3 der Gesamtstrategie verankern die regelmif$ige Durchfiithrung von inter-
nationalen und nationalen Bildungsvergleichsstudien in Deutschland. Da die Studien unter-
schiedliche Schwerpunktsetzungen haben, sind die Erhebungen nicht redundant. Gemeinsam
ist ihnen hingegen, dass sie Kompetenzen messen. Als Grundlage fiir weitere Beschreibungen
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der Bildungsvergleichsstudien wird im folgenden Abschnitt daher zunichst der Kompetenz-
begriff erklirt. Davon ausgehend werden in den Abschnitten 1.2 und 1.3 Kompetenzstufen-
modelle fiir die Mathematik in der Primar- und Sekundarstufe vorgestellt. Wihrend es fiir die-
se beiden Stufen empirisch fundierte Kompetenzstufenmodelle fiir die Mathematik gibt, lie-
gen zur mathematischen Kompetenz auf universitirem Niveau deutlich weniger Forschungs-
arbeiten vor. Dies wird in Abschnitt 1.4 thematisiert.

1.1 Kompetenz

Kompetenzorientierter Unterricht hat seit Beginn des Jahrtausends immer mehr Bedeutung
gewonnen. Der Begrift Kompetenz wird im alltiglichen Sprachgebrauch in vielerlei Hinsicht
verwendet, doch herrscht in der psychologischen, pidagogischen und fachdidaktischen For-
schung ein breiter Konsens, der sich auf die Kennzeichnung von Weinert (2001) bezieht.

Dabei versteht man unter Kompetenzen die bei Individuen verfiigbaren oder
durchsie erlernbaren kognitiven Fihigkeiten und Fertigkeiten, um bestimmte Pro-
bleme zu 16sen, sowie die damit verbundenen motivationalen, volitionalen und
sozialen Bereitschaften und Fihigkeiten um die Probleml8sungen in variablen Si-
tuationen erfolgreich und verantwortungsvoll nutzen zu kénnen (Weinert, 2001,
S.27 ).

Diese Definition des Kompetenzbegriffs enthilt also zwei wesentliche Aspekte. Einerseits
werden die kognitiven Fihigkeiten und Fertigkeiten benannt. Hierbei unterscheidet Weinert
(2001) fachliche Kompetenzen (z. B. mathematischer Art) und fachiibergreifende Kompeten-
zen (z. B. Problemlésen). Diese kognitiven Leistungsdispositionen umfassen Kenntnisse, Fer-
tigkeiten, Strategien, Routinen oder auch bereichsspezifische Fihigkeiten (Klieme, 2004). An-
dererseits beschreibt die Definition von Weinert (2001) Kompetenz im Sinne von motivatio-
nalen, volitionalen und sozialen Orientierungen. Sie sind Voraussetzung fiir die Bewiltigung
anspruchsvoller Aufgaben. Man spricht insgesamt von Handlungskompetenzen, die ,,neben
kognitiven auch soziale, motivationale, volitionale und oft moralische Kompetenzen erhalten
und es erlauben, erworbene Kenntnisse und Fertigkeiten in sehr unterschiedlichen Lebenssi-
tuationen erfolgreich, aber auch verantwortlich zu nutzen.“ (Weinert, 2001, S. 28).

In der ebenfalls einflussreichen Expertise zur Entwicklung nationaler Bildungsstandards (Klie-
me u. a.,2007) wird der Kompetenzbegriff von Weinert (2001) tibernommen und noch weiter
spezifiziert. Klieme u. a. (2007) betonen, dass nach diesem Verstindnis Kompetenz eine Dis-
position ist, die Personen befihigt, bestimmte Arten von Problemen erfolgreich zu Iésen, und
damit konkrete Anforderungssituationen zu bewiltigen.

Kompetenzen haben im Sinne dieser Definition den Charakter psychologischer Konstruk-
te, die mit Hilfe von Messinstrumenten operationalisiert werden kénnen (Kéller, 2008). In
diesem Zusammenhang finden sich in der Expertise von Klieme u.a. (2007) zwei wichtige
Konsequenzen aus der Auffassung von Kompetenz im Sinne von Weinert (2001):

* Die Erfassung von Kompetenzen ist nur leistungsbezogen méglich. Da Kompetenz die
Befihigung zum Bewiltigen von Situationen beschreibt, muss sich jede Operationali-
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sierung von Kompetenz auf konkrete Anforderungssituationen beziehen (Klieme u. a.,
2007).

* Fiir die Messung von Kompetenzen sind Einzelleistungen nicht ausreichend, da der Be-
reich von Anforderungssituationen, in denen eine bestimmte Kompetenz notwendig
ist, ein breiteres Leistungsspektrum umfasst. Das bedeutet auch, dass die Erfassung von
Kompetenz einen breiten Begriff von Aufgaben und Tests erfordert, der nicht mit Wis-
sensabfragen allein abgedeckt werden kann (Klieme u. a., 2007).

Die Erfassung von Kompetenzen von Schiilerinnen und Schiilern erfolgt vor allem im Rah-
men der groffen Schulleistungsstudien. Sie haben das vorrangige Ziel, zu einem vorgegebenen
Zeitpunkt im Bildungsverlauf bilanzierende Aussagen tiber das Spektrum und die Verteilung
von Kompetenzen bei Schiilerinnen und Schiilern zu treffen (z. B. Pant, BsShme & Koéller,
2013). Dazu ist es erforderlich, theoretisch ausgearbeitete Kompetenzstufenmodelle zu verwen-
den, die fiir eine Kompetenz Graduierungen der gemessenen Fihigkeiten in Kompetenzstufen
erlauben (z. B. Pant, Bshme & Kéller, 2012). Sie basieren einerseits auf fachdidaktischen und
psychologischen Aussagen und damit aufeiner fachlichen und fachdidaktischen Basis (Klieme
& Leutner, 2006; Reiss & Winkelmann, 2009). Sie miissen andererseits empirisch tiberpriif-
bar sein (Klieme & Leutner, 2006; Granzer, 2009). Damit basieren Kompetenzstufenmodelle
sowohl auf normativen (theoretischen) Vorgaben, als auch auf empirisch gesicherten Erkennt-
nissen (vgl. Reiss, 2009; Ufer, Reiss & Heinze, 2009).

Die Spezifizierung von Kompetenzstufen kann in verschiedenen Dominen sehr unterschied-
lich ausfallen (Klieme u. a., 2007). Dabei ist der zentrale Gedanke, dass die Kompetenz einer
Person tiber Aufgaben (und die Lésungen dieser Aufgaben durch Schiilerinnen und Schii-
ler) beschrieben werden kann, denen ein Schwierigkeitsgrad zugeordnet werden kann (Klieme
u.a., 2007). Diese Grundidee der Beschreibung von Kompetenzstufen wird meist mit Analy-
sen verbunden, die auf dem Rasch-Modell basieren (vgl. dazu Abschnitt 6.1). Dieses Modell
ermdglicht es, die Fihigkeit von Personen und die Schwierigkeit von Aufgaben auf einer ge-
meinsamen Skala zu beschreiben (Bond & Fox, 2007; Silzer, 2016). Das hat den Vorteil, dass
ein Item, dem ein bestimmter Schwierigkeitswert zugeordnet wird, im Hinblick darauf ana-
lysiert werden kann, welche kognitiven Operationen zu dessen Lésung erforderlich sind (z. B.
Pant, B6hme, Stanat, Schipolowski & Kéller, 2017). Dies ermdglicht im nichsten Schritt den
Riickschluss, dass Schiilerinnen und Schiiler, die mindestens den Skalenwert erreichen, der
einem Item zugeordnet wurde, die zur L3sung dieses Items erforderlichen Operationen be-
herrschen (z.B. Pant u.a., 2017). Jede Kompetenzstufe wird also durch kognitive Prozesse
und Handlungen von bestimmter Qualitit charakeerisiert, die Schiilerinnen und Schiiler auf
der jeweiligen Stufe bewiltigen kénnen, nicht aber Schiilerinnen und Schiiler auf niedrige-
ren Kompetenzstufen (Klieme u. a., 2007). Um schliefSlich Kompetenzstufen zu beschreiben,
wird die gemeinsame Skala fiir die Fihigkeit von Personen und die Schwierigkeit von Aufga-
ben wie in Abbildung 1.1 dargestellt in Abschnitte unterteilt (z. B. Hartig, 2007; Pant u. a.,
2012; Pant u. a., 2017). Fiir diese Festlegung der Kompetenzstufen erscheint es zudem von
grof8er Bedeutung, treffende Stufenbezeichnungen und -beschreibungen anzugeben, sodass
nachvollziehbar wird, tiber welche Kompetenzen Schiilerinnen und Schiiler auf den jeweili-
gen Stufen verfiigen (Kéller & Reiss, 2013).
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Abbildung 1.1: Schematische Darstellung der Festlegung von Kompetenzstufen (nach Pant,
Bohme, Stanat, Schipolowski & Kéller, 2017)

Im Zuge der internationalen und nationalen Schulleistungsstudien wurden in den letzten
Jahrzehnten verschiedene Kompetenzstufenmodelle erarbeitet. Exemplarisch werden in den
folgenden beiden Abschnitten 1.2 und 1.3 das Kompetenzstufenmodell fiir den Primarbereich
aus dem IQB-Lindervergleich sowie die Kompetenzstufenmodelle fiir die Sekundarstufe I aus
dem IQB-Lindervergleich und aus der PISA-Studie vorgestellt.

1.2 Erfassung mathematischer Kompetenz in der Primarstufe

Die Ausbildung von Schiilerinnen und Schiilern in der Primarstufe ist die Grundlage fiir
weiterfiihrendes Lernen in der Sekundarstufe und dariiber hinaus (Kultusministerkonferenz,
2004). In den Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir den Primarbereich wurden 2004
mathematische Kompetenzen festgelegt, die die fachspezifischen Anforderungen im Primar-
bereich kennzeichnen und von Kindern am Ende ihrer Grundschulzeit beherrscht werden sol-
len (Kultusministerkonferenz, 2004). Schiilerinnen und Schiiler sollen in der Lage sein, die-
se Kompetenzen in aufler- und innermathematischen Kontexten einzusetzen. Die Standards
wurden nach dem Vorbild der Standards des National Council of Teachers of Mathematics
aus den USA entwickelt (NCTM, 2000; Klieme u. a., 2007) und werden als unverzichtbarer
Bestandteil grundlegender Bildung in der Grundschule angesehen (Kultusministerkonferenz,
2004).

In den Bildungsstandards werden zunichst allgemeine mathematische Kompetenzen aus-
gewiesen, die sich in der tiglichen Auseinandersetzung mit Mathematik zeigen (Problemls-
sen, Kommunizieren, Argumentieren, Modellieren, Darstellen). Fiir den Unterricht sind sie
wichtig, da diese Kompetenzen in der Auseinandersetzung mit tiglichen Situationen erwor-
ben werden (Kultusministerkonferenz, 2004). Spiter wurde die Kompetenz (prozessbezoge-
ne) Grundfertigkeiten erginzt (Winkelmann & Robitsch, 2009). Zusitzlich werden fiinf in-
haltsbezogene mathematische Kompetenzen beschrieben (Zahlen und Operationen, Raum und
Form, Muster und Strukturen, Gréfien und Messen, Daten, Hiufigkeit und Wahrscheinlich-
keit). Sie orientieren sich an mathematischen Leitideen, die fiir die Primarstufe ebenso wie ftir
das weiterfiihrende Lernen von fundamentaler Bedeutung sind (Kultusministerkonferenz,



