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1 Funktionen

Wichtige Definitionen

Abbildungen

Eine Abbildung ordnet den Ele-
menten einer Menge D durch
eine Vorschrift Elemente einer
Menge W zu. Eine solche Ab-
bildung (Zuordnung) nennt
man

mehrdeutig, wenn mindes-
tens einem x € D mehr als ein
y € W zugeordnet wird,

eindeutig, wenn jedem
x € D genau einy € W zuge-
ordnet wird,

eineindeutig, wenn auBer-
dem noch zu jedemy e W
genau ein x € D gehort.

Produktmengen

Eine Abbildung ist beschreibbar
als Teilmenge der Produktmen-
geD xW.

Die Produktmenge D x W ist
die Menge aller geordneten
Paare, deren erste Komponen-
teein Element aus D und deren
zweite Komponente ein Ele-
ment aus W ist.

6

Mehrdeutige Abbildung f; :
Jeder ganzen Zahl wird die Zahl
zugeordnet, fiir die sie Teiler ist,
alsol — 1;1— 2;2— 2;...
Eindeutige Abbildung f5 :

Jeder ganzen Zahl wird ihr
Quadrat zugeordnet, also

0> 01> 1;£2— 4;
+3—> 9; ..

Eineindeutige Abbildung f5 :
Jeder reellen Zahl wird ihr
Doppeltes zugeordnet, also
0—> 0;1—> 2;0,5—> 1;

T — 27 usw. Zu jeder reellen
Zahl gehort auch genau eine re-
elle Zahl, die halb so grof ist.

Z;W =N

x W ={(0;0), (0; 1), ...,
(=1;0), (<15 1), (<15 2), ..,
(1;0), (151), (15 2), .

(=250), (=25 1), (=25 2),...}.
Abbildung f, von oben ist eine
Teilmenge von Dx W.

£, ={(0;0), (=15 1), (1; 1),
(=254}, (2;4), ...}



Funktionen

Eine Funktion fist eine eindeu-
tige Zuordnung (Abbildung)
der Elemente zweier Mengen.
Jedem Element x aus der
Definitionsmenge Dy (dem
Definitionsbereich) wird dabei
genau ein Element y aus einer
Wertemenge W¢(dem Werte-
bereich) zugeordnet.
Kurzform:

fix—y oder fix— f(x)
Die Elemente x € D¢ heiRRen Ar-
gumente von f, die zugeordne-
ten Elemente y € W bzw. f(x)
€ W¢heiBen Funktionswerte.
Die Gleichung y = f(x) heif3t
Funktionsgleichung der Funk-
tion f.

Reelle Funktionen

Sind Definitions- und Werte-
bereich Mengenreeller Zahlen,
so spricht man von reellen
Funktionen.

Eine Funktion kann auch zwei
oder mehr unabhangige Variab-
len besitzen.

Bei zwei unabhangigen Variab-
len besteht der Definitionsbe-
reich aus geordneten Paaren
reeller Zahlen und der Wer-
tebereich ist R oder eine Teil-
menge von R. Man schreibt
dannz.B.z=f(x,y).

Messung der Lufttemperatur T
zu bestimmten Uhrzeiten

Uhrzeit | 4 | 6 | 8 |20 22|24

Tin°C [-3|-2[ 0|0 [-1|-2

Hier gilt:

D= {4;6; 8;20;22; 24} W,=1Z
(bei ganzzahliger Messung)
f=1{(4-3),(6:-2), (8 0),
(20;0), (225-1), (24;-2)}

Jeder reellen Zahl wird ihre
dritte Potenz zugeordnet.
Hier gilt:

Df: [R; Wf: [R

f= {(x;y)|y:x3undx e R},
also f={(0;0), (-2; -8),
(0,5;0,125),..}, fc R x R

Fiir den Flicheninhalt A eines
Rechtecks mit den Seitenldngen
aund b (jeweils auf Maf3zahlen
bezogen) gilt:

A(a,b)=a-b.

Der Definitionsbereich von A
ist die Menge {(a;b)|a,b e R™},
der Wertebereich ist R*. Jedem
Paar von Seitenldngen wird
eindeutig ein Flicheninhalt zu-
geordnet.
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1.1 Darstellung und Beschreibung

Fiir die Darstellung und Beschreibung reeller Funktionen
kommen vor allem folgende Varianten in Frage:
Angabe der (geordneten) Paare einander zugeordneter Ele-
mente aus Definitions- und Wertebereich (nur moglich bei
endlicher Paaranzahl);
Beschreibung der Zuordnungsvorschrift in Worten (Wort-
vorschrift; verbale Beschreibung);
Angabe einer die Zuordnung vermittelnden Funktionsglei-
chung y = f(x) (f(x) heilit dann Funktionsterm);
Darstellung der einander zugeordneten Elemente in einer
Wertetabelle (bei endlicher Paarzahl);
Beschreibung durch grafische Darstellungen, z.B. durch
ein Pfeildiagramm oder durch Deuten der Zahlenpaare als
die Koordinaten von Punkten in einem Koordinatensystem,
wodurch man einen Graphen der Funktion erhilt.

Darstellung und Beschreibung von Funktionen
Variante Beispiel Temperaturmessung
Paarangabe (4;-3), (65 -2), (8; 0), (20; 0), (225 -1), (24; -2)

Wortvorschrift | Jedem Messzeitpunkt wird die gemessene Luft-
temperatur zugeordnet

Funktions- (Angabe ist in diesem Falle nicht méglich)

gleichung

Wertetabelle Uhrzeit 4 |6 8 20 | 22 | 24
Tin°C -3 | =2 0 0 -1 | =2




grafische Temperatur
Darstellung

2 o Uhrzeit

Pfeildiagramm

Parameterdarstellung

Bei der Parameterdarstellung von Funktionen wird sowohl die
Variable x als auch die Variable y jeweils durch eine Gleichung
beschrieben, die einen (gemeinsamen) Parameter t als unab-
hingige Variable enthilt. Es gilt also: x = f;(t) und y = f,(t).

Beispiel: Es sei x = f;(t) = % und y = f,(t) = 6t mit
Dy, = Dy, = ]-00; 0[ bzw. —o0 <t <o0. Dann erhilt man fol-

gende Wertetabellen:

t -9 -6 -3 0 3 6
x=f(t)= ; -3 -2 -1 0 1 2
y =f,(t) =6t —54 -36 -18 0 18 36
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1.2 Eigenschaften
Monotonie

P> Definition
Eine Funktion f heiRt in einem Intervall I von D¢
monoton fallend, ‘ monoton wachsend,
wenn fiir beliebige x;, x, € T gilt:

X <X = f(x)) 2 f(x;) | x; <x = f(x)) < f(x;)

Gilt sogar
X1 <X = f(x7) > f(x7) | X1 <X = f(x;) < f(x)

so heil3t

streng monoton fallend. | streng monoton wachsend.

i i

| | |

| | /IJ
\\OH/ | x

monoton |streng monoton streng monoton | monoton

fallend fallend wachsend wachsend

Beschridnktheit

P> Definition
Eine Funktion f heiRt

nach oben beschrankt, nach unten beschrankt,

wenn es eine Zahl s, € R gibt, | wenn es eine Zahl s, R gibt,
sodass fiir alle x € D¢gilt:
f(x) <s, | f(x)>s,
Man nennt dann

s, obere Schranke von f. | s, untere Schranke von f.

10



Symmetrie -

> Gerade und ungerade Funktionen
Eine Funktion f heiflt
gerade Funktion, ‘ ungerade Funktion,

wenn mit der Zahl x stets auch —x
zum Definitionsbereich D¢ von f gehdrt und wenn gilt:

f(—x) = f(x) | f(—x) = —f(x)

Der Graph einer geraden Funktion ist achsensymmetrisch

zur y-Achse.
Der Graph einer ungeraden Funktion ist punktsymmet-

risch zum Koordinatenursprung.

f(x) , f(—x)/\ I/\

SN
N

X
t
I
I
|

f(—x) = f(x) f(—x) =—f(x)

Beispiele: f;(x) = x* ist eine gerade Funktion, denn
fi(—x) = (%)% = x> = £, (x).

fy(x) = x° ist eine ungerade Funktion, denn

fy(—x) = (—X)3 = x> =—6(x).

f5(x) = x* — x ist weder gerade noch ungerade, denn
f3(—x) = (=x)? — (=x) = x* + x, also verschieden von f3(x)
und —f3(x).

Periodizitat

P> Definition

Eine Funktion f heiBt periodisch, wenn es eine Zahl b > 0 gibt,
sodass fiir jedes x € D¢gilt: f(x + b) = f(x) (x + b € Dy). Die kleinste
derartige Zahl b wird Periode von f genannt.

mn
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Fiir eine periodische Funktion f mit f(x + b) = f(x) gilt also:
Im Abstand b wiederholen sich die Funktionswerte.
Die Abschnitte des Graphen von f iiber den Intervallen
[x; x + b], [x + b; x + 2b], [x — 3b; x — 2b], ... aus D;sind
kongruent.

Bk A\« /\ %D
N_ " \/ \_/fl/ P

1 b b
|<—>| |<—>|

Umkehrbarkeit und Umkehrfunktionen

P> Definition

Eine Funktion y = f(x) heil3t umkehrbar, wenn die durch sie vermit-
telte Zuordnung f umkehrbar eindeutig ist.

Zu jedem Element y € Wy gehort also auch genau ein x € Dy.
Das heifdt: Fur allex; € Dy folgt aus x; #x, stets f(x;) # f(x;).
Die Umkehrfunktion von f (auch inverse Funktion genannt)
wird mit f 7! bezeichnet. Es ist Dy = Wpund Wi = Dy.

Die Gleichung der Umkehrfunktion von f gewinnt man,
indem man die Gleichung y = f(x) nach x auflost (so dies mog-
lich ist) und die Bezeichnungen y und x vertauscht. Die Gra-
phen einer Funktion y = f(x) und ihrer Umkehrfunktion
y = f 71(x) liegen spiegelbildlich zur Geraden y = x.

Beispiel: Die Funktion g mit der Gle1chung y 3X 5, Dy =R
ist umkehrbar und hat die Gleichung g 1y = x + . Die Funk—
tion f(x) = x* vermittelt hingegen keine elnelndeutlge Zuord-
nung: Jedem y-Wert (Ausnahme: 0) sind zwei x-Werte
zugeordnet. Zerlegt man jedoch fin die beiden Funktionen
firy= X2, Dfl =]—0;0,undfy:y= X2, sz =[0; o0 [,

12



dann existieren deren Umkeh-
rungen. Aus y = x> folgt | x|
= ./y, woraus man —x = J/y
bzw. x = J/y erhilt. Vertau-
schen von x und y liefert die
Gleichungen der Umbkehr-
funktionen

£l y =-v/x, £, 7L y =X,

Nullstellen

> Definition

Eine Zahl x, e D¢ heift Nullstelle von f, wenn f(x,) = 0 gilt.

In der grafischen Darstellung ist eine Nullstelle einer Funktion
die Abszisse eines Schnittpunkts des Funktionsgraphen mit
der x-Achse. Eine Funktion kann genau eine, mehrere oder
keine Nullstelle bzw. Schnittpunkte mit der x-Achse besitzen.

Abschnittsweise definierte Funktionen

Definition

Abschnittsweise definierte Funktionen werden in den Abschnit-
ten ihres Definitionsbereiches durch unterschiedliche Zuordnungs-
vorschriften bzw. Funktionsterme definiert.

Beispiel: Die Zuordnung ,,Briefgewicht (m in g) — Beférde-
rungsgebiihr (p in Euro)* stellt eine Funktion p = f(m) dar:
0,55fiir 0<m< 20

0,90 fir 20<m< 50

1,45 fur 50 <m< 500

2,20 fiir 500 < m <1000

p(m) =

13
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1.3 Verkniipfen und Verketten

Verkniipfen

Aus bekannten Funktionen konnen durch Verkniipfen der
entsprechenden Funktionsgleichungen (kurz: der Funktio-
nen) mithilfe der Grundrechenoperationen Addition, Sub-
traktion, Multiplikation und Division neue Funktionen gebil-
det werden.

p> Summe, Differenz, Produkt, Quotient

Die Funktionen f mit y = f(x) und g mity = g(x) auf den Definitions-
mengen D¢ und D, bilden folgende Verkniipfungen:

Summe  s=f+gmit s(x) = f(x) + g(x), Dy = DN Dy

Differenz d=f-gmit d(x) = f (x) - g(x), Dg=DrN D,

Produkt  p=f-gmitp(x) :f(x)~g(x),Dp:Dfﬁ D,

i =& mi - p =
Quotient q : mit q(x) 200 »Dgq=DgN Dg\ {x|g(x) = 0}

Der Definitionsbereich einer durch Verkniipfung entstande-
nen Funktion ist in Abhdngigkeit von den Definitionsberei-
chen der Ausgangsfunktion und der Verkniipfungsart zu be-
stimmen.

Beispiel: Fiir die Funktionen f(x) = x> und g(x) =x— 1 mit

D¢ =D, =R wird das Produkt f- g beschrieben durch

p(x) = X%+ (x - 1), x R. Fiir den Quotienten ! erhilt man
2 g

q(x) = X, x eR\{1}.

x—1

Verketten

Eine weitere Moglichkeit, aus gegebenen Funktionen neue
Funktionen zu bilden, stellt das Nacheinanderausfiihren bzw.
Verketten zweier Zuordnungsvorschriften dar.

14



P> Verkettung, duBere und innere Funktion -
Die Funktion v mit v(x) = f(g(x)) heit Verkettung von fund g. Man
schreibt v = fo g (gesprochen: fnach g). Die Funktion f nennt man
dufBere Funktion, die Funktion g innere Funktion der verketteten
Funktion v. Die Verkettung v ist definiert fiir alle x, fiir welche die
Funktionswerte von g (also g(x)) zum Definitionsbereich von f
gehoren.

Eine Verkettung der dufleren Funktion f mit der inneren
Funktion g zur Funktion v = fo g bedeutet demnach, dass man
Funktionswerte g(x) der inneren Funktion g zu Argumenten
der duf8eren Funktion f macht. Eine Verkettung ist nur dann
moglich, wenn die Schnittmenge aus dem Definitionsbereich
von f und dem Wertebereich von g nicht leer ist.

y = v(x)

duflere
Funktion
y =f(u)

innere
Funktion
u=g(x)

g(x) g(x)
AYAAAY

D, = {x|x € Dy und g(x) € Dy}

Beispiel: Betrachtet werden die Funktionen f(x) = sinx und
g(x) = 2x. Um die Verkniipfung f° g zu erhalten, wendet man
in einem ersten Schritt auf einen Wert x aus dem Definitions-
bereich von g die Zuordnungsvorschrift g ,,Verdopple!“ an
und erhilt so den Funktionswert g(x) = 2x.

In einem zweiten Schritt wird auf den Wert g(x) die Zuord-
nungsvorschrift f ,Sinuswert bilden!“ angewendet. Man er-
hilt: £f(2x) = sin 2x.

Durch die Verkntipfung f © g ist somit die neue Funktion v
mit v(x) = sin 2x entstanden.

15



Funktionenscharen

Werden reelle Zahlen additiv oder multiplikativ mit Funktions-
termen f(x) oder mit der Funktionsvariablen x verkniipft, so erhalt
man die Gleichungen neuer Funktionen.

Diese Gleichungen beschreiben jeweils eine Menge von Funktio-
nen, eine Funktionenschar. Die Gleichungen der einzelnen Funk-
tionen (der Scharelemente) hangen von der Wahl der Scharpara-
meter ¢, d, k bzw. m ab. Das Bild einer Funktionenschar ist eine
Graphenschar.

Gleichungen der Funktionsscharen

Aus einer Funktionsgleichung y = f(x) entstehen so z.B. die
Gleichungen (¢, d, k, m eR)
y=f(x)=f(x) +c

¢ y=fi(x) =f(x+d),
y = fil(x) = k- f(x),

O y=fy(&x) =1f(m-x).

Ubergang von y = f(x) zu y=f.(x) = f(x) + ¢

Die Graphen der Schar f_erhdlt man durch
Verschiebung des Graphen von f in Rich-
tung der y-Achse um |c| Einheiten, und
zwar fiirc>0in Richtungdes positiven und
fiir c <0inRichtung des negativen Teils der
y-Achse.

> O
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Ubergang von y = f(x) zu y= f4(x) = f(x + d)

Die Graphen der Schar f; erhdlt mandurch
Verschiebung des Graphen von f in Rich-
tung der x-Achse um |d| Einheiten, und
zwar fiir d > 0 in Richtung des negativen
und fiir d <0 in Richtung des positiven Teils
der x-Achse.

LY

= 12

Ubergang von y = f(x) zu y = f; (x) = k- f(x)

Die Graphen der Schar fi erhalt man durch
Streckung oder Stauchung des Graphen
von f senkrecht zur x-Achse mit dem
Faktor |K|.
k> 1:Streckung, 0<k<1:Stauchung
— Fiir k = —1 geht der Graph von f} aus dem
I >0 Graphen von fdurch Spiegelung an der
x-Achse hervor.
— -1 <k<0 oderk <-1: Spiegelung an der
x-Achse und anschlieBend Stauchung
bzw. Streckung senkrecht zur x-Achse.

Ubergang von y = f(x) zu y= f,,,(x) = f(m- x)

Die Graphen der Schar f,, erhdlt man y
durch Streckung oder Stauchung des Gra-
phen von f senkrecht zur y-Achse mit dem

Faktor
[m]
m>1: Streckung
0<m<1: Stauchung
>0 Fiir m = -1 geht der Graph von f,, aus dem

Graphen von fdurch Spiegelung an der
y-Achse hervor.

-1<m<0 oderm <-1: Spiegelung an der
y-Achse und anschlieRend Streckung bzw.
Stauchung senkrecht zur y-Achse.

7



1.5 Funktionsklassen

Einteilung reeller Funktionen

Je nachdem, ob bei der Verkniipfung der Funktionsvariablen
im Funktionsterm nur rationale Rechenoperationen (also die
Grundrechenarten und ihre Umkehrungen) oder dartber hi-
naus noch weitere Rechenoperationen vorkommen, unter-
scheidet man rationale und nichtrationale Funktionen. Die
rationalen Funktionen werden noch einmal unterteilt in ganz-
rationale und gebrochenrationale Funktionen.

> Ganzrationale Funktionen

Funktionen mit einer Gleichung der Form

f(x) =apx" +a,_ X" "+ . +ax+ag
(a;eR,a,#0,neN,D¢=R)

nennt man ganzrationale Funktionen n-ten Grades.

P> Gebrochenrationale Funktionen

Eine Funktion f, die sich durch den Quotienten zweier ganzrationa-
ler Funktionsterme beschreiben lasst, heit gebrochenrationale
Funktion. Sie hat die Form

f(x) = u(x) _ X tay x4 +a;x! +a,

v(x) b xk+b,_ xk=1+ .. +bx! +b,

Eine solche gebrochenrationale Funktion ist nur fiir reelle Zahlen
definiert, fiir die v(x) # 0 gilt.

reelle Funktionen

rationale nichtrationale
Funktionen Funktionen
ganzrationale gebrochenrationale
Funktionen Funktionen

18



Lineare Funktionen -

> Definition

Funktionen mit einer Gleichung der Form f(x) =m x + n
(x, m, n € R) heiRen lineare Funktionen.

In der Gleichung f(x) = m x + nist mx das lineare Glied und
n das absolute Glied.

Die Graphen linearer Funktionen sind Geraden. Diese wer-
den durch zwei zur Funktion gehorende Zahlenpaare eindeu-
tig bestimmt.

Fiir eine lineare Funktion mit der
Gleichung f(x) = mx + n gilt
(x}) ~ f(x,)

*17%
m heiflt der Anstieg, o der Steigungs- .
winkel der Geraden. 2 o %
m > 0: steigende Gerade
m < 0: fallende Gerade

y
(3] N

=m=tano (X;#X,) f(x,)

Lineare Funktionen mit einer Gleichung der Form f(x) = mx
beschreiben einen proportionalen Zusammenhang. Eine
Vervielfachung des Arguments x bewirkt eine ebensolche Ver-
vielfachung des Funktionswertes f(x).

Fiir m = 0 hat die Gleichung der linearen Funktion die Gestalt
f(x) = n. Die Funktionswerte stimmen fiir alle x € R iiberein.
f ist in diesem Falle eine konstante Funktion. Thr Graph ist
eine Parallele zur x-Achse durch den Punkt P(0; n).

P> Nullstellen linearer Funktionen

Die Nullstelle einer linearen Funktion y = f(x) = mx + n (mit m # 0)
istx0=—£ .
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Quadratische Funktionen

P>  Definition

Funktionen mit einer Gleichung der Form f(x) = ax® +bx +c
(x,a, b, c €R,a#0) heiBen quadratische Funktionen.

In f(x) = ax® + bx + c ist ax*
das quadratische Glied, b-x
das lineare Glied und c das
absolute Glied. Die Graphen
quadratischer ~ Funktionen
sind (quadratische) Parabeln.
TIhre Symmetrieachsen verlau-
fen parallel zur y-Achse und
schneiden den Graphen der
Funktion im Scheitelpunkt fz-(x) - P idx_2
(Scheitel) der Parabel.

7
T Scheitelpunkt

Scheitelpunkt }

> Normalform

Fiira =1 geht die Gleichung der quadratischen Funktion in die
Normalform f(x) = x* + bx + c iber, meist geschrieben in der Form
f(x) =x> + px+q.

Normalparabel
Aus f(x) = x* + px + q erhilt man mit p = q = 0 die einfachste
quadratische Funktion y = f(x)

=x? D¢=R, Wi =[0; oo[. Der f(x) = x°
Graph von y = f(x) = x? wird
Normalparabel genannt.
Symmetrieachse: y-Achse
Scheitelpunkt: S(0; 0)
Spiegelung der Normalpara-
bel an der x-Achse ergibt eine
Parabel, die der Graph der
Funktion y = f, (x) = —x ist.

Y
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Verschiebt man die Normalparabel so, dass der Scheitelpunkt -
die Koordinaten (—d; e) hat, dann wird die zugehorige Funkti-
ondurchy="f(x)=(x+ d)? + e (Scheitelform) beschrieben.

Nullstellen von Funktionen

Der Scheitelpunkt der Parabel mit f(x) = x*> + px + q besitzt
wegen X2+ px+q=(x+ 123 )2 - (g )2 + q die Koordinaten
S(-=25—(2)” +q).

Diskriminante

Der Term (15’ )>— q wird Diskriminante der quadratischen Funktion
f genannt und mit D bezeichnet. Es gilt S (-2 ; -D).

Diskrimi- D >0 D=0 D<0
nante D
Nullstel-  zwei genaueine (dop- keine
lenanzahl  Nullstellen pelte) Nullstelle  Nullstelle
Graph y y y
f f f
1 \O /x; x O x, I=X2 x Ol X

> Nullstellenberechnung
Fiir die Nullstellen der Funktion f mit f(x) = x* + px + q gilt:
2
X, = —giﬁ = —gi Pi‘——q (D>0)

Beispiel:

fi(x) = x>~ 8x +16; D = (-4)2— 16 = 0; eine Nullstelle: x;=4
60 =x>+x-20; D=(1"+20=2025>0;

zwei Nullstellen x;= 4, x, = -5
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