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Vorwort

Fiir viele Studierende der Wirtschaftswissenschaften stellt das Erlernen ma-
thematischer Inhalte und Methoden eine grofle Herausforderung dar. Dem
gegeniiber steht die aus der technologischen Entwicklung resultierende Not-
wendigkeit, gerade in den Wirtschaftswissenschaften die naturwissenschaft-
liche Methodenkompetenz der Studierenden immer stirker zu schulen.

Das vorliegende Lehrbuch ist durch langjédhrige Dozententéitigkeiten in der
Wirtschaftsmathematik an verschiedenen Hochschulen entstanden. Es behan-
delt die fiir Wirtschaftswissenschaftler wichtigsten Themenfelder der Analysis
und verzichtet weitgehend auf Herleitungen und Beweise, um den Fokus auf
die wirtschaftswissenschaftlichen Anwendungen der Analysis zu lenken.

Die Themen umfassen zunéchst eine Einfiithrung in Folgen und Reihen, wobei
besonderer Wert auf die Anwendung der Inhalte in der Finanzmathematik
in Form der Rentenrechnung gelegt wurde. In den folgenden Kapiteln wer-
den hiufig vorkommende (6konomische) Funktionen und ihre Eigenschaften
betrachtet sowie die in den Wirtschaftswissenschaften héufig auftretenden
Anwendungen der Differentialrechnung, auch fiir mehrdimensionale Funktio-
nen, vorgestellt. Die elementare Integralrechnung ist um die Bestimmung von
Konsumenten- und Produzentenrente ergénzt.

Zahlreiche Beispiele und Ubungsaufgaben, fiir welche die Losungen am Ende
des Buches zusammengefasst sind, erleichtern dem Leser das Erlernen des
Stoffes. Die Erstellung der Grafiken erfolgte mit der Software GeoGebra®.

Die Erstellung eines Lehrbuches erfordert stets eine nicht unerhebliche Men-
ge an Zeit und ich danke meinem Mann, Prof. Dr. Thomas Schmallowsky
sowie meinen Sohnen Lasse und Theo fiir die Schaffung der entsprechenden
Freirdume.

Wismar, Juni 2017 Katrin Schmallowsky
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1 Folgen und Reihen

Folgen und Reihen spielen in vielen 6konomischen Fragestellungen eine wich-
tige Rolle. So lassen sich beispielsweise die Zinsrechnung, die Rentenrechnung
und auch die Unternehmensbewertung auf Folgen und Reihen zuriickfiihren.
In diesem Kapitel sollen zunéchst Folgen sowie deren wesentliche Eigenschaf-
ten vorgestellt werden. Im zweiten Teil des Kapitels erfolgt die Erweiterung
auf Reihen; dabei wird insbesondere auf die genannten Anwendungen einge-
gangen.

1.1 Folgen

Betrachtet man fiir eine beliebige Abbildung nur jene Werte, die sich durch
Einsetzen von Argumenten n aus den natiirlichen Zahlen ergeben, so erhilt
man eine Punktmenge, die sogenannte Folge. Durch die Wahl der Argumen-
te n aus den natiirlichen Zahlen ist in der Folge gleichzeitig eine Reihenfolge
festgelegt. Ist die Indexmenge N unbegrenzt, so spricht man von einer un-
endlichen Folge, ansonsten von einer endlichen Folge.

Definition 1.1.1
Eine Folge ist eine Abbildung

f+ N — R

Der Wert a,, := f(n), n =1,2,... heifit n-tes Folgeglied, a, ist der Start-
wert; iibliche Schreibweisen fiir Folgen sind f = (a,)nen oder (a,).

13



14 Kapitel 1. Folgen und Reihen

Bemerkung 1.1.1
Fiir Folgen sind verschiedene Darstellungsformen definiert:

e cxplizite Darstellung (a,) mit der Folgenvorschrift a,, = f(n)
e Aufzdhlung: (a,) = {a1, a9, as, ...}

e rekursive Darstellung (a,) mit a, = f(a,_1), a1 gegeben

Die Aufzdhlung wird iiblicherweise bei endlichen Folgen verwendet oder in
Féllen, in welchen zum Beispiel durch Messungen nur einzelne Werte bekannt
sind. Aus diesen Messwerten soll dann die rekursive oder die explizite Dar-
stellung abgeleitet werden.

Die rekursive Darstellung birgt den Nachteil, dass fiir hohe Indizes zunéchst
alle vorherigen Folgeglieder bestimmt werden miissen. Die haufigste Verwen-
dung findet daher die explizite Darstellung, da bei dieser die Berechnung
eines Folgegliedes unabhéingig von allen vorherigen Folgegliedern ist. Im fol-
genden Beispiel sind fiir vier Folgen die verschiedenen Darstellungsformen
angegeben.

M Beispiel 1.1.1

1. Die Folge (a,) mit a,, = n kann wie folgt dargestellt werden:

e cxplizite Darstellung: a,, =n
e Aufziahlung: (a,) ={1,2,3,...}

e rekursive Darstellung: a, = a,_1 + 1,a; = 1.
2. Die Folge (a,) mit a, = (—1)" kann wie folgt dargestellt werden:

e cxplizite Darstellung: a,, = (—1)"
e Aufzdhlung: (a,) ={-1,1,-1,...}

e rekursive Darstellung: a,, = a,_1 - (—1),a; = —1.

3. Die Folge (a,) mit a, = n? kann wie folgt dargestellt werden:

e cxplizite Darstellung: a,, = n?

e Aufzdhlung: (a,) = {1,4,9,16,25,...}
e rekursive Darstellung: a, = (\/a,_1 + 1)%,a; = 1.
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1.1.1 Eigenschaften von Folgen

Im Folgenden werden die wichtigsten Eigenschaften von Folgen vorgestellt.

Monotonie und Beschrianktheit

Eine wichtige Rolle bei der Auswertung von Folgen spielt die Frage, ob die
Folge eine gleichméBige Entwicklung beschreibt und ob der Entwicklung einer
Folge Grenzen gesetzt sind.

Definition 1.1.2 Q
Eine Folge (a,) heifit
e monoton wachsend, wenn fiir alle n € N gilt :

Qp—1 S Qp;

e monoton fallend, wenn fiir alle n € N gilt :

Qp—1 2 Qnp;

e streng monoton wachsend, wenn fiir alle n € N gilt :

Ap—1 < Qp;

e streng monoton fallend, wenn fiir alle n € N gilt :

Ap—1 > Ap;

e Eine Folge heiit nach unten bzw. nach oben beschrinkt, wenn
fiir alle n € N gilt:

a, > u € R bzw. a, <o € R,

Der Wert u wird als untere Schranke, o als obere Schranke be-
zeichnet.

e Eine Folge heiffit beschréankt falls sie nach unten und oben beschréankt
ist
u < a, < o.
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M Beispiel 1.1.2

1. Gegeben sei die Folge (a,) mit a, = 5. Esist (a,,) = {3, 7. %,.. .};d
Folge ist streng monoton fallend und beschréankt durch 0 < a,, <

2. Gegeben sei die Folge (a,) mit a,, = /n. Esist (a,) = {1,v/2,v/3,...};
diese Folge ist streng monoton wachsend und nach unten beschréinkt

iese

l\’)l»—t

durch u = 1.
3. Gegeben sei die Folge (a,) mit a, = 1. Es ist (a,) = {0,3,3,...};
diese Folge ist streng monoton Wachsend und beschréankt durch 0 <
n < 1.

Da fiir Folgen die iiblichen Rechenoperationen (Addition, skalare Multipli-
kation und Multiplikation von Folgen) definiert sind, setzen sich die soeben
betrachteten Eigenschaften entsprechend der nachfolgenden Sétze fort.

By Satz 1.1.1 Seien (a,) und (b,) gleichgerichtete monotone reelle Folgen und
a € R. Dann sind die Folgen

1. (an + by);
2. a-(an);
3. (an - by)

ebenfalls monoton. Fiir @ > 0 bleibt die Richtung der Monotonie erhalten,
fiir « < 0 kehrt sich die Richtung der Monotonie um.

IS Satz 1.1.2
Seien (a,) und (b,) beschriankte reelle Folgen und o € R. Dann sind die
Folgen

L. (an +by);

2. a-(ay);

3. (an - by)
ebenfalls beschréankt.
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Konvergenz

Héufig soll untersucht werden, ob eine Folge iiber einen langen Zeitraum
gegen einen bestimmten Wert strebt. Zur Beantwortung dieser Frage wird
eine Konvergenzuntersuchung durchgefiihrt. Kommen die Glieder a,, der
Folge mit wachsendem Index n einem Grenzwert a beliebig nahe, so nennt
man die Zahlenfolge (a,) konvergent.

Definition 1.1.3 Q
Eine Folge (a,) heifit konvergent mit dem Grenzwert «, falls zu jedem
€ > 0 eine Zahl n, € N existiert, so dass

fir alle n > n. gilt |a, —a| < e.

Man schreibt dann lim a,, = a oder a,, — a fiir n — oo. Eine Folge, die
n—,oo

nicht konvergent ist, nennt man divergent.

Obige Aussage muss dabei fiir jedes € > 0 erfiillbar sein. Je kleiner € gewahlt
wird, umso grofler wird der Index n., ab welchem die Bedingung erfiillt ist.

Beispiel 1.1.3 M

Betrachtet werde die Folge (a,) mit a, = . Esist lim £ = 0.

n—o0

Beweis: Sei € > 0 sehr klein und n, > \/ig, dann folgt

1 1 1 1 1
fir allen >n. > —gilt |- -0 = - < — < —5 =«
€ n n N (%)

Der Begriff der Divergenz wird haufig zusétzlich unterschieden in echte
Divergenz und uneigentliche Konvergenz.

Definition 1.1.4 Q
Sei (a,) eine Folge. Dann ist
e lim a, = oo, falls fiir alle M > 0 ein ny; € N existiert, sodass fiir alle
n—oo

n > ny gilt a, > M.

e lim a, = —oo, falls fiir alle M > 0 ein ny; € N existiert, sodass fiir
n—oo

alle n > nyy gilt a, < —M.
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Diese Aussagen miissen fiir alle positiven Werte von M, insbesondere fiir sehr
grofle Werte, erfiillt sein. Sie werden daher umgangssprachlich auch gespro-
chen als die Folge wdchst tiber bzw. fallt unter alle Schranken.

Bei den meisten Folgen ist der Grenzwert anhand der expliziten Darstel-
lung der Folge leicht ablesbar. Im folgenden Beispiel sind Grenzwerte haufig
verwendeter Folgen angegeben.

M Beispiel 1.1.4

° limnia:()fiira>0.

n—oo

e lim n® = oo fiir a > 0. Die Folge ist uneigentlich konvergent.
n—oo

o lim & =0 fir a > 1.
n—oo

o lim (1+1)"=¢=27182818...
n—oo

e Die Folge (a,) mit a, = (—1)" ist divergent, sie oszilliert zwischen —1
und 1.

o lim(—1)" - L=o.

n—oo

By Satz 1.1.3

Eine monotone und beschrénkte Folge ist konvergent.

m Beispiel 1.1.5

Gegeben sei die Folge (a,) mit a, =4 — . Esist (a,) = {3; 3; 53 2,.. .}.
Diese Folge ist monoton wachsend, da
1 1

>4 — —,
n+1™— n

—_

4 —

Sie ist ferner beschriankt durch
3<a, <4firneN.
Es gilt

lim a, = 4.
n—oo
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Auch fiir zusammengesetzte Folgen werden Grenzwerte gesucht. Die folgen-
den Grenzwertséitze erleichtern die Bestimmung.

Satz 1.1.4 ¥
Seien (a,) und (b,) konvergente Folgen mit den Grenzwerten a und b und
sei a € R. Dann gelten:

1. lim (a, £ a) =a £ a;

n—oo

2. lim (a-a,) =a-q
n—oo

3. lim (a, £0b,) = a £ b;

n—oo

4. lim (a, - b,) =a-b;

n—oo

n—oo

wobei b, # 0 fiir alle n € N und b # 0

5. lim (52) = ¢,

Beispiel 1.1.6 M

1. Gegeben sei die Folge (a,) mit a, = L - (%1). Es ist

— 1
m 2 — liml—==1liml—lim==1-0=1.
n—oo n n—oo n n—ro0 n—oo 1N,
Damit gilt
1 -1
lim a, = lim = - lim ~——= —=0-1=0.
n—o00 n—oon mn—oo N
2. Gegeben sei die Folge (a,) mit a, = W Dann ist

nP—=(n-12 nP-m—-2n+1) n*—-n’+2n-1
B n B n B n

2—1 1
_nC-w) _, L
n n

Qn

also ist

1
lima,=1lim2——=1m2— lim —=2—-0=2.
n—00 n—00 n n—o00 n—oo 1
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Ein Sonderfall liegt bei Folgen vor, welche in Zahler und Nenner Polynome
enthalten.

Bemerkung 1.1.2
Besteht die Folge aus Polynomen in Zdhler und Nenner, so gilt

e [st die hochste Potenz des Zéahlers grofler als die hochste Potenz des
Nenners, dann konvergiert die Folge uneigentlich gegen + Unendlich.

e Ist die hochste Potenz des Zahlers kleiner als die hochste Potenz des
Nenners, dann konvergiert die Folge gegen Null.

e Stimmt die hochste Potenz des Zéihlers mit der hochsten Potenz des
Nenners iiberein, so konvergiert die Folge gegen den Quotienten der
beiden fithrenden Koeffizienten.

Diese Vorgehensweise lédsst sich auch auf Exponentialausdriicke iibertragen.

M Beispiel 1.1.7

1. Betrachtet werde die Folge (a,) mit a, = %. Es ist

. nP2-1+8) 2-1+8
o = =
PITio ) Tri- &
Da lim £ =0, lim £ =0, lim 2 =0 und lim & =0, folgt
n—oo " n—soo " n—soo " n—oo "
li = -
e T
: _ +5
2. Eswtan—m—)O.
. . 5__ 3+2
3. ESlStCLn—MT;g—)OO.
4. Gegeben sei die Folge (a,,) mit a,, = n - %—%)

i 3— 2— 3_ 3_p2 3_1—n31n2
Dannlstan:n-<” 31—” ”):n<n Sl_n 3”>:n-(” 1 ?—l-n)
n n n n

n2
3_ .
1 — “—" und daher ist

nd—1—n34n2 __ n?
s =

=N -

lim a, = 1.
n—0o0
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1.1.2 spezielle Folgen

In diesem Abschnitt werden besondere Folgen vorgestellt und wesentliche
Anwendungen erldutert.

Definition 1.1.5

e Eine Folge, deren Glieder alle iibereinstimmen, wird konstante Folge
genannt.
a, = ap fir alle n € N.

e Eine Folge, deren Werte abwechselnd positiv und negativ sind, heifit
alternierende Folge.

Upanyq < 0 bzw. a, = (—1)"b, fiir eine nicht alternierende Folge (b,,).

e Eine Folge, die gegen 0 konvergiert, heifit Nullfolge.

lim a, = 0.
n—oo

Fiir die oben genannten Folgen gelten folgende Zusammenhénge.

Bemerkung 1.1.3
e Eine konstante Folge ist immer beschrénkt und konvergent.

e Eine alternierende Folge ist nicht monoton.
Beispiel 1.1.8 M
1. Die Folge (a,) mit a,, = 2 fiir alle n € N ist konstant.

2 zin ist eine Nullfolge.
3. Die Folge (a,) mit a, = % ist eine Nullfolge.
4

. Die Folge (a,) mit a, = (—1)"-5 ist eine alternierende Folge mit dem

Grenzwert 0.

(an)

. Die Folge (a,) mit a, =
(an)
(an)

Die ckonomischen Anwedungsgebiete der Folgen lassen sich in weiten Tei-
len auf zwei spezielle Folgen zuriickfithren, welche im Folgenden vorgestellt
werden.
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Arithmetische Folgen

Definition 1.1.6
Eine arithmetische Folge ist eine Zahlenfolge, bei der die Differenz zweier
benachbarter Folgeglieder konstant ist,

any1 = a, + d (rekursive Darstellung).
Das k—te Glied dieser Folge berechnet sich aus

an, = a; + (n — 1)d (explizite Darstellung).

Der Name arithmetische Folge ergibt sich aus der Tatsache, dass ein Fol-
geglied stets dem arithmetischen Mittel aus Vor- und Folgeglied entspricht:

Qp+1 + Ap—1
Ay = T

Eine arithmetische Folge ist durch das Anfangsglied a; und die Differenz d
der Folgeglieder eindeutig bestimmt.

Bemerkung 1.1.4
Jede arithmetische Folge a, = a; + (n — 1)d mit d # 0 ist uneigentlich
konvergent und nicht beschrankt.

M Beispiel 1.1.9

1. Die Folge der ungeraden natiirlichen Zahlen {1,3,5,...,2n+1} ist eine
arithmetische Folge mit Anfangsglied a; = 1 und Differenz d = 2. Die
explizite Darstellung der Folge ergibt sich zu a,, =1+ (n — 1) - 2.

2. Die Folge {3,7,11,15,...} ist eine arithmetische Folge mit Anfangsglied
a; = 3 und Differenz d = 4. Die explizite Darstellung der Folge ergibt
sich zu a, =3+ (n—1) - 4.

3. Die Folge {8,5,2,—1,—4,...} ist eine arithmetische Folge mit Anfangs-
glied a; = 8 und Differenz d = —3. Die explizite Darstellung der Folge
ergibt sich zu a, =8+ (n — 1) - (—3).



