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Titelbild: 27°-Massenverteilung in der niederenergetischen Proton-Antiproton-Vernich-
tung pp — 37°. Die hellen (dunklen) Zonen entsprechen einer hohen (niedrigen) Inten-
sitdt. Die Strukturen bzw. Binder bei bestimmten Massen stammen von Vernichtungen
iiber Zwischenzustinde, z.B. pp — 7° fo(1500), f5(1500) — 27°. Die Daten wurden mit
dem Crystal Barrel-Detektor am CERN/LEAR aufgenommen (nach [1]).
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Vorwort

Als Grundlage fiir dieses Buch dient meine Vorlesung zu Kern- und Teilchenphy-
sik, die ich regelmaéssig seit 1987 lese, als ich an die Universitit Ziirich berufen wurde.
Die erste Version wurde im Wintersemester 1997 — 1998 in Form eines Vorlesungsskrip-
tes unter unseren Physikstudierenden verteilt. Vorausgesetzt werden Grundkenntnisse der
allgemeinen Experimentalphysik, der Mathematik (Analyse, lineare Algebra) sowie der
Atomphysik (z.B. Schrodingergleichung, Operatorrechnung). An der Universitit Ziirich
wird dieser Stoff als Einfiihrungskurs im 5. und 6. Semester gelesen. Die Kap. 1 — 14 wer-
den fiir den Bachelorabschluss in Experimentalphysik vorausgesetzt. Die weiterfiihrenden
Kap. 15 — 18 sind Grundlage fiir eine Bachelorarbeit in der Teilchenphysik.

Diese Einfiihrung in die Welt der elementaren Bausteine der Materie ist phinomenolo-
gisch orientiert und richtet sich vor allem an Experimentalphysiker. Der Stoff ist historisch
aufgebaut. Es wurde versucht, die Konzepte so darzustellen, wie sie meistens in der Phy-
sik durch induktives Denken hergeleitet wurden.

Bestimmte moderne Erkenntnisse werden eingehend beschrieben und phidnomeno-
logisch erldutert. Der Formalismus (z.B. Elektron-Kern-Streuung, Standard-Modell der
elektroschwachen Wechselwirkung oder Neutrino-Oszillation) wird detailliert hergeleitet
und mit den Experimenten verglichen.

Im Gegensatz zur vorhandenen Literatur, die entweder Themen der Kernphysik oder
der Hochenergiephysik behandelt, findet man in dieser Einfiihrung grundlegende Begriffe
aus beiden Gebieten. Dies kam daher, dass an der Universitit Ziirich eine gemeinsame
Vorlesung dieser beiden Ficher angeboten wird, da die Physik der Kernstruktur wegen der
Niéhe zum Hochenergie-Forschungszentrum CERN in der Schweiz etwas an Bedeutung
verloren hat.

Das Buch beschreibt insbesondere die Entwicklungen seit der Entdeckung der vielen
Elementarteilchen in den fiinfziger und sechziger Jahren bis zur wenig zuriickliegenden
Beobachtung der Neutrino-Oszillationen. Diese wichtige Entdeckung ist bislang die ein-
zige Liicke, die im Standardmodell der Elementarteilchen gefunden wurde. Ende 2007
wird der Large Hadron Collider (LHC) am CERN in Betrieb genommen, von dem man
weitere Abweichungen erwartet und sich u.a. den Einblick in die neue Welt der super-
symmetrischen Teilchen erhofft. Die Beschreibung des heutigen Standes in der Kern- und
Teilchenphysik kommt mit dem Erscheinen dieses Buches vor diesem bevorstehenden
Abenteuer zur rechten Zeit.

Ziirich und Genf, im Friihling 2007 Claude Amsler
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1 Entdeckung des Atomkernes

Die Kernphysik fing am 1. Mérz 1896 mit der Entdeckung der Radioaktivitdt durch
Henri Becquerel an. Becquerel entdeckte, dass Uransalze (z.B. Kaliumuranyldisulfid,
KyUO5(504)2 - 2H50) Schwirzungsspuren auf einer Photoplatte erzeugten. Die dafiir
verantwortliche Strahlung wurde zunichst als durchdringende UV-Strahlung aufgefasst,
da Rontgen im vorigen Jahr die X -Strahlung entdeckt hatte. Becquerel nannte seine Strah-
lung “rayons uraniques” (das Wort “Radioaktivitidt” wurde von Marie Curie eingefiihrt).
Rutherford und andere entdeckten, dass “Radioaktivitit” aus mindestens drei Stahlungs-
arten besteht: (i) die a-Strahlung, die leicht absorbiert und in einem Magnetfeld abgelenkt
wird, (ii) die eindringende 3-Strahlung (die Becquerel urspriinglich beobachtet hatte), die
im Magnetfeld in die entgegengesetzte Richtung abgelenkt wird, und (iii) die y-Strahlung,
die vom Feld nicht abgelenkt wird. Die a- und 3-Strahlungen besitzen daher entgegenge-
setzte elektrische Ladungen, wihrend die y-Strahlung elektrisch neutral ist.

Rutherford bezeichnete die emittierte Energie als “Atomenergie”!. Weil man das Atom
als elementaren Baustein auffasste, war es zuerst unklar, woher diese Energie stammte?.
War der Energiesatz verletzt oder war das Atom doch in kleinere Bruchstiicke zerlegbar?

Weitere radioaktive Atome wurden entdeckt, unter anderem Polonium und Radium
(Pierre und Marie Curie, 1898). Im Jahre 1909 beobachteten Rutherford und Geiger die
charakteristischen Spektrallinien von He, indem sie das Gas in einer Glimmrohre mit einer
Radiumquelle bestrahlten®. Daraus schlossen sie, dass Heliumatome «-Teilchen sind, die
ihre positive Ladung verloren haben!

J. J. Thomson war nach seiner Entdeckung des Elektrons im Jahre 1897 der Auf-
fassung, dass das Atom aus einem Pudding von Elektronen und positiven Ladungen be-
steht, wobei nur die Elektronen zur Masse des Atoms beitragen. Das Wasserstoffatom
enthielt somit ca. 2000 Elektronen. Diese Auffassung wurde 1906 revidiert, als die Ra-
te fiir Rontgenstreuung an Hiillenelektronen gemessen wurde und mit dem so genannten
Thomson-Wirkungsquerschnitt verglichen wurde. Fiir Wasserstoff erhielt man danach 1
bis 2 Elektronen.

Nach der Entdeckung des Atomkernes im Jahre 1911 durch Rutherford, Geiger und
Marsden, die wir gleich behandeln werden, stellte man sich das Atom als einen harten
Kern mit A positiven Ladungen und (A — Z) Elektronen (totale positive Ladung Ze) vor,
der von einer Elektronenhiille (negative Ladung -Ze) umgeben ist. Die Elektronen im
Kern waren fiir die 3-Strahlung verantwortlich*. Das einfachste Atom, der Wasserstoff,

'Dieses Wort wurde bis in die fiinfziger Jahre benutzt, selbst nach der Explosion der “Atom”bombe, weil
die Bezeichnung “Kernenergie” im Publikum eine Beziehung mit dem Kern einer Zelle, also mit Biologie,
hitte erwecken konnen (nach L. Groves, Leiter des Manhatten Projektes).

2Das Wort “Atomos” wurde von den Griechen eingefiihrt (Demokrit). Damals waren die fundamentalen
Bausteine (Atome) die Elemente Erde, Luft, Feuer und Wasser. Bis zu Lavoisier (1743-1794) glaubte man
noch, dass Wasser elementar ist. Das Atom als Basiseinheit der chemischen Substanzen wurde von Dalton
(1808) eingefiihrt. Er entdeckte, dass die Masse einer chemischen Substanz durch die Summe der Massen
ihrer Bestandteile gegeben ist. Prout (1815) stellte ausserdem fest, dass der Quotient aus der Masse eines
Atoms und der Masse vom elementarsten Atom, Wasserstoff, (ungefihr) eine ganze Zahl ist.

3He wurde 1895 von Ramsey im Uranerz entdeckt.

4Das Neutron wurde erst 1932 entdeckt und die Theorie des 3-Zerfalls als n — p-Umwandlung wurde



bestand aus einer positiven Ladung, die Rutherford mit “Proton” bezeichnete, und einem
Hiillenelektron. Das heute giiltige Atommodell wurde 1913 von Bohr eingefiihrt.

1.1 Rutherfordstreuung

Geiger und Marsden, zwei Mitarbeiter von Rutherford, untersuchten a-Streuung an diinnen
Folien an der Universitit Manchester. Die Apparatur (Abb. 1) bestand aus einer evaku-
ierten Kammer, einer kollimierten Ra-Quelle R (kinetische Energie der a-Teilchen T =
4.78 MeV) und einem ZnS-Szintillator S, der um eine diinne Gold- oder Silberfolie F im
Zentrum der Kammer geschwenkt werden konnte.

1

Abbildung 1: Apparatur von Rutherford, Geiger und Marsden (nach [2]).

Die gestreuten a-Teilchen erzeugten Lichtblitze im Szintillator, die mit einem Mikro-
skop beobachtet wurden. Die Zahl der Lichtblitze bei vorgegebener Messzeit als Funktion
des Streuwinkels ¢ ist in Tabelle 1 gegeben. Bei kleinen Winkeln wurde die Quelle stirker
kollimiert, da das menschliche Auge Raten iiber 90/Min. nicht erfassen kann. Geiger und
Marsden beobachteten, dass die Rate wie 1/ sin4§ mit zunehmendem Streuwinkel ab-
nahm. Erstaunlich war die Beobachtung von riickwirts gestreuten o (¢ > 90°). Das ist
nur moglich, wenn das Atom aus einem harten schweren Teilchen besteht, in dem die
elektrische Ladung konzentriert ist: der Atomkern®.

Wir versuchen nun, die Streuung quantitativ zu verstehen (Abb. 2), und machen dabei
die folgenden (modernen) Annahmen:

1. Der Atomkern sei viel schwerer als das Geschoss (Masse m, Geschwindigkeit v),
womit die Riickstossenergie des Kernes vernachléssigbar ist (d.h. v' = v). Dies gilt
nicht fiir freie Atome, aber fiir Atome, die im Gitter eines Kristalles gebunden sind.

1934 von Fermi formuliert.
SNach Rutherford ist das Phinomen i#hnlich einer Kanonenkugel, die von einem Kleenextuch
zuriickgestreut wird.

2



Tabelle 1: Zéhlrate N als Funktion des Streuwinkels 6 nach Rutherford, Geiger und Marsden.

Silber Gold

0[°] 5 L N N sin* g N N sin? g

150 1.15 222 19.3 33.1 28.8
135 1.38 27.4 19.8 43.0 31.2
120 1.79 33.0 18.4 51.9 29.0
105 | 2.53 473 18.7 69.5 27.5
75 7.25 136 18.8 211 29.1
60 16.0 320 20.0 477 29.8
45 46.6 989 21.2 1435 30.8
375 | 93.7 1760 18.8 3300 353
30 223 5260 23.6 7800 35.0
2251 690 20300 29.4 27300 39.6
15 3445 || 105400 30.6 132000 384

30 223 5.3 0.024 3.1 0.014
225 690 16.6 0.024 8.4 0.012
15 3445 93.0 0.027 48.2 0.014
10 | 17330 508 0.029 200 0.0115
7.5 | 54650 1710 0.031 607 0.011
5 | 276300 - - 3320 0.012

2. Der Kern und das Geschoss seien punktformig mit Ladungen +Ze bzw. +z¢ und
haben Spin 0.

3. Die Wechselwirkung wird nur durch die elektromagnetische Wechselwirkung (Cou-
lombkraft) beschrieben.

4. Der Kern wird im Streuprozess nicht angeregt (elastische Streuung) und das Ge-
schoss verliert keine Energie durch die Wechselwirkung mit der Elektronenhiille,
die keine Rolle spielt (da m > m,).

Aus dem Drehimpulssatz folgt dann fiir jeden Punkt auf der Trajektorie (s. Abb. 2, v ist
die Geschwindigkeitskomponente senkrecht zu 7):

> d
|L| = | x md| :mvb:mvlr:mwrQ:md—frzé, (1)

Der asymptotische senkrechte Abstand b zur Strahlachse heisst Stossparameter. Der
Streuwinkel sei 6. Die Projektion des asymptotischen Impulses auf die Achse 77 lautet
vor dem Stoss —muv cos(m — 0)/2 = —musinf/2 und +mo sin /2 nach dem Stoss.

3



Abbildung 2: Rutherfordstreuung.

Somit ist die Impulsdnderung entlang 7:

0 +00 A 2
Ap =2mwsin = = /K,Ldt = / Z2e cos ¢dt. 2)
2 o Ameer?
Aus (1) ist
2
dt = —do, 3)
vb
sodass -
T—0
> 27€? 27e? 0
Ap = S dpdo = 2cos — 4
P /(1;6) 4megvb cos pd¢ 4megvb oSy @)
also mit (2)
27 e?
tan = — 1| 5
as dregmu? )
K

Wir finden also eine eineindeutige Beziehung zwischen dem Stossparameter b und dem
Streuwinkel 6. Fiir grosse bzw. kleine Abstinde bekommen wir:

b—-o0s60—0
b— 00— . (6)

Betrachten wir nun die Einheitskugel (Abb. 3): Einfallende Teilchen, die durch den Ring
mit Fliche
do = 2mb|db| (7)
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Abbildung 3: Die Einheitskugel (Radius = 1)

fliegen, werden zwischen 6 und 6 + df in den Raumwinkel
dQ = 27 sin 0df = 2wd(— cos ) (8)

gestreut. Die Flidche do heisst differentieller Wirkungsquerschnitt. Aus (5) folgt
(€))

K K 1
)= tan2? ) 2cos2¢ "’
o) 2

db| = |d
| | | (tang
(10)

also nach (7)
K? 1
dU = 2’/T < 3 9> ﬁ .
tan® 2 | 2cos® 5
Dividiert man durch df2, so bekommt man mit (8) die Rutherford-Formel:
do [ K? 1 _ K* [ zZe? S| (11
aa tan® ¢ | 2cos? §sin6 N 4sin* ¢ - \16meT ) sin® g
mit der kinetischen Energie 7' = mu?/2. Wir fiihren die dimensionslose Feinstruktur-
konstante
— e? _ 1
Q= frehc — 137.036 (12)
und die natiirlichen Einheiten
h=c=1 (13)
ein. Somit vereinfacht sich (11) zu:
do __ zig;(;z Sinﬁg (14)

o=

j—g ist der differentielle Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung in d€2. Wie wir gleich sehen

werden, ist Formel (14) ein Mass fiir die Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen zwischen

6 und 0+d6 gestreut wird, beschreibt also die Winkelverteilung des gestreuten Teilchens.
5



1.1.1 Bemerkungen zu den Einheiten

In der Kern- und Teilchenphysik werden Energien stets in eV (keV, MeV, GeV, TeV)
angegeben®. Wie bekommen wir dann aus Glg. (14) fiir do die Dimension einer Fliiche
(z.B. cm?), wenn T in MeV angegeben wird? Mit unserer Wahl der Einheiten (13) wurden
cm~! in MeV umdefiniert”:

[he =197.3 MeV - fin = 1]. (15)
Also ist
_ -1
1 MeV = 1973 fm™". (16)
Ahnlich ist wegen ¢ = 1
1s=2.998 x 101 cm. (17)

Wir kénnen also stets in allen Rechnungen 7/ und ¢ ignorieren (= 1) und erst im Schluss-
ergebnis durch eine Uberlegung zu den Einheiten die Umwandlung cm « s «» MeV~!
mit (16) oder (17) durchfiihren.
Ferner haben wir in (12) die elektrische Ladung e durch die dimensionslose Grosse o
ersetzt
e? = drepa, (18)

weil wir SI-Einheiten fiir die Coulombkraft verwendet haben. Manchmal wird die Cou-
lombkraft ¢? /47r? geschrieben (die sog. Heaviside-Lorentz-Einheiten mit ¢y = 1). Dann
miisste man

e? = dna (19)

schreiben, damit das Ergebnis wie Glg. (14) aussieht. In ESU-Einheiten lautet die Cou-
lomb-Kraft ¢2 /r2. Daher miisste man

e = a (20)

schreiben, damit das Ergebnis wie Glg. (14) aussieht. Fiir eine Rechnung ist es also wich-
tig festzustellen, in welchen Einheiten die Coulombkraft geschrieben wurde, bevor ¢?
durch « ersetzt wird. Es muss allerdings betont werden, dass « in allen Einheiten stets
den numerischen Wert ~ 1/137 annimmt.

1.1.2 Deutung des differentiellen Wirkungsquerschnitts

Betrachten wir einen Strahl mit Querschnitt F', der auf ein Target der Linge ¢ fillt (I
einfallende Teilchen pro Sek., Abb. 4). Der totale Wirkungsquerschnitt ist die effektive
Flache o, die von einem Kern aufgespannt wird, bei der eine Reaktion mit einem einfal-
lenden Teilchen stattfinden kann. Diese Grosse hingt von der Energie 7', der Teilchensorte
und der Natur der Wechselwirkung ab.

®1 eV = Energiezuwachs einer Elementarladung in einem Potential von 1V, also 1 eV = 1.6x10719 J.
1 fm=10"13 cm.



Target

Abbildung 4: Zur Definition des Wirkungsquerschnitts.

Die Wahrscheinlichkeit fiir eine Reaktion pro Sek. fiir ein Strahlteilchen und einen
Targetkern lautet: o/ F. Die Anzahl Streuzentren im Strahl ist n{ F', mit n = Anzahl Kerne
pro Volumeneinheit. Nimmt man an, dass ¢ klein genug ist, sodass sich die Flichen o
nicht iiberdecken, dann ist die Anzahl Streuungen pro Sek. gegeben durch

I= %MFIO — Loond, Q1)
mit
pL
- 2
1 (22)

wo p die Dichte, L die Avogadro-Zahl und A das Atomgewicht ist. Ublicherweise ver-
wendet man als Einheit fiir o das “barn”®:

1b = 10~**cm?|. (23)

Die Anzahl Streuungen pro Sek. in den Raumwinkel df? lautet dann:

dI d

Der differentielle erkungsquerschmtt (Dimension b - sr~!) beschreibt die Winkelver-
teilung der gestreuten Teilchen und hangt vom physikalischen Prozess ab. Die gestreute
Rate R in einem Detektor der Fliche S im Abstand d vom Streuzentrum (S < d?) lautet
dann mit AQ ~ S/d?:

do S

= I()I’Lng d2

(25)

8aus dem Englischen “barn” (Scheune), weil gewisse Wirkungsquerschnitte, z.B. fiir langsame Neutro-
nen an Uran, “so gross wie eine Scheune” sind.



1.1.3 Rutherford-Wirkungsquerschnitt

Die Beziehung (14) beschreibt den differentiellen Wirkungsquerschnitt fiir Rutherford-
streuung, der wie 1/ sin4§ mit zunehmendem Winkel 6 abnimmt, im Einklang mit den
experimentellen Beobachtungen von Geiger und Marsden (Abb. 1). Das Atom besteht
also aus einem harten Kern (Ladung +Ze). Es folgen eine Reihe von Bemerkungen:

1. Der differentielle Wirkungsquerschnitt wichst mit Z?2 bei festem Winkel 6.

2. d" wird unendlich gross fiir § — 0. Das soll uns aber nicht storen, da bei sehr klei-
nen Streuwinkeln der Stossparameter b den Radius der Elektronenhiillen iibertrifft.
Die Ladung des Kernes wird dann abgeschirmt und der Faktor Ze — 0.

3. Bei der Streuung an einem nackten (vollstdndig ionisierten) Kern divergiert trotz-
dem g fiir & — 0. Ferner ist

o= / L or sin 0df = (26)

sodass der totale Wirkungsquerschnitt o fiir Rutherford-Streuung eigentlich nicht
definiert ist. Dies ist eine Eigenschaft der elektromagnetischen Wechselwirkung, die
mit ihrer unendlichen Reichweite verbunden ist. Fiir Wechselwirkungspotentiale,
die schneller als 1/r abklingen (z.B. die Kernkraft, s. spéter), bleibt ¢ endlich.

4. Der kiirzeste Abstand zum Kernzentrum (Ubungsaufgabe)

2o
2T (1+ sin Q) @7

D=

erreicht bei = 180° (Riickwirtsstreuung) ein Minimum:

2z

Din = T (28)
Der kiirzeste Abstand sinkt also mit abnehmendem Z und wachsender kinetischer
Energie. Ist der Kernradius grosser als D, dann erwartet man eine Abweichung
von der Rutherford-Formel (14), weil die Annahme des punktférmigen Kernes zu-
sammenbricht. Eine gute Niherung fiir den Kernradius ist a ~ 1.2 fm A'/? (siche
néchstes Kap.). Fir Gold (Z =79, A =197) ist also @ ~ 7 fm und fiir T = 4.78
MeV, z =2, D,y = 48 fm (zur Umrechnung der Einheiten verwenden Sie Glg.
(16)). Geiger und Marsden hatten also Gliick: Mit wesentlich hoheren kinetischen
Energien und/oder leichteren Targets hitten sie ihre Daten nicht mit Glg. (14) er-
kldaren konnen. Da ihre Daten mit der Rutherford-Formel iibereinstimmten, konnten
sie eine obere Grenze (von 48 fm) fiir den Radius des Au-Kernes angeben.

Im Jahre 1921 untersuchten Chadwick und Bieler ap-Streuung an einem Wasser-

stofftarget (£ = 1). Der gemessene gg wich von der Rutherford-Formel signifikant



ab’. Modelle, die die endlichen Ladungsverteilungen des « und des p beriicksichtig-
ten, konnten die Daten nicht beschreiben. Fiir die Diskrepanz ist die starke Wech-
selwirkung verantwortlich, die erst bei sehr kleinen Abstidnden einsetzt (~ 1 fm).
Eine befriedigende Erkldarung dieser neuen Kraft kam erst 1935 von Yukawa, der
ein hypothetisches Feldteilchen, das 7, einfiihrte. 1921 kann aber als eigentliches
Geburtsjahr der Teilchenphysik betrachtet werden!

In den sechziger Jahren wurden Radien von zahlreichen Kernen (und vom Proton)
gemessen. Um Verwicklungen mit der endlichen Ausdehnung des a-Teilchens zu
vermeiden, wurden allerdings punktférmige Proben verwendet, nimlich Elektro-
nen. Dazu muss die Rutherford-Formel relativistisch neu hergeleitet (und der Ein-
fluss der Spins beriicksichtigt) werden. Da dafiir die Dirac-Gleichung bendotigt wird,
werden im nichsten Kapitel nur Hinweise gegeben.

5. Konnte die Beobachtung der grossen Streuwinkel durch mehrfache Streuungen
(Vielfachstreuung) im Thomson’schen Pudding auch erklért werden? Betrachten
wir dazu das Problem des eindimensionalen “Random Walks” mit m Schritten der
Schrittlinge D; = +1 (vorwirts oder riickwérts) mit je 50% Wahrscheinlichkeit.
Nach einem Schritt ist (D;) = 0, aber der mittlere quadratische Abstand ist

(D) = 1. (29)
Nach i + 1 Schritten ist der Weg
Diyy=D;+£1= D}, =D} +1+2D; = (DfH) =(D})+1, (30)
und nach m Schritten ist der mittlere quadratische Abstand

(Dh) =m = /(D%) = Vm. 31)

In einem einfachen Modell konnen wir uns die Vielfachstreuung als eine Reihe
von Streuungen mit konstantem Winkel 6; vorstellen, und zwar in einer zweidi-
mensionalen Ebene, jeweils nach links oder nach rechts. Aus der Analogie mit dem
Random Walk erwarten wir dann den mittleren Streuwinkel:

(02) = vVm < V1. (32)

Rutherford und Mitarbeiter fanden aber, dass die Streurate bei grossen Winkeln mit
der Targetdicke ¢ wichst, und nicht mit V2, im Einklang mit Formel (24).

6. Man tiiberzeugt sich leicht, dass die Rutherford-Formel (14) auch gilt, wenn die
Ladung ze des Projektils negativ ist (anziehende Coulombkraft, # — —6@ in Glg.
(5)). In diesem Fall ist der minimale Abstand

zZo 1 o
D:W(_1+@)—>O,Wenn9—>180. (33)

°In diesem Fall muss der Riickstoss des Protons in der Herleitung der Streuformel mitberiicksichtigt
werden.
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2 Kernradius

Wie wir im vorigen Kapitel gesehen haben, erwartet man bei hoheren Energien wegen der
endlichen Ausdehnung des Kernes eine Abweichung von der Rutherford-Formel, weil (i)
das Projektil in die Ladungsverteilung des Kernes eindringt und (ii) die starke Wech-
selwirkung (Kernkraft) in der Nédhe der Kernoberflache einsetzt. Will man die elektri-
sche Ladungsverteilung des Kernes untersuchen, so sollte man Projektile wihlen, die (i)
punktformig (strukturlos) sind und (ii) fiir die Kernkraft unempfindlich sind. Ein Beispiel
dafiir ist das Elektron (oder das Myon)'°.

Damit das Elektron fiir die endliche Dimension des Kernes empfindlich ist, muss seine
De Broglie-Wellenlinge vergleichbar mit dem Kernradius a sein:

A= h = £l ~ a. (34)
p p

(Wir werden diese Aussage noch genauer formulieren.) Fiir Gold (a = 7 fm) braucht man
somit Impulse p von ca. 1 fm~! ~ 200 MeV/c ''. Solche Elektronen sind hochrelativi-
stisch (v >~ ¢, da m, =0.511 MeV). Dementsprechend muss die Streuformel relativistisch
hergeleitet werden. Ausserdem besitzt das Elektron im Gegensatz zum «-Teilchen einen
Spin. Eine genaue Herleitung erfordert die Dirac-Gleichung.

2.1 Mottstreuung

Wir gehen von der Rutherford-Formel (14) aus und definieren den Impulsiibertrag

—

7=p-r} (35)

wobei pf ([? ) die Impulse des Elektrons vor bzw. nach dem Stoss sind. Man erhélt dann fiir
den Betrag von ¢, wenn man den Riickstoss vernachlissigt (p = p):

0
F=q*=p+p? —2pp cosd = 2p*(1 — cos ) = 4p*sin® 5= . (36)

Fiir ein nicht relativistisches Elektron (7' = p? /2m.) finden wir fiir den Rutherford-
Wirkungsquerschnitt (14):
do  Z?016p*  Z%0*

Q- 1o T g e G

Die relativistische Verallgemeinerung fiir die Streuung eines Spin-1/2-Elektrons an
einem punktférmigen Spin-0-Kern bekommen wir, indem wir die Masse m, des Elektrons

10Will man hingegen die Kernkraft untersuchen, so ist es vorteilhaft, elektrisch neutrale stark wechsel-
wirkende Teilchen wie Neutronen zu wihlen.

"Energien werden in MeV angegeben, Massen wegen F2 = c2p? 4+m?c* in MeV/c? (oder einfach MeV,
da ¢ = 1). Ublicherweise gibt man Impulse in MeV/c und nicht in MeV an (obwohl ¢ = 1), um Verwirrungen
zwischen Energie und Impuls zu vermeiden.

11
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Abbildung 6: Riickwirtsstreuung eines Elektrons mit Spin an einem spinlosen Target.

durch seine totale Energie (E = T + m,) ersetzen und mit einem Faktor cos?f /2 fiir den
Spin des Elektrons multiplizieren:

d 47202 E? 0
(2)m = 255 cos? 5 |, (38)

)

den Mott’schen differentiellen Wirkungsquerschnitt. Um den Faktor cos?0/2 heuristisch
zu deuten, betrachten wir die Riickwirtsstreuung des Elektrons am Kern (Abb. 6). Wir
wihlen als z-Achse die Richtung des einfallenden Elektrons. Der totale Drehimpuls J
setzt sich zusammen aus dem Elektronenspin §'und dem Bahndrehimpuls L:J = - 5+ L.
Fiir jeden Punkt auf der Trajektorie (z-Achse) verschwindet der Bahndrehimpuls (L =X
p = 0), sodass die Projektion des totalen Drehimpulses auf die z-Achse M = % (oder —%)
ist. Drehimpulserhaltung verlangt AM = 0 im Stossprozess. Durch die Coulombkraft
kann sich die Projektion des Spins entlang der Flugrichtung des Elektrons nicht dndern
(eine Eigenschaft, die aus der Dirac-Gleichung folgt), also AM = +1 (wie in Abb. 6).
Riickwartsstreuung ist also durch Drehimpulserhaltung verboten und cos20/2 — 0 fiir
6 — 180° (Glg. (38)) im Gegensatz zur c-Kern-Streuung.
Der Mott-Querschnitt ist fiir folgende Streuprozesse anwendbar:

1. Das Projektil ist punktformig mit Spin % und ist hochrelativistisch (v =~ ¢).

2. Der Riickstoss des Kernes ist vernachlidssigbar klein, sodass sich die Energie des
Elektrons im Stossprozess nicht #ndert'?.

12Der Riickstoss fiihrt zu einem (meist kleinen) multiplikativen Korrekturfaktor zum Mott-Querschnitt:

E 1

E 1+ 2E51n2%

(39

mit £’ = Energie des auslaufenden Elektrons und M = Masse des Kernes. Ausserdem muss ¢ durch den
4-Impulsiibertrag

=(E-E) = (5—p)? ~ —4AEE'sin?

l\D\Cb

(40)

o

ersetzt werden, wobei die Masse des Elektrons vernachlissigt wurde. Da ¢
eher Q% = —¢2. Der Mott-Querschnitt lautet dann

jetzt negativ ist, schreibt man

(d8)y = L8 L cos? | (1)

ISy

12



3. Der Kern ist spinlos'.
4. Der Kern ist punktformig.

5. Die Ladung Z des Kernes ist nicht zu gross'*, (a2)? < 1.

2.2 Formfaktor

Wir berechnen nun die Korrektur zum Mott-Querschnitt (38) fiir eine endliche Ausdeh-
nung des Kernes. Dazu betrachten wir die Beugung einer einfallenden ebenen Welle an
einer zweidimensionalen Scheibe (Abb. 7) mit Radius a.

s

Detektor

Kernoberfldche

Abbildung 7: Beugung einer ebenen Welle am Kern.

Der Strahl (a), der am Kernzentrum gestreut wird, erzeugt eine Intensitétsverteilung

am Detektor: J
o

— = [A,(0)]? 42

(dQ) 4O, “2)

wobei A, (@) fiir eine komplexe Streuamplitude steht. Die Amplitude fiir den Strahl (b)
wird ebenfalls durch A,(#) beschrieben, aber mit einer Phasenverschiebung ¢, die vom
Wegunterschied zwischen (a) und (b) abhingt:

0 =2(Azx)k =2d sin(g)p =qd (43)

mit (36) und ik (k = Wellenzahl) = p (h = 1). Die Amplitude fiir den Strahl (b) lautet
dann
Ay = A, exp(id). (44)

3Fiir Kerne mit Spin muss noch die Wechselwirkung zwischen den magnetischen Momenten des Elek-
trons und des Kernes beriicksichtigt werden.
14Fiir schwere Kerne kommen noch quantenmechanische Korrekturen hoherer Ordnungen vor.
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Nun ist die Phasenverschiebung ¢ fiir alle Streuzentren auf der Geraden (g) gleich. Man
betrachte dazu das Streuzentrum O, denn der Wegunterschied bezogen auf den Strahl (a)

lautet J d d P
—5 — 5 cost = — (1 —cosf) = 2dsin 5 = 2Az, (45)
sing  sing sin £ 2

vgl. (43). Wir betrachten nun den Beitrag zur Streuamplitude fiir einen beliebigen Punkt

auf (g):
dA = p(F) r*sinepdBdipdr exp(igd)Aq(6). (46)
—_————

Volumenelement auf (g)

Dabei ist p(r) die Kernladungsdichte iiber das Kernvolumen auf eins normiert:

/ p(F)d*F = 1. 47)

Wir integrieren iiber das Kernvolumen:

2 ™ 00
A A xp(i 2 i
J(0) /0 /O /0 p(F)  exp(igd)  r*singdBdidr

exp(igr cos ¥)=exp(ig-T)

= A(0) / p(F) exp(iq - 7)d°r, (48)
dh. ]
o= 14OF | [ o ez TP “9)
oder
de = (%)ulF(g)?, (50)

mit dem Formfaktor

[ Flq) = [ p(7) exp(iq - 7)d*F . (51)

Der Formfaktor beschreibt den Einfluss der Kernausdehnung und ist die Fouriertransfor-
mierte der Ladungsverteilung. Fiir einen punktformigen Kern ist

1
p(F) = -0 = F(g) = 1, (52)
wie erwartet. Fiir kleine Streuwinkel bekommt man aus der Normierung (47)
0—0(qg—0)= F(0)=1. (53)

In der Tat wird bei kleinen Winkeln der Stossparameter so gross, dass das Elektron weit
am Kern vorbeifliegt und nur eine Punktladung sieht.

Der Formfaktor (51) weicht wesentlich von eins ab, wenn ¢+ 7 ~ 1, d.h. ¢ ~ 1/r fiir
alle Punkte im Integrationsbereich, also

1
q= = ¢ ~ 200 MeV/c (54)

14



fir « = 1 fm. Um die Kernstruktur aufzulosen, braucht man also Impulsiibertrige im
Bereich von einigen 100 MeV/c.

Fiir eine (beliebige) kugelsymmetrische Ladungsverteilung (p(7) = p(r)) ldsst sich
der Formfaktor schreiben, vgl. (48):

—dcos
%) 27 T A %) : .
F(q) = / p(r)r%lr/ / exp(iqr cos ) sindip dff = / p(r)r247TSIZTqur,
0 0o Jo 0
~ Z=foxpliar cos )]
(55)
also

F(q) = 47” Jo - rp(r) sin(qr)dr|. (56)

100g
10'1§

10'2§

I F(q) 2

103k

"] /\ _
10_’:- lllllllll 1h ool | N | M ) N |..m.-

1
0 200 40 600 800 1000
q[MeV/c]

Abbildung 8: Verlauf von | F(g)|? fiir eine homogene Ladungsverteilung mit a = 4.1 fm und p = 450 MeV/c.

Betrachten wir als Spezialfall eine homogene Dichteverteilung bis zum Radius a:

3
r) = = —. 57
pir)=po= 71— (57)
Glg. (56) liefert dann durch partielle Integration
47 @ 3 —rcosqr * cosqr
F(q) = —p/rsmqrdr: <a+/ dr)
@ = T [ rsinfaryir = - (17 [
~ 3[sin(aq) — a;} Cos(aq)]7 (58)
(aq)

die sphirische Besselfunktion j; (ag) mit Nullstellen bei

tan(aq) = aq. (59)

15
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Abbildung 9: a) Differentieller Wirkungsquerschnitt fiir 450 MeV/c Elektronen an °8Ni; b) zugehorige
Ladungsverteilung Zp (nach [4]).

Abb. 8 zeigt den Verlauf des Formfaktors als Funktion von ¢ fiir eine homogene
Ladungsverteilung mit Radius @ = 4.1 fm (°®Ni) oder als Funktion von 6 (Glg. (36)) fiir
p = 450 MeV/c Elektronen. Die Beugung der einfallenden Welle fiihrt zu Maxima und
Minima (Ringe bei gegebenen Winkeln in der Ebene senkrecht zum Strahl) dhnlich der
Fraunhofer’schen Beugung von Licht an einem Loch.

Die Nullstellen des Formfaktors sind charakteristisch fiir scharfe Kanten. Der Kern
hat eigentlich keine scharfen Kanten, sondern eine ausgedehnte Ladungsverteilung, die
langsam nach null abklingt. Dies fiihrt zu einer Verschmierung der Nullstellen. Abb. 9a
zeigt den gemessenen Wirkungsquerschnitt an **Ni mit 450 MeV/c Elektronen. Aus dem
ersten Minimum (g = 1.1 fm~') findet man mit der ersten Nullstelle von Glg. (59)

aq =449 = a =4.1 fm, (60)

woraus man den Kernradius geschitzt hat.

Im Prinzip konnte man aus der Messung des Wirkungsquerschnitts den Formfaktor
und die Ladungsverteilung dann durch die umgekehrte Fouriertransformation bestimmen.
Das ist leider nicht moglich, weil do/dS2 aus praktischen Griinden nur iiber einem be-
grenzten Winkelbereich messbar ist. Man versucht deshalb Modelle fiir die Ladungsver-
teilung zu finden, die den gemessen Wirkungsquerschnitt reproduzieren. Eine geeignete
Anpassung zu den Daten liefert die Saxon-Woods-Verteilung (Abb. 10):

N Po
p(7) - 1 _._exp(r;a)‘ (61)

Die Grosse a wird als Kernradius definiert. Aus zahlreichen Messungen findet man mit

16
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Abbildung 10: Homogene Ladungsverteilung (a) und Saxon-Woods-Verteilung (b) mit ¢ = 4.1 fm und d =
0.55 fm.

der Saxon-Woods-Verteilung den Kernradius a und die “Skin”-Dicke d:

a 1.18A43% — 0.48 fm,
d = 0.55=+0.07 fm (62)

fiir Kerne mit A > 40.

Abb. 9b zeigt den Verlauf der Ladungsverteilung, der den Daten (Abb. 9a) entspricht.
Hier wurde eine leicht modifizierte Version der Saxon-Woods-Verteilung verwendet [4].
Die experimentelle Bestimmung des differentiellen Wirkungsquerschnitts erfolgt mit ei-
nem magnetischen Spektrometer und wird im Unterkapitel 2.4 iiber Formfaktoren des
Nukleons erlédutert.

Die Messungen des Formfaktors fiir das Proton fiihrt zu einer exponentiellen Ladungs-
verteilung. Man iiberlegt sich leicht (Ubungsaufgabe), dass

P = o exp(=r/a) = F(q) = gy 63)

den sog. Dipol-Formfaktor liefert. Die Ladungsverteilung

11 1

=~ exp(— Flg)= ———— 64
oy (/) = Flo) = (64)

P
liefert den Monopol-Formfaktor.

Fiir leichte Kerne wie ®Li findet man eher eine Gaussverteilung. Die Gaussverteilung
der Ladungsdichte liefert auch eine Gaussverteilung als Formfaktor:

1 T2 a2q2
p= WGXP(—@) = F(q) = exp(—T)‘ (65)

Abb. 11 zeigt die Ladungsverteilung fiir verschiedene Kerne. Man beobachet, dass
eZ p bei kleinen Radien ungefihr konstant ist, ca. 1.1 x10'° C cm™3 fiir alle Kerne, dass
also die Kernmaterie inkompressibel ist. Die Dichte der Protonen (mit der Masse des
Protons m, = 1.7 x 10~2* g) ist dann ungefihr eZp, (m,/1.6 x 10717C) = 10" g/cm?!
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Abbildung 11: Ladungsverteilung eZ p fiir verschiedene Kerne (nach [5]).

Entwickelt man schliesslich den Sinus-Faktor in Glg. (56) in Potenzen von x = qr, so

bekommt man

3.3

dr [ q’r
F(q)zf/ prigr—==)dr =
0

q

mit dem mittleren quadratischen Kernradius

(r?) = 4w /OOO p(r)ridr ~

4 [

1— 5 ; ¢pridr
1
1- qu(r2>, (66)
dF
_GT(f|q2:O- (67)

Der mittlere Radius 4/ (r2) lisst sich also iiber die Steigung des Formfaktors F' gegeniiber

¢? in Vorwirtsrichtung bestimmen.

2.3 Spektroskopische Bestimmung des Kernradius

Die Bindungsenergie der Hiillenelektronen ist quantisiert und hingt von der Kernladung
ab (Rydberg-Energie, s. das Wasserstoffatom). Wegen der endlichen Ausdehnung der
Elektronen-und Kernwellenfunktionen entsteht eine kleine Verschiebung gegeniiber der
Rydberg-Energie, die durch die Messung der atomaren Uberginge (Photonenemission)
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