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Prólogo

Uno de los problemas con los que se enfrenta generalmente el estudiante de Ciencias
Económicas es la falta de libros que cubran plenamente o casi todos los temas estudiados
durante el curso de álgebra lineal con ejemplos y ejercicios propios de dichas ciencias.
Lamentablemente, la mayoŕıa de los autores no tienen en cuenta el perfil de los estu-
diantes de Ciencias Económicas ni ejemplifican con problemas pertinentes a dicha carrera.

Este trabajo pretende suplir estas necesidades de los estudiantes en la medida en que
les brinda un material de lectura en consonancia con los asuntos y objetivos de su interés;
de esta manera pueden interrelacionarlo con materias como Investigación de Operaciones,
a la vez que les sirve de fundamento para el estudio de otras materias muy importantes
para la construcción de sus conocimientos y su perfil.

En este texto, los ejemplos y tareas se presentan con el lenguaje propio del estudiante
de Ciencias Económicas.

Se trata, entonces, de un curso introductorio de álgebra lineal, que incluye tanto
los ejemplos y ejercicios tradicionales como aquellos propios del campo de las Ciencias
Económicas, que le facilitan al estudiante apropiarse de los conocimientos y construir las
bases para el estudio de otras teoŕıas en general.

Los teoremas cuyas demostraciones no se desarrollan en el caṕıtulo correspondi-
ente al tema en mención pueden encontrarse en el apéndice, o en los textos relacionados
en la bibliograf́ıa.

En este texto, el conjunto subyacente para el desarrollo de los conceptos es siempre
el conjunto de los números reales; en el contexto de las matrices y los vectores, nos
referimos a los números reales como escalares.

Además, promovemos lo concerniente a la elaboración de trabajos individuales y en
grupos.

Los autores





Caṕıtulo 1

Matrices

1.1 Introducción

El concepto de matriz es básico en muchos cursos de matemática, sea aplicada o no;
uno de sus usos está relacionado con la representación matricial de los sistemas de
ecuaciones lineales y su empleo en el lenguaje de programación, debido a que facilita la
automatización de métodos para resolver estos sistemas y obtener una solución rápida
(si existe) de un problema determinado.

En el campo económico, una matriz puede representar, por ejemplo, la producción de
determinados art́ıculos fabricados por un determinado número de máquinas o el costo
de producir cierta cantidad de art́ıculos en un número determinado de máquinas; por
mencionar solo dos ejemplos. Por estas y otras razones, que serán evidentes más adelante,
en este texto son de especial interés el concepto de matriz y algunas de sus propiedades.

1.2 Matrices

Definición 1.2.1. Una matriz es un arreglo rectangular de elementos distribuidos por filas
y columnas. Sus elementos pertenecen a un conjunto con alguna estructura algebraica.

En este texto, los elementos son siempre números reales; al conjunto de los números
reales lo denotamos R.

Ejemplo 1.2.1

Estos son algunos ejemplos de matrices:

a) ⎛⎝
columna 1 columna 2 columna 3 columna 4

fila 1 1 2 3 4
fila 2 5 6 7 8
fila 3 0 −4 −2 10

⎞⎠,

3
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b)

⎛⎝ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞⎠
c)

(
1 5 78 −35

)
d)

(
1 4 3
4 3 2

)

e)

⎛⎝ 41
30
23

⎞⎠
Representamos las matrices con letras mayúsculas, y sus elementos, cuando no estén dados
en forma expĺıcita, con minúsculas.

Definición 1.2.2. Si una matriz tiene m filas y n columnas, se dice que es de orden (o
tamaño) m × n. Si m = n, se dice que la matriz es cuadrada de orden m × m (o n × n)
o, simplemente, de orden m (o n).

Ejemplo 1.2.2

Si

A =

(
3 4 1
5 9 0

)
,

entonces A es una matriz de orden 2 × 3, ya que tiene dos filas y tres columnas.
Si una matriz tiene una sola fila, la llamamos matriz fila; en forma análoga, si tiene una
sola columna, la llamamos matriz columna.

En forma general, una matriz que tenga m filas y n columnas podemos escribirla
expĺıcitamente aśı:

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a11 a12 a13 . . . a1n

a21 a22 a23 . . . a2n

a31 a32 a33 . . . a3n
...

...
...

...
...

am1 am2 am3 . . . amn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (1.1)

Si una matriz de orden m×n tiene todos sus elementos iguales a cero, se le llama“matriz
cero de orden m × n”; por ejemplo:

A =

(
0 0 0
0 0 0

)
es la matriz cero de orden 2 × 3

CAPÍTULO 1. MATRICES
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Para describir la posición de los elementos en una matriz es usual codificar cada elemento
con una nomenclatura coherente; aśı, por ejemplo, en la matriz indicada en (1.1), el
primer sub́ındice de las aes señala la fila, y el segundo sub́ındice, la columna a la cual
pertenece ese elemento. Por ejemplo, a12 es el elemento de la matriz A ubicado en la fi-
la 1, columna 2, y en general, aij es elemento de la matriz A ubicado en la fila i, columna j.

La matriz (1.1) podemos escribirla en forma abreviada como A =
(

aij

) ∀i = 1, 2, . . . , m;
∀j = 1, 2, . . . , n, o también, A =

(
aij

)
m×n

, donde m es el número de filas y n el número
de columnas.

En el momento en que se introduce un nuevo objeto en matemáticas debemos precisar
cuándo dos de tales objetos son iguales; por ejemplo, en el conjunto de los números
reales, 16

8
y 2 son “iguales” aunque no estén representados de la misma manera.

En el caso de la igualdad de matrices, se deben cumplir las siguientes condiciones:

1. Que sean del mismo tamaño.

2. Que los elementos que ocupan la misma posición (elementos correspondientes) en
las dos matrices sean iguales; por ejemplo, que el elemento que ocupa la posición
(1,1) en la matriz A sea igual al elemento que ocupa la posición (1,1) en la matriz
B, y aśı sucesivamente; es decir, que el elemento que ocupa la posición (i, j) en la
matriz A sea igual al elemento que ocupa la posición (i, j) en la matriz B para todo
i = 1, ..., m y para todo j = 1, ..., n.

Definición 1.2.3. Igualdad de matrices
Sean A =

(
aij

)
m×n

y B =
(

bij

)
m×n

matrices de orden m ×n; se dice que las matrices
A y B son iguales si y solo si sus elementos correspondientes son iguales.

En notación: A = B si y solo si aij = bij para todo i = 1, 2, · · · ,m y para todo
j = 1, 2, · · · , n.

Ejemplo 1.2.3

Sean

A =

⎛⎝ 1 a12

a21 5
0 7

⎞⎠
3×2

y B =

⎛⎝ b11 9
8 b22

b31 b32

⎞⎠
3×2

si A = B, entonces b11 = 1, a12 = 9, a21 = 8, b22 = 5, b31 = 0 y b32 = 7.

A continuación definiremos varias operaciones cuyos resultados serán nuevas matrices
obtenidas a partir de matrices dadas, y posteriormente presentaremos una serie de
ejemplos de aplicación en problemas concretos.

1.2. MATRICES
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1.2.1 Operaciones con matrices

Definición 1.2.4. Suma de matrices

Sean A =
(

aij

)
m×n

y B =
(

bij

)
m×n

matrices de orden m × n,

se define la matriz suma de A y B (denotada A + B) aśı:

A + B =
(

aij + bij

)
m×n

∀i = 1, 2, . . . ,m ∀j = 1, 2, . . . , n.

La definición anterior dice que para hallar la suma de las matrices A y B ambas deben
ser del mismo orden (en este caso son de orden m × n) y que la matriz suma es una
nueva matriz que tiene como elementos la suma de los elementos correspondientes de A y
B; esta matriz suma es una matriz que tiene el mismo tamaño de las matrices sumandos,
es decir, es una matriz de orden m × n.

Ejemplo 1.2.4

Si A =

⎛⎝ 1 4
2 1
3 2

⎞⎠ y B =

⎛⎝ −1 8
7 6
2 −5

⎞⎠, entonces

A + B =

⎛⎝ −1 8
7 6
2 −5

⎞⎠ +

⎛⎝ 1 4
2 1
3 2

⎞⎠ =

⎛⎝ 0 12
9 7
5 −3

⎞⎠
Las siguientes matrices no pueden ser sumadas. ¿Por qué?

A =

⎛⎝ 1 4 10
2 1 45
3 2 35

⎞⎠ y B =

⎛⎝ −1 8
7 6
2 −5

⎞⎠
Definición 1.2.5. Multiplicación de un escalar por una matriz
Sean A =

(
aij

)
m×n

y k ∈ R, se define la multiplicación del escalar k por la matriz A

(denotada kA) aśı:

kA =
(

kaij

)
m×n

∀i = 1, 2, . . . , m ∀j = 1, 2, . . . , n

En la definición anterior mostramos que al multiplicar un escalar k por una matriz A
se forma una nueva matriz del mismo tamaño que A y que sus elementos se obtienen
multiplicando cada uno de ellos por k.

Ejemplo 1.2.5

Si k = 3 y A =

(
1 4 3
5 2 8

)
2×3

, entonces

kA = 3

(
1 4 3
5 2 8

)
2×3

=

(
3(1) 3(4) 3(3)
3(5) 3(2) 3(8)

)
2×3

=

(
3 12 9
15 6 24

)
2×3

Presentaremos a continuación algunas propiedades de la adición de matrices.

CAPÍTULO 1. MATRICES



Álgebra lineal aplicada a las Ciencias Económicas 7

Propiedades de la adición

Teorema 1.2.1. Sean A, B y C matrices de orden m×n y k un número real, entonces:

i) A+0m×n=A, donde 0m×n es la matriz cero de orden m×n

ii) 0A=0m×n

iii) A+B=B+A

iv) A+(B+C)=(A+B)+C

v) k(A+B)=kA+kB

vi) ∃ D tal que B+D=A, donde D es una matriz de orden m×n.

Observación 1.2.1

La parte i) del teorema muestra que la suma de cualquier matriz A con la matriz
0 del mismo orden de A da como resultado nuevamente la matriz A. Quiere decir esto
que la matriz cero es el módulo para la adición de matrices.

La parte ii) muestra que al multiplicar el número real 0 con cualquier matriz A, el
resultado es la matriz cero de orden igual al de la matriz A.

La parte iii) muestra que la adición de matrices es conmutativa.

La parte iv) muestra que la adición de matrices es asociativa.

La parte v) muestra la propiedad distributiva de un escalar respecto de la suma de
matrices.

La parte vi) enuncia la sustracción entre matrices del mismo orden, y se denota, en vez
de D, por A-B.

Ejemplo 1.2.6

Si

A =

⎛⎝ 3 2
5 4
2 1

⎞⎠ y B =

⎛⎝ 7 4
6 9
0 −3

⎞⎠
determinemos los elementos de la matriz C, de modo que 3A+5C=4B.

1.2. MATRICES
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Solución

Debemos hallar una matriz C = (cij)3×2 tal que

3

⎛⎝ 3 2
5 4
2 1

⎞⎠ + 5

⎛⎝ c11 c12

c21 c22

c31 c32

⎞⎠ = 4

⎛⎝ 7 4
6 9
0 −3

⎞⎠
deducimos que ⎛⎝ 9 + 5c11 6 + 5c12

15 + 5c21 12 + 5c22

6 + 5c31 3 + 5c32

⎞⎠ =

⎛⎝ 28 16
24 36
0 −12

⎞⎠,

obtenemos que
9 + 5c11 = 28
6 + 5c12 = 16

15 + 5c21 = 24
12 + 5c22 = 36
6 + 5c31 = 0
3 + 5c32 = -12

entonces,
c11 = 19/5
c12 = 2
c21 = 9/5
c22 = 24/5
c31 = -6/5
c32 = -3

Ejercicios y problemas

Ejercicio. Usando matrices no cuadradas verifique cada una de las propiedades
del teorema 1.2.1.

Problema de aplicación 1.2.1
Hoy, antes de comenzar las actividades académicas en la Universidad del Norte, se han
recargado las cuatro máquinas surtidoras de gaseosa en lata; la máquina 1 tiene una
recarga de 100, 50, 60 y 72 latas de Coca-Cola, cola, naranja y uva, respectivamente; la
máquina 2, de 150, 200, 300 y 75 latas de Coca-Cola, cola, naranja y uva, respectivamente;
la máquina 3, de 80, 50, 45 y 95 latas de Coca-Cola, cola, naranja y uva, respectivamente,
y la de la máquina 4 es de 30, 70, 95 y 15 latas de Coca-Cola, cola, naranja y uva,
respectivamente.

1. Si el d́ıa anterior se agotaron todas las existencias, construya una matriz que incluya
la información de recargas de las cuatro máquinas (matriz de recarga) antes de
comenzar las actividades en el d́ıa de hoy.

CAPÍTULO 1. MATRICES
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2. Si las ventas estimadas al finalizar el d́ıa son:
Para la máquina 1: 80, 30, 50 y 22 latas de Coca-Cola, cola, naranja y uva,
respectivamente; para la máquina 2: 140, 180, 250 y 70 latas de Coca-Cola, cola,
naranja y uva, respectivamente; para la máquina 3: 80, 40, 35 y 85 latas de Coca-
Cola, cola, naranja y uva, respectivamente, y para la máquina 4: 30, 50, 60 y 10
latas de Coca-Cola, cola, naranja y uva, respectivamente.

a) Construya una matriz que incluya la información de las ventas estimadas
(matriz de ventas) de gaseosas en lata para las cuatro máquinas en el d́ıa
de hoy.

b) Construya una matriz que incluya la información del inventario (matriz de
inventario) para el d́ıa siguiente si cada máquina se recarga con 90, 50, 40 y 20
latas de Coca-Cola, cola, naranja y uva, respectivamente.

Problema de aplicación 1.2.2
En las mismas máquinas, la cafeteŕıa de la Universidad del Norte vende bolsas de agua
pequeñas, medianas y grandes, que compra a dos embotelladoras distintas. El volumen
en cent́ımetros cúbicos de las bolsas pequeñas, medianas y grandes de la embotelladora
1 es de 300, 400 y 800, respectivamente; el de la embotelladora 2 es 150, 250 y 500,
respectivamente. Suponga que los precios por bolsas de agua de la embotelladora 1 son
$150, $200 y $400, respectivamente, y los de la embotelladora 2 son $50, $60 y $100,
respectivamente.

1. Construya la matriz de los productos comprados por la cafeteŕıa a las embotelladoras
y la matriz de precios de compra por unidad.

2. Si la embotelladora 1 produce 4000, 5000 y 3000 bolsas de agua pequeñas, media-
nas y grandes, respectivamente, y la embotelladora 2 produce 4500, 6000 y 8000,
respectivamente, determine la matriz de producción de las embotelladoras.

Problema de aplicación 1.2.3
Si en el problema de aplicación 1 cada máquina solo contiene un tipo de bebida gaseosa;
por ejemplo, la máquina 1 tiene 300 latas de Coca-Cola; la máquina 2 tiene 250 latas de
cola; la máquina 3 tiene 280 latas de naranjada y la máquina 4 tiene 100 latas de uva.

1. Construya la matriz de inventario de la cafeteŕıa. Si la Coca-Cola en lata cuesta
$600, la de cola $500, la naranjada $450 y la de uva $400, construya la matiz de
precio de ventas por unidad de cada producto.

2. Si el precio de venta de cada producto se incrementa en un 18 %, determine la matriz
de precio de venta de la cafeteŕıa

3. Determine la matriz de ingreso total si se agota cada uno de los productos.

1.2. MATRICES
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Multiplicación de matrices
Presentaremos inicialmente la definición de producto entre una matriz fila y una matriz
columna, cada una de ellas con igual número de elementos; luego, la definición de
multiplicación de matrices y algunas de sus propiedades.

Definición 1.2.6. Producto entre una matriz fila y una matriz columna

Sean A =
(

a11 a12 . . . a1n

)
1×n

y B =

⎛⎜⎜⎜⎝
b11

b21
...

bn1

⎞⎟⎟⎟⎠
n×1

matrices de orden 1×n y

n× 1, respectivamente; se define el producto de la matriz fila A con la matriz columna B
(denotada por AB) aśı:

AB =
(

a11 a12 . . . a1n

)
⎛⎜⎜⎜⎝

b11

b21
...

bn1

⎞⎟⎟⎟⎠ = a11b11 + a12b21 + . . . + a1nbn1 (1.2)

La expresión (1.2) podemos escribirla abreviadamente aśı:

AB =
n∑

k=1

a1kbk1 (1.3)

Por ejemplo, si en (1.3) n = 1, tenemos el primer elemento de la suma en (1.2),
o sea, a11b11; si n=2, tenemos los dos primeros términos de la suma en (1.2), o
sea, a11b11 + a12b21; si n = 3, tenemos los tres primeros términos de la suma en
(1.2), o sea, a11b11 + a12b21 + a13b31, y aśı sucesivamente, es decir, en la expresión a1kbk1,
de la ecuación (1.3), reemplacemos k por 1, 2,. . ., n y luego sumamos todos esos productos.

Ejemplo 1.2.7

Si A =
(

4 3 2
)

y B =

⎛⎝ 1
4
7

⎞⎠, entonces

AB =
(

4 3 2
)⎛⎝ 1

4
7

⎞⎠ = 4 · 1 + 3 · 4 + 2 · 7 = 4 + 12 + 14 = 30

Observemos que el producto entre una matriz fila y una matriz columna es un número real.

CAPÍTULO 1. MATRICES


