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Vorwort
Das vorliegende Buch hat numerische Methoden und deren Anwendung im Bauingenieurwesen zum Gegen-
stand. Es wendet sich an Leser, die sich mit der physikalisch-mathematischen Modellierung und Realisierung
technischer Aufgaben im Bereich des Bauingenieurwesens auf dem Computer (Bauinformatik) beschäftigen
oder selbst Programme dafür erstellen. Das sind vorwiegend Studierende und Dozenten des Bauingenieurwe-
sens, der Technomathematik und Softwareentwickler im Bauingenieurwesen.

Numerische Methoden bilden die Grundlage für die Erstellung von Software in vielen Gebieten des Bauinge-
nieurwesens, die z. B. die Simulation technischer Systeme anstelle aufwendiger oder teurer Experimente ermög-
licht. Voraussetzung dafür ist, dass die praktischen Aufgabenstellungen analysiert und relevante physikalisch-
mathematische Modelle abgeleitet werden. Meistens sind im Resultat lineare oder nichtlineare Gleichungen
bzw. Gleichungssysteme zu lösen, Integrale und Ableitungen zu bestimmen, Funktionen zu approximieren oder
Anfangs- und Randwertprobleme zu lösen. Analytische Lösungen, wenn sie überhaupt existieren, können in
den überwiegenden Fällen nur unter großem Aufwand bestimmt werden. Die oft in solchen Situationen ver-
wendeten Faustformeln oder Diagramme aus Handbüchern sind nicht immer zeitgemäß, weil sie zu ungenau
und nicht adäquat zur Komplexität der Problemstellung sind. An dieser Stelle kommen numerische Lösungs-
verfahren zum Einsatz. Oft verwendete Näherungsverfahren werden im Buch angegeben und, wo sinnvoll,
theoretisch begründet. Insbesondere wird die Frage nach der Brauchbarkeit der Näherungslösungen beantwor-
tet. Eine effiziente und genaue Simulation der Probleme ist nur bei guter Abstimmung von physikalischem
Modell, numerischem Verfahren und rechentechnischer Umsetzung möglich. Eine einseitige Optimierung nur
einer dieser drei Lösungsabschnitte führt hingegen nicht zum Ziel. Das wird im Buch an konkreten Beispielen
vermittelt. Die Voraussetzungen der Anwendbarkeit der Verfahren werden genau beschrieben. Jedes angegebe-
ne Verfahren wird an Zahlenbeispielen illustriert. Als Zusammenfassung wird der Algorithmus des Verfahrens
so dargestellt, dass unmittelbar danach Software erstellt werden kann.

Die angegebenen Verfahren werden an Fallstudien aus der Praxis des Bauingenieurwesens angewendet, die all-
gemeine Problemklassen repräsentieren. Dabei sind z. B. die Bereiche Technische Mechanik, Wasserbau, Sied-
lungswasserwirtschaft, Baubetrieb und Straßenbau vertreten. Die Fallstudien weisen einheitliche Gliederung in
„Praktische Aufgabenstellung“, „Mathematisches Modell“, „Numerisches Verfahren“ und „Berechnungsergeb-
nisse“ auf. Das jeweilige praktische Problem wird mit klarer Benennung der Eingabegrößen und der gesuchten
Größen analysiert, und die im Bauingenieurwesen üblichen Modelle werden abgeleitet. Insbesondere erhält der
Leser eine genaue mathematische Analyse ihrer Lösbarkeitseigenschaften. Die Anwendung eines geeigneten
numerischen Verfahrens wird begründet und konkret angegeben. Dabei werden aktuelle, moderne und effizien-
te Methoden vorgestellt. Wenn unterschiedliche numerische Verfahren zum Einsatz kommen können, werden
ihre Vor- und Nachteile genannt. Sonderfälle und ihre Behandlung werden aufgezeigt, die bei der Erstellung
von Computerprogrammen zu berücksichtigen sind. Eigene Tests an konkreten Berechnungsbeispielen zeigen
gleichzeitig die Funktionsfähigkeit der Algorithmen und der realisierten Computerprogramme. Anschließend
erfolgt die Diskussion und Bewertung der Ergebnisse.

Numerische Verfahren und Fallstudien betreffen die Gebiete „Lineare Gleichungssysteme“, „Nichtlineare Glei-
chungen und Gleichungssysteme“, „Interpolation“, „Numerische Integration“, „Numerische Differenziation“,
„Ausgleichsrechnung“ und „Gewöhnliche Differenzialgleichungen“ (Anfangswert- und Randwertaufgaben). Alle
Kapitel enthalten Übungsaufgaben vorwiegend aus dem Bauingenieurwesen, die gleichzeitig weitere Anwen-
dungsgebiete der numerischen Methoden aufzeigen und damit auch ihre Praxisnähe illustrieren. Das Lösen
der Aufgaben dient der Vertiefung und zusammenfassenden Kontrolle der gewonnenen Kenntnisse und regt
zur eigenen Implementierung der numerischen Algorithmen an. Das Buch ist klar strukturiert. Alle Gedan-
kenschritte sind durch Überschriften der Absätze genannt. Beweise zu theoretischen Grundlagen sind, sofern
vorhanden, klein gedruckt. Das Verständnis des Buches ist beim Überspringen nicht beeinträchtigt. Jedoch
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zeigen die angegebenen Beweise Ideen für die theoretische Absicherung der numerischen Methoden bei den
Anwendungsbeispielen, die auch bei neuen Aufgaben Verwendung finden können.

Auf meiner Homepage www.fh-kl.de/kerstin.rjasanowa ist für jede Fallstudie ein funktionsfähiges Compu-
terprogramm in der Programmiersprache C oder mit dem Computeralgebrasystem MathCAD bereitgestellt.
Damit besteht für den Leser zusätzlich zum Durchführen eigener Testrechnungen auch die Möglichkeit, anhand
von Programmierbeispielen Anregungen für die eigene Softwareentwicklung zu entnehmen.

Der Leser lernt, praktische Aufgaben mit geeigneten numerischen Methoden zu behandeln. Aufgrund der struk-
turierten Analyse und Begründung der Verfahren mit ihren Einsatzmöglichkeiten sind diese auch auf weitere
praktische Aufgaben übertragbar. Der Bauingenieur wird in die Lage versetzt, Problemstellungen, für die keine
Softwarepakete oder Handbücher zur Verfügung stehen, zu lösen. Durch die Angabe der Algorithmen für die
Verfahren können selbstständig Implementierungen auf unterschiedlichen Computerplattformen vorgenommen
werden. Dozenten im Fach Bauinformatik oder Technomathematik können die vollständig hergeleiteten und
praktisch realisierten Fallstudien in Vorlesungen oder als praktische Übung verwenden. Die notwendige, aber
oft aufwendige Recherche in der Ingenieurliteratur sowie der Literatur zu numerischen Methoden ist nicht
erforderlich.

Auf diesem Wege möchte ich allen herzlich danken, die mich bei diesem Buchvorhaben unterstützten. Be-
sonderer Dank gilt meinem ehemaligen Kollegen Priv.-Doz. Dr. Andrä (habilitiert an der TU Karlsruhe,
jetzt Institut für Techno- und Wirtschaftsmathematik Kaiserslautern), der das gesamte Manuskript mehrfach
gründlich gelesen und mir viele Hinweise zur mathematischen Darstellung, zu praktischen Beispielen insbe-
sondere im Bereich der Technischen Mechanik und zur Literatur gegeben hat. In sehr sachlichen Diskussionen
erörterten wir vor allem die Theorie der numerischen Verfahren, die die Grundlage ihrer Funktionsfähigkeit
bei praktischen Anwendungen ist. Sehr herzlich bedanke ich mich bei meinen Kollegen des Studienganges
Bauingenieurwesen Prof. Dr. Schanzenbach, Prof. Dr. Lang, Prof. Dr. Rühl, Prof. Dr. Thamfald und Prof. Dr.
Nitsch, die geduldig eine kritische Durchsicht der Fallstudien vornahmen und denen ich viele Anregungen zu
ihrer korrekten Darstellung verdanke. Großer Dank gilt ebenfalls meinem Mann und Kollegen, der das Ma-
nuskript aufmerksam auf durchgehend mathematisch präzise und verständliche Darstellung und Gestaltung
prüfte. Herzlichen Dank möchte ich Dr. Grzhibovskis (Fachrichtung 6.1 - Mathematik der Universität des
Saarlandes) für die vielen Hilfestellungen bei der Handhabung von Latex und Mathematica aussprechen. Der
Assistentin des Studienganges Bauingenieurwesen, Frau Lange, bin ich sehr dankbar für die Unterstützung
in vielen technischen Fragen während des Entstehens des Buches. Nicht zuletzt gilt mein Dank den Studie-
renden, die mich während meiner langjährigen Vorlesungen „Numerische Methoden im Bauingenieurwesen“
und ihrer Übungen am Computer ebenfalls zu dieser Darstellung motivierten. Bei Frau Fritzsch und Frau
Kaufmann vom Carl Hanser Verlag bedanke ich mich sehr für die Unterstützung des Buchprojektes und die
sehr angenehme Zusammenarbeit.

Kaiserslautern, im September 2010 Kerstin Rjasanowa

Die 2., korrigierte Auflage des vorliegenden Buches enthält zusätzlich zur 1. Auflage ausführlich beschriebene
Lösungswege bzw. Hinweise zu allen Übungsaufgaben am Ende jedes Kapitels. Insbesondere erfolgte in den
Lösungen zu den Aufgaben in Kapitel 2 „Nichtlineare Gleichungen und Gleichungssysteme“ eine umfassende
vergleichende Analyse zur Anwendung unterschiedlicher Iterationsverfahren. Während des Bearbeitens der
Aufgaben gewinnt der Leser praktische Erfahrungen mit den vorgestellten Algorithmen und ihrem Einsatz bei
konkreten Anwendungen. Wo möglich sind Beispielrechnungen angegeben, damit der Leser seine eigenen Er-
gebnisse überprüfen kann. Alle Lösungen sind mit MathCAD-Arbeitsblättern realisiert, die unter der Adresse
www.hanser-fachbuch.de/9783446444485 zur Verfügung stehen. Die dafür erforderlichen Algorithmen sind als
eigene Funktionen in der Datei Mybib.xcmd programmiert und hinterlegt und müssen in jedes Arbeitsblatt
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eingebunden werden. Für einige dieser Algorithmen gibt es auch MathCAD-eigene Funktionen, die alterna-
tiv benutzt werden können und die eigene Überlegungen bestätigen. Da die Algorithmen und Lösungswege
plattformunabhängig sind, kann aber auch mit jeder geeigneten Programmiersprache bzw. jedem anderen
Computeralgebrapaket gearbeitet werden.

Außerdem stehen die für jede Fallstudie erstellten Computerprogramme in der Programmiersprache C sowie
MathCAD-Arbeitsblätter dafür jetzt unter der Adresse www.hanser-fachbuch.de/9783446444485 bereit. Für
die gewissenhafte Durchsicht des Kapitels „Lösungen“ bedanke ich mich sehr herzlich bei meinem Kollegen des
Studienganges Bauingenieurwesen, Prof. Dr. Schanzenbach. Mein Dank gilt ebenfalls Herrn Ph. Thorwirth,
der mich sehr motivierte, das Kapitel „Lösungen“ zum Buch zu ergänzen.

Kaiserslautern, im Januar 2015 Kerstin Rjasanowa
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13

1 Lineare Gleichungssysteme −

direkte Verfahren

Viele Aufgaben im Bauingenieurwesen führen auf das Lösen linearer Gleichungssysteme. Dazu gehört z. B.
die Berechnung von Stabkräften und Verschiebungen im Fachwerk. Das Newton-Verfahren zur Lösung nicht-
linearer Gleichungssysteme (siehe Kapitel 2) führt ebenfalls zu linearen Gleichungssystemen, ebenso wie
die Interpolation und Approximation mit Splines (siehe Kapitel 3), die Ausgleichsrechnung (siehe Kapitel
6) oder die Anwendung der Finite-Elemente-Methode (FEM) bei statischen oder thermischen Berechnun-
gen (siehe Kapitel 7). Wenn die Anzahl der Unbekannten nicht zu groß ist, können direkte Verfahren, bei
denen die Lösung des Gleichungsystems genau berechnet wird, angewendet werden. Dazu gehört der
Gauß-Algorithmus und die Cholesky-Zerlegung. Die Cholesky-Zerlegung stellt spezielle Anforderungen an
die Koeffizientenmatrix, während der Gauß-Algorithmus ein allgemeines Lösungsverfahren von grundlegen-
der Bedeutung ist.

Bezeichnungen und Voraussetzungen

A ∈ R
m×n Matrix A mit m Zeilen und n Spalten

aij Element der Matrix A in der i-ten Zeile und j-ten
Spalte

L ∈ R
n×n untere Dreiecksmatrix L, wenn lij = 0 für i < j

U ∈ R
n×n obere Dreiecksmatrix U , wenn uij = 0 für i > j

D ∈ R
n×n Diagonalmatrix D, wenn dij = 0 für i )= j

C = AB Matrix C ∈R
m×n mit den Elementen cij =

k∑
l=1

ailblj

ist Produkt der Matrizen A ∈ R
m×k und B ∈ R

k×n

(AB)C = A(BC) Assoziativität der Matrixmultiplikation

A⊤ ∈ R
n×m Transponierte der Matrix A ∈ R

m×n, a⊤
ji = aij ,

i = 1, ..., m, j = 1, ..., n

(AB)⊤ = B⊤A⊤ Transponiertensatz, A ∈ R
m×k und B ∈ R

k×n

A−1 Inverse der Matrix A ∈ R
n×n

|A| Determinante der Matrix A ∈ R
n×n

|AB| = |A||B| Determinante des Produktes

der Matrizen A, B ∈ R
n×n

En ∈ R
n×n Einheitsmatrix, en

ii = 1, en
ij = 0 für j )= i

x = (x1, x2, ..., xn)⊤ Vektor x ∈ R
n mit n Komponenten

(x, y) =

n∑
i=1

xiyi Skalarprodukt der Vektoren x, y ∈ R
n

(x, y) = y⊤x Skalarprodukt der Vektoren x, y als Matrixprodukt

(x, Ay) = (A⊤x, y) x, y ∈ R
n, A ∈ R

n×n

b∑
i=a

ci = 0, a > b Summe ist gleich Null, wenn der obere Summations-
index kleiner als der untere ist.

Matrizen und Vektoren werden mit oberen Indizes bezeichnet, z. B. die Matrix

E3 ∈ R
3×3, der Vektor F 2 ∈ R

2.

Komponenten von Matrizen und Vektoren und andere skalare Größen werden mit

unteren Indizes bezeichnet, z. B. aij ∈ R, xi ∈ R.
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1.1 Lineare Gleichungssysteme

Zuerst wird der Begriff des linearen Gleichungssystems, seiner Koeffizi-
entenmatrix, seiner rechten Seite und seiner Lösung erklärt. Vorausset-
zung für das Lösen linearer Gleichungssysteme mit direkten Verfahren
ist die Existenz der Lösung und ihre Eindeutigkeit. Der Nachweis die-
ser Eigenschaften sichert die erfolgreiche Anwendung solcher Verfahren,
insbesondere auf dem Computer. Im Folgenden wird eine notwendige
und hinreichende Bedingung dafür angegeben und an Zahlenbeispielen
erläutert.

Definition 1.1 Die Gesamtheit der n Gleichungen

a11x1 + a12x2 + ... + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + ... + a2nxn = b2

...

an1x1 + an2x2 + ... + annxn = bn

(1.1)

mit den gegebenen Koeffizienten aij ∈ R und den rechten Seiten
bi ∈ R sowie den Unbekannten xj , i, j = 1, 2, ..., n, heißt lineares
Gleichungssystem mit n Gleichungen und n Unbekannten.

Im linearen Gleichungssystem (1.1) stimmt die Anzahl seiner Gleichun-Lineares Gleichungssystem
gen mit der Anzahl der Unbekannten überein. In diesem Kapitel werden
ausschließlich solche linearen Gleichungssysteme betrachtet.

Das lineare Gleichungssystem (1.1) kann kürzer notiert werden mithilfeNotation
der Matrixschreibweise

Ax = b, (1.2)

A =




a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

...
...

...
...

an1 an2 ... ann


 , x =




x1

x2

...

xn


 , b =




b1

b2

...

bm


 .

Die quadratische Matrix A ∈ R
n×n heißt Koeffizientenmatrix und

der Vektor b ∈ R
n rechte Seite des Gleichungssystems. Der Vektor

x ∈ R
n ist der Vektor der Unbekannten. Können die Komponen-

ten x1, x2, ..., xn ∈ R dieses Vektors so angegeben werden, dass alle
Gleichungen in (1.1) gleichzeitig erfüllt sind, ist x Lösung des Glei-
chungssystems.

Beispiel 1.2Matrixschreibweise

Das lineare Gleichungssystem

x1 + 3x2 = 5

−2x1 + 4x2 = 0
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lautet in Matrixschreibweise(
1 3

−2 4

)(
x1

x2

)
=

(
5

0

)
.

Es hat die Lösung (x1, x2)⊤ = (2, 1)⊤, wie durch Einsetzen von x1 = 2 und

x2 = 1 in die beiden Gleichungen überprüft werden kann.

Ein lineares Gleichungssystem hat entweder genau eine oder unend- Lösungsmenge und eindeutige
Lösbarkeitlich viele oder gar keine Lösung. Hat es genau eine Lösung, heißt es

eindeutig lösbar.

Die Existenz der Lösung des Gleichungssystems (1.2) und ihre Eindeu-
tigkeit garantiert der folgende Satz.

Satz 1.3Das Gleichungssystem (1.2) ist genau dann eindeutig lösbar, wenn
die Determinante der Koeffizientenmatrix verschieden von Null ist,
d. h. wenn die Koeffizientenmatrix regulär ist.

Beispiel 1.4 Lösungsmenge

1. Das lineare Gleichungssystem

3x1 + 6x2 = 18

2x1 + 5x2 = 9

hat eine eindeutige Lösung, denn die Determinante seiner Koeffizientenmatrix
beträgt 3. Die Lösung lautet (x1, x2)⊤ = (12, −3)⊤.

2. Die Determinante der Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems

3x1 + 6x2 = 18

2x1 + 4x2 = 10

beträgt Null. Es hat keine Lösung. Umstellen der ersten Gleichung nach x1

ergibt x1 = 6 − 2x2. Setzt man diese in die zweite Gleichung ein, so folgt
12 = 10, was offensichtlich ein Widerspruch ist.

3. Das lineare Gleichungssystem

3x1 + 6x2 = 18

2x1 + 4x2 = 12

hat dieselbe Koeffizientenmatrix wie im vorherigen Beispiel. Allerdings hat es
unendlich viele Lösungen, die in folgender Gestalt geschrieben werden können:(

x1

x2

)
=

(
6

0

)
+ t

(
−2

1

)
, t ∈ R.

Zum Berechnen der Lösung des linearen Gleichungssystems (1.2) kann Berechnung der Lösung mit dem
Gauß-Algorithmusder Gauß-Algorithmus (siehe [19]) auf die erweiterte Koeffizientenma-

trix (A|b) angewendet werden. Das Ziel der Umformungen des linearen
Gleichungssystems (1.2) besteht im Erzeugen der sogenannten Drei-
ecksgestalt der Koeffizientenmatrix, bei der alle Elemente unterhalb
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ihrer Hauptdiagonale gleich Null sind und auf der Hauptdiagonale alle
Elemente gleich Eins sind:




1 ∗ ... ∗
0 1 ... ∗

. . .

0 0 ... 1







x1

x2

...

xn


 =




b̃1

b̃2

...

b̃n


 .

Dabei sind nur Umformungen zulässig, die die Lösungsmenge des Glei-
chungssystems (1.2) nicht verändern. Solche äquivalenten Umformun-
gen sind:

1. die Multiplikation einer Gleichung mit einer reellen Zahl ver-
schieden von Null,

2. die Addition zweier Gleichungen,

3. das Vertauschen der Reihenfolge von Gleichungen.

Gauß-Algorithmus Der Gauß-Algorithmus kann für die Zeilennummern i = 1, ..., n fol-
gendermaßen durchgeführt werden:

1. Durch Zeilenvertauschung wird aii -= 0 erreicht und anschließend
die i-te Zeile mit dem Reziproken 1/aii multipliziert, sodass das
Element in der i-ten Zeile und i-ten Spalte danach eine Eins ist.
(Gibt es keine solche Vertauschung, so ist die Koeffizientenmatrix
nicht regulär, und nach Satz 1.3 ist das Gleichungssystem nicht
eindeutig lösbar.)

2. Damit in der i-ten Spalte unterhalb dieses Elementes Nullen ent-
stehen, wird zur k-ten Zeile das (−aki)-fache der i-ten Zeile ad-
diert, k = i + 1, ..., n.

Das so umgeformte Gleichungssystem wird, beginnend mit der letzten
Gleichung, nach den Unbekannten xn, ..., x1 aufgelöst, indem die zuvor
bereits ermittelten Unbekannten in die aktuelle Gleichung eingesetzt
werden.

Wenn die Voraussetzung von Satz 1.3 erfüllt ist, so kann stets die
Dreiecksgestalt der Koeffizientenmatrix erzeugt werden. Ist hingegen
die Determinante der Koeffizientenmatrix gleich Null, so ergibt sich bei
der vollständigen Durchführung des Gauß-Algorithmus bei mindestens
einem Hauptdiagonalelement eine Null. Erweist sich dabei die entspre-
chende rechte Seite ungleich Null, so hat das Gleichungssystem keine
Lösung, andernfalls unendlich viele.

Beispiel 1.5Lösung mit Gauß-Algorithmus

1. Die Umformungen mit dem Gauß-Algorithmus für das erste lineare Gleichungs-
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systems aus Beispiel 1.4 lauten(
3 6 18

2 5 9

)
−→
(

1 2 6

0 1 −3

)
.

Aus der letzten Gleichung ergibt sich x2 = −3. Setzt man diese in die erste
ein, erhält man unmittelbar x1 = 6 − 2x2 = 12.

2. Die Umformungen mit dem Gauß-Algorithmus für das zweite lineare Glei-
chungssystems aus Beispiel 1.4 lauten(

3 6 18

2 4 10

)
−→
(

1 2 6

0 0 1

)
.

Das Hauptdiagonalelement der Koeffizientenmatrix in der zweiten Zeile ist
gleich Null, die entsprechende rechte Seite ist gleich 1. Das Gleichungssystem
ist nicht lösbar.

3. Die Umformungen mit dem Gauß-Algorithmus für das dritte lineare Glei-
chungssystem aus Beispiel 1.4 lauten(

3 6 18

2 4 10

)
−→
(

1 2 6

0 0 0

)
.

Das Hauptdiagonalelement der Koeffizientenmatrix in der zweiten Zeile ist
gleich Null, die entsprechende rechte Seite auch. Die zweite Gleichung des
Gleichungssystems ist automatisch erfüllt. Wählt man x2 = t ∈ R beliebig,
so ergibt sich aus der ersten Gleichung unmittelbar x1 = 6− 2x2 = 6− 2t. Man
erhält so die bereits in Beispiel 1.4 angegebenen unendlich vielen Lösungen.

1.2 Gauß-Algorithmus und LU-Zerlegung

Jeder Schritt des Gauß-Algorithmus ist als Multiplikation des linea-
ren Gleichungssystems mit einer unteren Dreiecksmatrix darstellbar.
Auf dieser Grundlage wird erklärt, dass die Koeffizientenmatrix in ein
Produkt aus unterer und oberer Dreiecksmatrix zerlegbar ist. Der Al-
gorithmus zur Berechnung dieser Matrizen wird angegeben. Das linea-
re Gleichungssystem wird damit in zwei Schritten aufgelöst. Im ers-
ten Schritt, dem Vorwärtseinsetzen, ist ein lineares Gleichungssystem
mit der unteren Dreiecksmatrix als Koeffizientenmatrix zu lösen und
im zweiten Schritt, dem Rückwärtseinsetzen, ein lineares Gleichungs-
system mit der oberen Dreiecksmatrix als Koeffizientenmatrix. Diese
beiden Gleichungssysteme sind sukzessive durch Einsetzen der bereits
ermittelten Komponenten des Lösungsvektors in die nächste Gleichung
auflösbar, beginnend mit der ersten bzw. letzten Gleichung. Die Algo-
rithmen dafür werden angegeben.

Wie bereits in Abschnitt 1.1 geschildert, besteht das Ziel des Gauß- Ziel des Gauß-Algorithmus
Algorithmus darin, durch äquivalente Umformungen des linearen Glei-
chungssystems (1.2) ein lineares Gleichungssystem

Ux = b̃, U ∈ R
n×n, x, b̃ ∈ R

n, (1.3)
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zu erhalten, dessen Koeffizientenmatrix eine obere Dreiecksmatrix U
mit von Null verschiedenen Hauptdiagonalelementen ist:

U =




u11 u12 u13 . . . u1n

0 u22 u23 . . . u2n

0 0 u33 . . . u3n

...
...

...
...

0 0 0 . . . unn




Die Unbekannte xn ergibt sich dann unmittelbar aus der letzten Glei-
chung, die Unbekannte xn−1 durch Einsetzen von dem berechneten xn

in die vorletzte Gleichung usw. Der genaue Algorithmus zur Berechnung
der Unbekannten xn, xn−1,..., x1 wird unten angegeben.

Jeder Schritt des Gauß-Algorithmus bedeutet die Multiplikation desSchritte des Gauß-Algorithmus
als Matrixmultiplikation linearen Gleichungssystems (1.2) mit einer unteren Dreiecksmatrix.

Die Multiplikation der k-ten Gleichung mit einer reellen Zahl λ ent-
spricht der Multiplikation des linearen Gleichungssystems (1.2) von
links mit der Diagonalmatrix

k




1 0
. . .

λ

. . .

0 1




, (1.4)

denn für einen Spaltenvektor (s1, . . . , sk, . . . , sn)⊤ gilt

k




1 0
. . .

λ

. . .

0 1







s1

...

sk

...

sn




=




s1

...

λsk

...

sn




. (1.5)

Das Produkt der Diagonalmatrix (1.4) mit der Koeffizientenmatrix er-
hält man nach Multiplikation ihrer n Spaltenvektoren gemäß (1.5). Ent-
spechend ergibt sich das Produkt der Diagonalmatrix (1.4) mit dem
Vektor der rechten Seite des linearen Gleichungssystems.

Die Addition der k-ten zur l-ten Gleichung entspricht der Multiplikation
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der Gleichung (1.2) mit der unteren Dreiecksmatrix

k l

l




1 0
. . .

1 1
. . .

0 1




,
(1.6)

denn für einen Spaltenvektor (s1, . . . , sk, . . . , sn)⊤ gilt

k l

l




1 0
. . .

1 1
. . .

0 1







s1

sk

sl

...

sn




=




s1

sk

sl + sk

...

sn




.
(1.7)

Das Produkt der unteren Dreiecksmatrix (1.6) mit der Koeffizienten-
matrix erhält man nach Multiplikation ihrer n Spaltenvektoren gemäß
(1.7). Entspechend ergibt sich das Produkt der unteren Dreiecksmatrix
(1.6) mit dem Vektor der rechten Seite des linearen Gleichungssystems.

Der Gauß-Algorithmus bedeutet daher die Multiplikation des linearen Zerlegung der Koeffizienten-
matrix in ein Produkt aus unterer
und oberer Dreiecksmatrix

Gleichungssystems (1.2) von links mit Diagonal- bzw. unteren Dreiecks-
matrizen G1, G2, ..., Gm der Gestalt (1.4) bzw. (1.6), bis die Form (1.3)
erreicht wird, wobei m die Anzahl der Schritte des Gauß-Algorithmus
ist. Damit kann der Gauß-Algorithmus (bis auf Zeilenvertauschung) in
Matrixschreibweise als

G1G2 . . . GmAx = G1G2 . . . Gmb

formuliert werden. Das Produkt der Diagonal- und unteren Dreiecks-
matrizen G1, G2, ..., Gm liefert wiederum eine untere Dreiecksmatrix G,
sodass durch den Gauß-Algorithmus die Umformung

GA = U

erfolgt. Da alle Diagonalelemente der Matrizen G1, ..., Gm verschieden
von Null sind, ist G regulär und damit invertierbar. Für die Matrix A
folgt die Zerlegung

A = G−1U. (1.8)
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Die Inverse einer unteren Dreiecksmatrix ist wieder eine untere Drei-
ecksmatrix. Die Matrix G−1 ist daher eine untere Dreiecksmatrix, und
mit der Bezeichnung G−1 = L lautet die Matrizengleichung (1.8)

A = LU. (1.9)

Voraussetzung für die Durchführbarkeit des Gauß-Algorithmus ist, dass im l-tenDurchführbarkeit des
Gauß-Algorithmus Eliminationsschritt, l = 1, 2, ..., n − 1,



a
(l−1)
11 a

(l−1)
12 . . . a

(l−1)

1l
. . . a

(l−1)
1n b

(l−1)
1

0 a
(l−1)
22 . . . a

(l−1)

2l
. . . a

(l−1)
2n b

(l−1)
2

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

.

.

.
.
.
.

0 0 . . . a
(l−1)

ll
. . . a

(l−1)

ln
b

(l−1)

l

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.

0 0 . . . a
(l−1)

nl
. . . a(l−1)

nn b(l−1)
n




das Pivotelement a
(l−1)

ll
auf der Hauptdiagonalen von Null verschieden ist, denn

man berechnet mit dem Quotienten

lil = a
(l−1)

il
/a

(l−1)

ll
die Elemente (1.10)

a
(l)

ik
= a

(l−1)

ik
− lila

(l−1)

lk
und

b
(l)

i
= b

(l−1)

i
− lilb

(l−1)

l
, i, k = l + 1, ..., n.

Die Existenz eines von Null verschiedenen Pivotelementes in jedem Eliminations-
schritt ist durch die Voraussetzung der eindeutigen Lösbarkeit des linearen Glei-
chungssystems (1.2) aus Satz 1.3 gesichert. Es gilt der folgende Satz:

Satz 1.6 Für eine reguläre Matrix A existiert vor dem l-ten Eliminationsschritt
des Gauß-Algorithmus stets eine Zeilenvertauschung derart, dass das
l-te Diagonalelement a

(l−1)
ll verschieden von Null ist.

Das lineare Gleichungssystem (1.2) geht mit der Zerlegung (1.9) überZwei Schritte zur Auflösung des
linearen Gleichungssystems in

LUx = b. (1.11)

Mit der Bezeichnung

Ux = y

ergeben sich zur Lösung von (1.11) die folgenden zwei Schritte, bei
denen jeweils ein lineares Gleichungssystem zu lösen ist:

1. Ly = b mit der Lösung y, (1.12)

2. Ux = y mit der Lösung x. (1.13)

Beide linearen Gleichungssysteme lassen sich einfach auflösen.
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Das lineare Gleichungssystem (1.12) lautet ausführlich Vorwärtseinsetzen




l11 0 0 . . . 0

l21 l22 0 . . . 0

l31 l32 l33 . . . 0
...

...
...

...

ln1 ln2 ln3 . . . lnn







y1

y2

y3

...

yn




=




b1

b2

b3

...

bn




. (1.14)

Aus der ersten Gleichung in (1.14) ergibt sich

y1 = b1/l11. (1.15)

Mit dem so berechneten y1 folgt aus der zweiten Gleichung in (1.14)

y2 = (b2 − l21y1) /l22,

damit aus der dritten Gleichung in (1.14)

y3 = (b3 − (l31y1 + l32y2)) /l33

usw. Allgemein egeben sich die Komponenten des Vektors y sukzessive
durch das Vorwärtseinsetzen, beginnend mit der Gleichung (1.15),
und

yi =

(
bi −

i−1∑
k=1

likyk

)/
lii, i = 2, 3, ..., n. (1.16)

Analog lautet das lineare Gleichungssystem (1.13) ausführlich Rückwärtseinsetzen




u11 u12 u13 . . . u1n

0 u22 u23 . . . u2n

0 0 u33 . . . u3n

...
...

...
...

0 0 0 . . . unn







x1

x2

x3

...

xn




=




y1

y2

y3

...

yn




. (1.17)

Aus der letzten Gleichung in (1.17) folgt sofort

xn = yn/unn, (1.18)

damit aus der vorletzten Gleichung

xn−1 = (yn−1 − un−1,nxn) /un−1,n−1 ,
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weiter aus der drittletzten Gleichung

xn−2 = (yn−2 − (un−2,n−1xn−1 + un−2,nxn)) /un−2,n−2

usw. Allgemein ergeben sich die Komponenten des Vektors x sukzessive
durch das Rückwärtseinsetzen, beginnend mit der Gleichung (1.18),
und

xi =

(
yi −

n∑
k=i+1

uikxk

)/
uii, i = n − 1, n − 2, ..., 1. (1.19)

Die Grundlage für die Berechenbarkeit der Elemente der Matrizen LExistenz und Eindeutigkeit
und U liefert der folgende Satz:

Satz 1.7 Der Gauß-Algorithmus leistet unter der Voraussetzung, dass alle Pi-
votelemente a

(l−1)
ll , l = 1, 2, ..., n − 1, verschieden von Null sind, die

Produktzerlegung einer regulären Matrix A in eine untere Dreiecks-
matrix L und eine obere Dreiecksmatrix U . Die Zerlegung A = LU
ist eindeutig, wenn z. B. die Diagonalelemente lii der Matrix L vor-
gegeben sind, i = 1, 2, ..., n.

Wählt man z. B. lii = 1, i = 1, 2, ..., n, so lautet (1.9) ausführlichBerechnung der oberen und
unteren Dreiecksmatrix

A =




1 0 0 . . . 0

l21 1 0 . . . 0

l31 l32 1 . . . 0
...

...
...

...

ln1 ln2 ln3 . . . 1







u11 u12 u13 . . . u1n

0 u22 u23 . . . u2n

0 0 u33 . . . u3n

...
...

...
...

0 0 0 . . . unn




.

Gemäß der Matrixmultiplikation ergeben sich die Elemente aij der i-ten
Zeile der Matrix A als

aij =

n∑
k=1

likukj , (1.20)

wobei für die Elemente der unteren Dreiecksmatrix L gilt

lik = 0, k > i. (1.21)

Betrachtet man Gleichung (1.20) für i ≤ j und zerlegt die linke SeiteZeilenelemente
in drei Summanden

aij =
i−1∑
k=1

likukj + liiuij +
n∑

k=i+1

likukj ,
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so verschwindet der letzte Summand wegen (1.21), und man erhält mit
den zuvor bereits berechneten Elementen lik, ukj , k = 1, 2, ..., i−1, und
der Vereinbarung lii = 1

uij = aij −
i−1∑
k=1

likukj , j = i, i + 1, ..., n. (1.22)

Die Elemente aji der i-ten Spalte der Matrix A ergeben sich als

aji =

n∑
k=1

ljkuki, (1.23)

wobei für die Elemente der oberen Dreiecksmatrix U gilt

uki = 0, k > i. (1.24)

Betrachtet man Gleichung (1.23) für j > i und zerlegt die linke Seite Spaltenelemente
in drei Summanden

aji =

i−1∑
k=1

ljkuki + ljiuii +

n∑
k=i+1

ljkuki,

so verschwindet der letzte Summand wegen (1.24), und man erhält mit
den zuvor bereits berechneten Elementen ljk und uki, k = 1, 2, ..., i,

lji =

(
aji −

i−1∑
k=1

ljkuki

)/
uii, j = i + 1, i + 2, ..., n. (1.25)

Aus den Gleichungen (1.22), (1.25), (1.16), (1.19) ergibt sich der Gauß-
Algorithmus und das Vorwärts- und Rückwärtseinsetzen mit folgenden
Schritten:

Algorithmus der LU-Zerlegung
1. Berechnung der Matrizen L und U

Für i = 1, 2, ..., n

Für j = i, ..., n uij = aij −
i−1∑
k=1

likukj

Für j = i + 1, ..., n lji =

(
aji −

i−1∑
k=1

ljkuki

)/
uii

2. Vorwärtseinsetzen

yi = bi −
i−1∑
k=1

likyk, i = 1, 2, ..., n
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3. Rückwärtseinsetzen

xi =

(
yi −

n∑
k=i+1

uikxk

)/
uii, i = n, n−1, ..., 1

Beispiel 1.8Lösung mit der LU-Zerlegung

Zu lösen ist das Gleichungssystem

(
3 6 9

2 5 −2

1 3 −1

)(
x1

x2

x3

)
=

(
39

3

2

)

mit der LU-Zerlegung der Koeffizientenmatrix.

Aus der Auswertung der ersten Zeile der Koeffizientenmatrix mit der Matrizen-
gleichung

(
3 6 9

2 5 −2

1 3 −1

)
=

(
1 0 0

l21 1 0

l31 l32 1

)(
u11 u12 u13

0 u22 u23

0 0 u33

)

erhält man unmittelbar

u11 = 3, u12 = 6, u13 = 9.

Aus der Auswertung der ersten Spalte der Koeffizientenmatrix folgt

l21u11 = 2 und somit l21 = 2/3,

l31u11 = 1 und somit l31 = 1/3.

Die Auswertung der zweiten Zeile der Koeffizientenmatrix ergibt

l21u12 + u22 = 5 und somit u22 = 1,

l21u13 + u23 = −2 und somit u23 = −8,

die zweite Spalte liefert

l31u12 + l32u22 = 3 und somit l32 = 1.

Schließlich erhält man aus der dritten Zeile

l31u13 + l32u23 + u33 = −1 und somit u33 = 4.

Nach der LU-Zerlegung der Koeffizientenmatrix erfolgt gemäß (1.12) die Berech-
nung der Komponenten des Hilfsvektors y durch das Vorwärtseinsetzen (1.15),
(1.16) aus dem Gleichungssystem

(
1 0 0

2/3 1 0

1/3 1 1

)(
y1

y2

y3

)
=

(
39

3

2

)
.
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Man erhält y1 = 39, y2 = −23, y3 = 12.

Gemäß (1.13) ergeben sich die Komponenten des Lösungsvektors x durch das Rück-
wärtseinsetzen (1.18), (1.19) aus dem Gleichungssystem

(
3 6 9

0 1 −8

0 0 4

)(
x1

x2

x3

)
=

(
39

−23

12

)
,

und man erhält als Lösung x3 = 3, x2 = 1, x1 = 2.

Bemerkung 1.91. Um Speicherplatz bei der programmtechnischen Realisierung zu spa-
ren, können die Elemente der Matrizen L und U anstelle der ent-
sprechenden Elemente der Koeffizientenmatrix A gespeichert wer-
den, falls diese danach nicht mehr benötigt werden.

2. Der Hilfsvektor y kann durch den Lösungsvektor x überschrieben Speicherplatz
werden, sodass dafür ebenfalls kein zusätzlicher Speicherplatz erfor-
derlich ist.

3. Bei der Lösung von mehreren linearen Gleichungssystemen mit der- Mehrere Systeme
selben Koeffizientenmatrix A, aber unterschiedlichen Vektoren der
rechten Seite ist die LU -Zerlegung der Matrix A nur einmal durchzu-
führen. Lediglich Vor- und Rückwärtseinsetzen müssen neu erfolgen.
Deswegen ist es sinnvoll, die drei Schritte des Gauß-Algorithmus
beim Programmieren als getrennte Funktionen zu realisieren.

4. Die Anzahl der erforderlichen arithmetischen Operationen für den Arithmetische Operationen
vollständigen Gauß-Algorithmus steigt im Wesentlichen mit der drit-
ten Potenz der Zahl der Unbekannten an. Die Anzahl der erforderli-
chen arithmetischen Operationen für das Vorwärts- und Rückwärts-
einsetzen steigt lediglich im Wesentlichen mit der zweiten Potenz
der Zahl der Unbekannten an.

5. Wie Satz 1.6 zu entnehmen ist, existiert im l-ten Eliminations- Pivotisierung
schritt eine geeignete Zeilenvertauschung derart, dass das entspre-
chende Diagonalelement (Pivotelement) verschieden von Null ist.
Für den Prozess der LU -Zerlegung bedeutet das, dass das Element
ull in (1.19) verschieden von Null sein muss - andernfalls ist ei-
ne Zeilenvertauschung mit einer der Folgezeilen ((l + 1)-te bis n-te)
vorzunehmen. Sinnvoll ist es hierbei, die Zeile mit dem betragsmäßig
größten der Elemente ail, i = l, l + 1, ..., n, aus der l-ten Spalte zu
tauschen. Man vermeidet damit unter Umständen die Division durch
kleine Zahlen und sich daraus ergebende größere Rundungsfehler.

Die LU -Zerlegung der Matrix A und die Umformung der rechten
Seite erfolgt in diesem Falle so, dass nach der Bestimmung des Pivot-
elementes ull = a

(l−1)
ll im l-ten Eliminationsschritt die verbleibende

Matrix ab der (l + 1)-ten Zeile und Spalte bzw. die rechte Seite ab



26 1 Lineare Gleichungssysteme − direkte Verfahren

der (l + 1)-ten Komponente wie in (1.10) umgeformt wird. Die Ele-
mente im unteren Dreieck der resultierenden Matrix entsprechen der
Matrix L, die Elemente im oberen Dreieck der Matrix U .

LU-Algorithmus mit
Zeilenpivotisierung

Für l = 1, 2, ..., n − 1

Für i = l, ..., n Ermitteln der Pivotzeilennummer

und Zeilenvertauschung

Für i = l + 1, ..., n lil := ail/all

für j = l + 1, ..., n aij := aij − lilalj

bi := bi − lilbl

1.3 Fallstudie: Berechnung von Stabkräften im
Fachwerk

Praktische Aufgabe

Ein Fachwerk mit n Knoten in den Punkten Xi wird dort durch äußere
Kräfte F i, i = 1, 2, ..., n, belastet (z. B. wie in Bild 1.1). Ist der Knoten
gleichzeitig Lager, d. h. kraftübertragendes Kontaktelement, so tritt
dort als Lagerreaktion die Kraft Ri auf. Das Fachwerk hat m Stäbe,
die je zwei seiner Knoten verbinden. Die äußeren Kräfte werden nur
in Richtung der Längsachsen dieser Stäbe übertragen und verursachen
in den Stäben innere Kräfte. Gesucht sind die inneren Kräfte in allen
Stäben des Fachwerks sowie die unbekannten Lagerreaktionen.O x

y

F

F

X

X

2

2

3
3

X 4X 1F 1 F 4

Bild 1.1 Zweidimensionales Fachwerk

Mathematisches Modell

Betrachtet werden zwei Knoten Xi und Xj , die durch einen Stab ver-Freischneiden
bunden sind. Wird der Knoten Xi bzw. Xj freigeschnitten, so ist Sij

die Normalkraft im Stab XiXj , die auf den Knoten Xi wirkt. Ent-
sprechend ist Sji die Normalkraft im Stab XiXj , die auf den Knoten
Xj wirkt (siehe Bild 1.2). Der Stab XiXj befindet sich in Ruhe, und
aufgrund des Kräftegleichgewichtes ist

Sji = −Sij . (1.26)

In jedem der n Knoten des in Ruhe befindlichen Fachwerks herrscht
nach dem ersten Newton-Axiom Kräftegleichgewicht. Daher gelten

X

X

i

j

S

S

e

e

ij

ij

ji

ji

O e1

e2

y

α ij

βij

x

e ij

Bild 1.2 Freischneiden des Stabes
XiXj

die n Vektorgleichungen∑
j

Sij + Ri + F i = O, i = 1, 2, ..., n, (1.27)

creo
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wobei nur über diejenigen Knotennummern j summiert wird, für die das
Fachwerk einen Stab XiXj enthält. Ist der Knoten Xi nicht gelagert,
so ist in Gleichung (1.27) die Lagerreaktion Ri der Nullvektor: Ri = O.

Die Ortsvektoren der Punkte Xi bzw. Xj werden mit xi =
−−→
OXi bzw. Stabkraft

xj =
−−−→
OXj bezeichnet. Dann ist

−−−→
XiXj = xj − xi.

Ist eij der Einheitsvektor in Richtung des Vektors
−−−→
XiXj

eij =
xj − xi

|xj − xi| ,

so gilt für die Kraft Sij , die auf den Knoten Xi wirkt,

Sij = sijeij mit sij = (Sij , eij). (1.28)

Die Komponente sij der Kraft Sij in Richtung des Vektors
−−−→
XiXj ist

eine skalare Größe. Sie wird in der Literatur oftmals als „Stabkraft“
bezeichnet. Für sij > 0 handelt es sich um einen Zugstab und für
sij < 0 um einen Druckstab.

Seien αij = ∡(eij , e1), βij = ∡(eij , e2) und γij = ∡(eij , e3) die Win-
kel zwischen den Einheitsvektoren in Richtung der Koordinatenachsen
e1, e2 und e3 und dem Vektor eij . Da die Komponenten des Einheits-
vektors eij seine Richtungskosinusse sind, ist für ein zweidimensionales
Fachwerk

eij = (cos∡αij , cos∡βij)⊤ (1.29)

bzw. für ein dreidimensionales Fachwerk

eij = (cos∡αij , cos∡βij , cos∡γij)⊤.

Wegen eij = −eji ist mit (1.26) und (1.28) sij = sji.

Als Unbekannte im Gleichungssystem (1.27) werden die m Stabkräfte Bestimmungsgleichungen
und die unbekannten Komponenten der Lagerreaktionen gewählt.

Für ein zweidimensionales Fachwerk bedeuten die n Vektorgleichungen
(1.27) 2n skalare Gleichungen:

∑
j

sij cos αij + Ri
x = −F i

x,∑
j

sij cos βij + Ri
y = −F i

y, i = 1, 2, ..., n.
(1.30)


