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Vorwort

Operationen mit groflen Matrizen werden in der Numerik weitgehend ver-
mieden. Stattdessen wird in der Regel versucht, alle Algorithmen auf Matrix-
Vektor-Multiplikationen zuriickzufithren. Der Grund ist der hohe Aufwand
von z.B. O(n3) Gleitkommaoperationen fiir eine Multiplikation von n x n-
Matrizen. Beginnend mit dem Strassen-Algorithmus wurde versucht, den Auf-
wand auf O(n?) mit v < 3 zu reduzieren. Diese Bemiihungen koénnen aber
nicht zum Ziel fithren, da die theoretische untere Schranke v > 2 besteht, und
selbst quadratischer Aufwand bei grofiskaligen Matrizen inakzeptabel ist.

Dass die Matrixoperationen im hier beschriebenen H-Matrix-Format trotz-
dem mit fast linearem Aufwand O(nlog” n) ausfiihrbar sind, ist kein Wider-
spruch zu der vorherigen Aussage, da oben die exakte Berechnung unter-
stellt wird, wihrend die H-Matrix-Operationen Approximationen enthalten.
Die Approximationsfehler sind jedoch akzeptabel, da grofiskalige Matrizen
von Diskretisierungen stammen, die ohnehin Diskretisierungsfehler enthalten.
Die mit der H-Matrix-Technik ermoglichten Operationen sind nicht nur die
Matrixaddition und -multiplikation, sondern auch die Matrixinversion und
die LU- oder Cholesky-Zerlegung.

Verwendet man die H-Matrix-Technik zur Losung von linearen Gleichungs-
systemen, so nimmt sie eine Stellung zwischen direkten Verfahren und
Iterationsverfahren ein. Auf der einen Seite kann die approximative Inverse
oder LU-Zerlegung mit wihlbarer Genauigkeit bestimmt und damit das
Gleichungssystem gelost werden. Auf der anderen Seite reicht eine Inverse
oder LU-Zerlegung mit méfliger Genauigkeit, um eine schnelle Iteration zu
konstruieren.

Hat man die Matrixoperationen zur Verfiigung, lasst sich eine wesentlich
gréflere Problemklasse behandeln, als dass mit der Beschréinkung auf Matrix-
Vektor-Multiplikationen moglich ist. Hierzu gehoren die Berechnung von
matrixwertigen Funktionen, zum Beispiel der Matrix-Exponentialfunktion,
und die Losung von Matrixgleichungen, etwa der Riccati-Gleichung.

Die approximative Durchfithrung der Operationen kann nur erfolgreich
sein, wenn der Aufwand fiir eine Genauigkeit € nur schwach mit ¢ — 0 wéchst.



VIII Vorwort

Fiir die Inversen von Diskretisierungsmatrizen elliptischer Randwertprobleme
und fiir zugehorige Randintegralgleichungen lésst zeigen, dass der Aufwand
nur logarithmisch von e abhiingt. Fiir allgemeine, grofle Matrizen ist diese
Aussage falsch, d.h. die H-Matrix-Technik ist nicht fiir allgemeine Matrizen
anwendbar. Trotzdem zeigen numerische Tests ein sehr robustes Verhalten.
Fiir die praktische Durchfithrung ist es zudem sehr wichtig, dass die H-Matrix-
Technik in hohem Mafle blackbox-artig ist.

Die Tatsache, dass nicht alle Matrizen (mit verbessertem Aufwand)
dargestellt werden koénnen, entspricht nicht dem klassischen Verstédndnis der
Linearen Algebra. Dort ist man es gewohnt, dass Verfahren moglichst auf
sdmtliche Elemente eines endlichdimensionalen Vektorraumes anwendbar
sind. Andererseits ist der Approximationsgedanke der Ursprung der Analysis.
Da die Objekte wie zum Beispiel Funktionen im Allgemeinen unendlich
viele Daten enthalten, verwendet man seit Anbeginn der Analysis Appro-
ximation aufgrund von partiellen Informationen (Beispiel Interpolation),
wobei man in Kauf nimmt, dass die Approximation nur unter geeigneten
Glattheitsvoraussetzungen moglich ist.

Die ‘H-Matrix-Technik beruht auf drei verschiedenen Komponenten. Die
erste, analytische Komponente ist die lokale, separable Approximation der
Greenschen Funktion beziehungsweise der Integralkernfunktion. Derartige
Techniken sind in der Vergangenheit in verschiedenen Versionen bei der Be-
handlung diskreter Integraloperatoren angewandt worden: bei der Paneel-
Clusterungstechnik, bei Multipolentwicklungen, aber auch bei der Matrix-
kompression von Wavelet-Matrizen. Nur mit Hilfe dieser Techniken kann die
Matrix-Vektor-Multiplikation mit der an sich vollen Matrix in fast linearem
Aufwand durchgefiihrt werden. Die zweite Komponente gehort der linearen
Algebra an. Techniken der Singuldrwertzerlegung und der QR-Zerlegung
spielen eine wichtige Rolle bei der Organisation der lokalen Matrixdaten.
Die dritte Komponente betrifft die diskreten Strukturen. Die ersten beiden
Komponenten werden auf Teilmatrizen angewandt. Die geeignete Partition
der Matrix in Teilmatrizen der richtigen Grofe ist fiir die Matrixoperationen
der entscheidende Schritt. Die diskreten Strukturen stellen sich in Form vom
Béaumen, den Cluster- und Blockclusterbdumen dar.

Ziel dieser Monographie ist die umfassende Einfithrung in die Technik
hierarchischer Matrizen. Da diese insbesondere fiir die grofiskaligen Matrizen
aus dem Umfeld von Randwertaufgaben entwickelt worden sind, muss auch
knapp auf die Diskretisierung von Randwertaufgaben und auf die Rand-
integralmethode eingegangen werden. Den oben aufgezihlten, sehr unter-
schiedlichen Komponenten entsprechend widmen sich die ersten Kapitel den
verschiedenen Fragen zur Analysis, zur Linearen Algebra und den Strukturen,
die dann die Grundlage der Algorithmen bilden. Um die Kapitel einerseits
nicht zu umfangreich werden zu lassen und andererseits hinreichend Hinter-
grundmaterial bereitzustellen, enthélt das Buch fiinf Anhénge. Hier findet der
Leser den benétigten Hintergrund zu Themen aus dem Hauptteil.



Vorwort IX

Das letzte Kapitel gibt einen kleinen Einstieg in die Behandlung grof3-
skaliger Tensoren. Hier werden nur Anwendungen angesprochen, die direkt
mit hierarchischen Matrizen verbunden sind. Andererseits besteht die heraus-
fordernde Aufgabe, die im Umfeld der hierarchischen Matrizen entwickelten
Techniken auf Tensoren zu iibertragen. Da der Speicher- und Rechenaufwand
bei grofiskaligen Tensoren den Anwender vor noch grolere Schwierigkeiten als
bei Matrizen stellt, sind geeignete Darstellungsmethoden und Algorithmen
zur Approximation der Operationen dringend erforderlich. Die in diesem Be-
reich erzielten Resultate passen thematisch nicht in diese Monographie und
gidben Stoff fiir ein weiteres Buch.

In zahlreichen Hinweisen wird verbal auf Details der Implementierung ein-
gegangen. Eine konkrete Beschreibung der in C geschriebenen Algorithmen
wird hier vermieden, da hierfiir die Lecture Notes [26] und ein zukiinftiges,
hieraus hervorzugehendes Buchprojekt heranzuziehen sind. Letzteres ist auch
ein besserer Platz fiir konkrete numerische Beispiele und Vergleiche.

Lesehinweis: Unterkapitel, die mit einem Stern* versehen sind, kénnen
beim ersten Lesen iibersprungen werden, da sie eher der thematischen Ver-
tiefung dienen.

Algorithmen sind in einer Notation angegeben, die sich an Algol und
Pascal anlehnt. Man beachte, dass die geschweiften Klammern Kommenta-
re enthalten. Der Einfachheit halber werden die Parameter nicht mit einer
Typenbeschreibung versehen, sondern verbal erklért. Fiir die (wenigen) Hilfs-
variablen wird ebenfalls keine explizite Spezifikation gegeben, da sie sich aus
dem Zusammenhang ergibt.

Der Autor entwickelte die Technik der hierarchischen Matrizen Ende
der 90er Jahre. Die erste Arbeit [69] hierzu erschien 1999. Ein wesentlicher
Schritt war die Implementierung der Methode in der Dissertation [50] von
Dr. L. Grasedyck, die 2001 verteidigt wurde. Die Grundlagen zu dieser
Monographie wurde durch Manuskripte zu Vorlesungen an der Universitéit
Leipzig (Sommersemester 2004 und Wintersemester 2006/7) und an der
Christian-Albrechts-Universitdt zu Kiel (Sommersemester 2004) gelegt.
Das Material wurde entscheidend anreichert durch die Beitrédge der Drs.
S. Bérm, M. Bebendorf, R. Kriemann und B. Khoromskij. Insgesamt
sind zum Thema der hierarchischen Matrizen und seinem Umfeld zwei
Dissertationen und eine Habilitationsarbeit an der Christian-Albrechts-
Universitdt zu Kiel und vier Dissertationen und eine Habilitationsarbeit an
der Universitédt Leipzig geschrieben worden. Die neuartigen Moglichkeiten,
die die H-Matrix-Technik bietet, haben zu einem Programmpaket H-
LibP™® gefiihrt, das fiir kommerzielle Zwecke zur Verfiigung steht (siehe
http://www.scai.fraunhofer.de/hlibpro.html).

Neben den oben Genannten danke ich Dr. L. Banjai, Dr. Wendy
Kref3, Prof. Sabine Le Borne, Dr. Maike Lohndorf, Prof. J.M. Melenk, Prof.
S. Sauter, sowie weiteren Mitarbeitern und Gésten des Leipziger Max-Planck-
Institutes, die wesentlich zum Inhalt dieses Buches beigetragen haben. Herrn
Dr. Ronald Kriemann gilt mein Dank fiir die Gestaltung des Umschlagbildes.
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Dem Springer-Verlag danke ich fiir die unkomplizierte Kooperation bei der
Fertigstellung dieses Werkes.

November 2008 Wolfgang Hackbusch
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1

Einleitung

1.1 Was ist die zu losende Aufgabe, wo liegen die
Schwierigkeiten?

1.1.1 Aufgabenbeispiele

Aufgaben der linearen Algebra treten bei verschiedensten Anwendungen
auf. Im Zusammenhang mit Vektoren (z.B.! im R") sind die Vektorraum-
Operationen

r,y e R" +— z+4+yeR",
AeR, 2 €eR” — XxeR”

gefordert, was im Allgemeinen die geringsten Miihen bereitet.

Im Zusammenhang mit Matrizen (quadratischen n x n-Matrizen wie recht-
eckigen nxm-Matrizen) kann schon die Abspeicherung ein Problem darstellen,
wenn n? bzw. nm grof} sind.

Unter den Operationen mit Matrizen ist die héufigste die Matriz- Vektor-
Multiplikation

AeRV™ zeR™ — AxeR", (1.1)

die der Realisierung der mit A beschriebenen linearen Abbildung entspricht.
Da Matrizen einen Ring beschreiben, moéchte man auch die Ring-
operationen durchfiihren:

A,BER™™ s A+ BeR™™, (1.2)
AeR™™ BeR™P s A.BeRYP (1.3)

! Fiir den zugrundeliegenden Kérper nehmen wir im Folgenden stets R an.
Gelegentlich ist auch der Koérper C der komplexen Zahlen notwendig, aber die
Verallgemeinerung auf C bringt keine prinzipiell neuen Probleme, sodass eine
Beschréankung auf R Sinn macht. Vo6llig andersartige Korper wie z.B. Z, werden
explizit ausgeschlossen, da man hierin exakt rechnen miisste, wihrend im
Folgenden Approximationen angewandt werden sollen.

W. Hackbusch, Hierarchische Matrizen, DOI 10.1007/978-3-642-00222-9_1,
(© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009
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(die Skalarmultiplikation A € R™*™ X\ € R — XA € R"*™ gehort auch
dazu, ist aber nicht so bemerkenswert). Schliellich méchte man fiir regulére
Matrizen die Inverse berechnen:

A€ R™" regulir  +— A7' e R™*™, (1.4)
Daneben gibt es weitere Aufgaben wie die LU-Zerlegung

A e R"™" reguldr — A= LU,

L untere normierte und U obere Dreiecksmatrix, (1.5a)

die eventuell um die Pivotisierung ergédnzt werden muss, sowie die Cholesky-
Zerlegung?
A € R™ ™ positiv definit +— A =LL",
L untere Dreiecksmatrix mit L;; > 0

(vgl. Stoer [129, Abschnitte 4.1 und 4.3]).
Im Falle eines Gleichungssystems Az = b mochte man nicht die inverse
Matrix berechnen, sondern nur das spezielle Bild 2 = A~'b ermitteln:

(1.5b)

A € RPX™ regulir, b € R" +— zxzeR" Losung von Ax =b. (1-6)

Mitunter sind auch Funktionen von Matrizen von Interesse. Das bekann-
teste Beispiel ist die Matriz- Exponentialfunktion
= 1
AER™™ s exp(A) =) —A. (1.7)
v=0
Schliefilich gibt es noch (lineare oder nichtlineare) Gleichungssysteme fiir
Matrizen. Eine bekannte lineare Gleichung in X ist die Ljapunow?-Gleichung

AX+XAT =B (A, B € R™™" gegeben, X € R"*" gesucht).  (1.8)
Die Riccati*Gleichung
AX+XAT +XCX = B (A,B,CcR™" gegeben, X € R"™*"™ gesucht) (1.9)

ist quadratisch in X und daher nichtlinear.

2 André Louis Cholesky (geb. 15.10.1875 in Montguyon bei Bordeaux, gest. am
31.8.1918) setzte dieses Verfahren fiir Kleinste-Quadrate-Probleme ein, die bei
geodétischen Vermessungen auftraten. Sein Verfahren wurde posthum von Benoit
[16] verdfentlicht. Eine Beschreibung des Verfahrens findet sich auf handschrift-
lichen Notizen von Cholesky datiert auf den 2.12.1910.

3 Aleksandr Michailowitsch Ljapunow, geboren am 6. Juni 1857 in Yaroslavl, ge-
storben am 3. Nov. 1918 in Odessa.

4 Jacopo Francesco Riccati, geboren am 28. Mai 1676 in Venedig, gestorben am 15.
April 1754 in Treviso (Venezianische Republik).
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1.1.2 Groflenordnung der Dimension

Solange n eine feste, kleine Zahl ist, stellen die genannten Aufgaben (wenn
sie nicht schlecht konditioniert sind) keine Schwierigkeit dar. Es gibt aber
eine grofle Klassen von Problemen der Linearen Algebra, die aus der Diskreti-
sierung partieller Differentialgleichungen oder verwandter Integralgleichungen
resultieren. Vor der Diskretisierung sind die Aufgaben unendlich-dimensional.
Der durch die Diskretisierung induzierte Fehler (der sogenannte Diskretisie-
rungsfehler) geht gegen null, wenn die Dimension n gegen co geht. Daher wird
man versuchen, n so grofl wie moglich zu wahlen, und das heift, so grof}, dass
der Rechner-Speicherplatz ausreicht und das Resultat der Rechnung in einer
Zeitspanne geliefert wird, die akzeptabel ist. Man hat sich die Gréf8enordnung
n = 10° und mehr vorzustellen, und eventuell benétigt der Rechner mehrere
Tage fiir die Ausfithrung.

1.1.3 Exakte oder nidherungsweise Berechnung

Die oben aufgezéhlten Aufgaben fragen nach dem exakten Resultat der je-
weiligen Operation. Legt man den Korper R zugrunde, so ist offensicht-
lich, dass Rundungsfehler in der Gréflenordnung der relativen Maschinen-
genauigkeit eps unvermeidbar sind. Viel entscheidender ist aber, dass wegen
der in §1.1.2 angesprochenen Diskretisierung auch bei exakt ausgefiihrter
linearer Algebra die Resultate nur N#iherungen gegeniiber der Losung der
eigentlichen partiellen Differentialgleichung darstellen. Wichtig ist in diesem
Zusammenhang, dass der Diskretisierungsfehler epig, im Allgemeinen um
Groflenordnungen grofler als eps ist. Ein zusétzlicher Fehler infolge einer in-
exakten Auswertung der algebraischen Operationen in der Gréflenordnung
von episkr 18t durchaus akzeptabel.

Die Tatsache, dass man beispielsweise ein Gleichungssystem (1.6) nicht
exakt, sondern nur néherungsweise berechnen mochte, erlaubt iterative Ver-
fahren, deren Iterationsfehler mit der Anzahl der Iterationsschritte und damit
mit dem Rechenaufwand verbunden ist (vgl. Hackbusch [66]).

1.2 Komplexitiat der Algorithmen

Es reicht nicht aus zu wissen, dass ein Algorithmus prinzipiell durchfithrbar ist,
sondern man muss auch sicherstellen, dass die Speicherkapazitdt und Rechen-
geschwindigkeit der zur Zeit verfiigharen Rechner ausreichen. Fiir diesen
Zweck ist die Komplexitéit eines Algorithmus zu quantifizieren.

1.2.1 Komplexitit

Sei @ : x € D C R" — y € R™ eine beliebige Abbildung. Ein Algorith-
mus Ag zur Berechnung von @(x) ist eine Folge von Elementaroperationen,



4 1 Einleitung

die durch die Implementierung festgelegt werden. Unter der vereinfachen-
den Annahme, dass alle als Elementaroperationen zugelassenen Operationen
die gleiche Rechenzeit bendtigen, ist die Rechenzeit durch die Anzahl Ng
der Elementaroperationen charakterisiert. Im Allgemeinen kann Ng vom
Argument 2 abhéngen, sodass man dann zur maximalen Anzahl sup, Ng(z)
iibergehen sollte.®

Anmerkung 1.2.1. Die Abbildung @ : © € D C R"” — y € R™ sei in dem
Sinne nichttrivial, dass @¢(z) von allen Eingabedaten (d.h. allen Komponenten
x;) abhéngt und y im Allgemeinen verschiedene Komponenten y; besitzt und
nicht die Identitét @,(x) = z; (fiir gewisse Paare (7, j) und alle z € D) zutrifft.
Dann gilt Ng > max{n/2,m}.°

Beweis. Die Elementaroperationen haben hochstens zwei Argumente. Zu
jedem 7 muss es eine Elementaroperation geben, die z; als Argument enthélt,
da sonst @(x) nicht von z; abhéngt. Damit miissen mindestens n/2 Elementar-
operationen auftreten. Auflerdem muss jedes y; Resultat einer Elementar-
operation sein, sodass ihre Anzahl > m ist. [

Der vom Algorithmus in Anspruch genommene Speicher (Einheit ist der
Speicherbedarf einer reellen Maschinenzahl) sei mit Sg bezeichnet. Dabei kann
in giinstigen Fillen Sg unabhingig von n,m sein (Beispiel: Summation aus
FuBinote 6), ist in ungiinstigen Situationen aber aufgrund von vielen simultan
auftretenden Zwischenwerten wesentlich grofer.

Zur Vereinfachung beschrinken wir uns auf einen Dimensionsparameter
n (d.h. n = m). Viele Algorithmen haben n als Parameter, d.h. die obige
Abbildung ¢ wird als &,, : x € R" — gy geschrieben, und man betrachtet die
Familie aller {®,, : n € N}. Alle Aufgaben aus §1.1.1 sind von dieser Art.
Damit werden Ng und Sg Funktionen von n € N:

N@(’ﬂ,) = qu. qu(n) = qun.

Folglich ldsst sich das Verhalten von Ng und Sg beziiglich n — oo diskutie-
ren. Wir benutzen das Landau’-Symbol O: Ng(n) = O(g(n)) bedeutet, dass
Konstanten K und ng existieren, sodass Ng(n) < Kg(n) fiir alle n > ny.
Geméf Anmerkung 1.2.1 ist Ng(n) = O(n) die bestmogliche Abschétzung,.
In diesem Falle spricht man von linearer Komplezitdt.
Die Matrix-Vektor-Multiplikation x € R" — y = Ax € R" wird
im Allgemeinen mit Hilfe der Summation y; = Z;‘L:1 Ajrxy, berechnet

5 Falls eine sinnvolle statistische Verteilung der Argumente z definiert werden kann,
ldsst sich auch ein Erwartungswert E(Ng(-)) definieren.
max{n/2, m} kann sogar durch max{n—1, m} ersetzt werden (Beweishintergrund:
Ein bindrer Baum mit n Bldttern muss aufler den Blédttern noch n — 1 weitere
Knoten enthalten; vgl. Lemma A.3.4). Ein Beispiel fiir die Anzahl Ng = n — 1 ist
O(x) =" 2=y €R' (dh. m=1).
" Edmund Georg Hermann Landau, geboren am 14. Februar 1877 in Berlin, gestor-
ben am 19. Februar 1938 in Berlin.

6
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und benétigt damit n? Multiplikationen und n (n — 1) Additionen. Also
ist Ng(n) =2n? —n=0(n?), dh. dieser Algorithmus hat quadratische
Komplexitit.

Fiir die Gleichungsauflssung b € R" +— z := A~'b € R" aus (1.6)
lisst sich die GauB®-Elimination verwenden. Sie besitzt kubische Komplexitit:
Ng(n) = O(n?) . Allerdings lisst sich diese Aufgabe auch anders interpre-
tieren. Sieht man neben b € R™ die Matrix A € R™*" als Eingabe an, ist
n' :=n? + n die Zahl der Eingabedaten und Ng gleich O(n'3/2).

Bisher traten nur Beispiele fiir polynomielle Komplexitiit auf, d.h. O(n?).
In der diskreten Optimierung sind die meisten interessanten Probleme
schwierig in dem Sinne, dass Ng(n) nicht polynomiell beschriankt ist und
beispielsweise exponentiell in n wichst. Ein Beispiel aus der Linearen Algebra
ist der nicht nachahmenswerte Versuch, det(A) fir A € R™*™ mittels der
Laplaceschen® Entwicklungsformel zu berechnen. Hierfiir ermittelt man
Ng(n) = O(n!).

Die schnelle Fourier!’-Transformation @, : z € R® + & € R" (siche
Ubung 1.4.1) benétigt den Aufwand O(nlogn). Da der Logarithmus nur sehr
schwach ansteigt, werden wir im Folgenden von fast linearer Komplezitit
sprechen, wenn Ng(n) = O(nlog?n) fiir ein von n unabhéngiges ¢ > 0 gilt.

1.2.2 Warum braucht man (fast) lineare Komplexitét fiir
grofiskalige Probleme?

Als grofiskalige Probleme werden solche bezeichnet, die man mit maximal
moglichem n berechnen mochte. Ist Sy der maximal verfiigbare Speicher, so
kann man an der Berechnung von @,, mit nmax := max{n’ : Se(n’) < Smax}
interessiert sein. Es wurde schon bemerkt, dass Diskretisierungen partieller
Differentialgleichungen zu derartigen grofiskaligen Problemen fiihren.

Weiterhin nehmen wir an, dass der Speicherbedarf der Algorithmen
Sa(n) = O(n) betrigt.

Um zu verstehen, dass nur Algorithmen von (fast) linearer Komple-
xitdt akzeptabel sind, hat man die zeitliche Entwicklung der Rechner-
technik einzubeziehen. Es ist eine empirische Beobachtung, dass sich sowohl
die Speicherkapazitit als auch die Rechengeschwindigkeit pro Zeiteinheit
um einen konstanten Faktor verbessern. Fiir die folgenden Uberlegungen
ist es nur wichtig, dass beide um den gleichen Faktor ansteigen. Danach
gibt es z.B. eine Zeitspanne At, in der sich der Speicher verdoppelt
(Smax(t + At) = 2Smax(t)) und der Zeitbedarf fiir eine Elementaroperation
halbiert. Das oben definierte mpy., ist damit auch zeitabhingig: wegen

8 Johann Carl Friedrich GauB, geboren am 30. April 1777 in Braunschweig, gestor-
ben am 23. Feb. 1855 in Gottingen.

9 Pierre-Simon Laplace, geboren am 23. Mirz 1749 in Beaumont-en-Auge, Nor-
mandy, gestorben am 5. Méarz 1827 in Paris.

10 Jean Baptiste Joseph Fourier, geboren am 21. Mérz 1769 in Auxerre (Bourgogne),
gestorben am 16. Mai 1830 in Paris.
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Sa(n) = O(n) gilt npax(t + At) = 2nmax(t). Auf einem Rechner zur Zeit
t + At berechnet man die Aufgabe mit dem gestiegenen ny,.,. Die Zahl der
Operationen ist

N (Nmax (t + At)) = Ng(2nmax(t)).

Es sei nun eine polynomielle Komplexitit O(nP) angenommen. Dann ist
N (Nmax (t + At)) = Ng(2nmax(t)) = 2P Ng (nmax(t)), d.h. der Aufwand steigt
um den Faktor 2P. Da gleichzeitig die Rechengeschwindigkeit verdoppelt ist,
steigt die benétigte Rechenzeit nur um 2P /2 = 2P~1,

Hieraus ergibt sich der folgende Schluss. Falls p > 1, benétigt der neue
Rechner eine um den Faktor 2P~! > 1 vergroferte Rechenzeit. Nur falls p = 1,
bleibt die Rechenzeit konstant. Damit “iiberleben” nur die Algorithmen mit
linearer Komplexitit (wieder gilt, dass fast lineare Komplexitiit tolerierbar
ist; hierbei steigt die Rechenzeit nur um eine additive Grofe).

Es ist offenbar, dass ein zu grofler Speicherbedarf die Verwendung eines
Algorithmus ausschlie3t. Dies gilt aber auch hinsichtlich der Rechendauer. Fiir
grofle n liegen die Rechenzeiten bei linearer und quadratischer Komplexitét
um den Faktor O(n) auseinander. Schon bei n = 500000 — einer Dimension,
die heute durchaus auftritt — ist dies der Quotient zwischen einer Minute und
einem Jahr.

1.3 Zugrundeliegende Strukturen und
Implementierungsdarstellungen

Es gibt viele Aufgaben, fiir deren Lésung man in allgemeinen Fall keinen be-
friedigenden Algorithmus kennt; trotzdem kénnen Spezialfille'! gut l6sbar
sein. Fiir eine gute Implementierung ist es wesentlich, dass die zugrunde-
liegenden Strukturen ausgenutzt werden.

1.3.1 Vektor- und Matrixnotation

Zunéchst wird eine mathematische Notation eingefiihrt. Anstelle von z € R"”
verwenden wir die préizisere Schreibweise

z = (;);c; €R, (1.10a)

wobei I die zugrundeliegende (nicht notwendigerweise angeordnete) endliche
Indexmenge ist. Wenn die Schreibweise R™ verwendet wird, so ist sie ein
Sammelbegriff fiir alle R mit #I = n. Hierbei bezeichnet das Symbol #
die Elementeanzahl (Kardinalitéit) einer Menge.

Analog zur Schreibweise R’ fiir die Vektormenge, schreiben wir

! Die meisten in der Praxis auftretenden und zu lésenden Aufgaben sind in dem
Sinne Spezialfille, als sie spezifische Strukturen enthalten. Spezialfille sind daher
eher die Regel als die Ausnahme!
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M e RT*/ (1.10b)

fiir Matrizen (M ;);c; ;e ;- Die sonst iibliche Schreibweise R"*"™ wird als

Sammelbegriff fiir alle Mengen R’*/ mit #I = n und #.J = m benutzt.

1.3.2 Implementierungsdarstellungen

Auch wenn ein mathematisches Objekt eindeutig definiert ist, so erlaubt es
doch viele Darstellungen fiir die Implementierung auf dem Rechner. Jede der
Darstellungen kann fiir Spezialfille besonders vorteilhaft sein. Umgekehrt fin-
det man selten Darstellungen, die in jedem Fall optimal sind. Die gew&hlte
Darstellung ist einerseits wichtig fiir die Abspeicherung der Daten und be-
stimmt den Speicheraufwand. Andererseits werden mathematische Objekte
mittels Operationen verkniipft, was je nach Wahl der Darstellung zu mehr
oder weniger Rechenaufwand fithren kann. Im Folgenden geben wir einige
Beispiele fiir Implementierungsdarstellungen von Vektoren (§§1.3.2.1-1.3.2.3)
und Matrizen (§§1.3.2.4-1.3.2.12). Auflerdem werden Begriffe eingefiihrt, die
spéter benotigt werden.

1.3.2.1 Voller Vektor

Die naheliegende Darstellung eines Vektors z € R! ist ein Tupel (wi);er
von real-Maschinenzahlen, wobei das Tupel entweder als array oder als
Liste organisiert ist (auch die Information iiber I sollte verfiighar sein).
Der damit verbundene Speicherplatz ist S = O(#I). Diese Darstellung
kann als Voller Vektor(I) bezeichnet werden (falls I = {1,...,n}, auch
Voller_Vektor(n) genannt).

Anmerkung 1.3.1. Ein Skalarprodukt (z,y) = >_
Vektoren z,y € R kostet 241 — 1 Operationen.

ic1 TiYi Zweier voll besetzter

1.3.2.2 Schwach besetzter Vektor

Eine Alternative konnte ein schwach besetzter Vektor sein. Wenn nur ein
kleiner Teil der Komponenten z; von z € R! ungleich null ist, stellt dies eine
Struktur dar, die man ausnutzen kann. Es wird eine Liste von Paaren

((il,xil), (ig,miz) seeey (ip,xip))

mit 0 < p < #1 abgespeichert, die alle Nicht-Null-Komponenten enthélt. Falls
die Indizes angeordnet sind, sollte zudem i3 < 42 < ... < 17, vorausgesetzt
werden. Dies definiert die Darstellung Duenner _Vektor (/). In diesem Format
ldsst sich z.B. ein Einheitsvektor als das 1-Tupel (i,1) darstellen, hat also
einen von n unabhingigen Speicheraufwand.
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1.3.2.3 Blockvektor

Da die Partition einer Indexmenge auch spéter eine wichtige Rolle spielen
wird, geben wir eine ausdriickliche Definition:

Definition 1.3.2 (Partition). I sei eine endliche Indexmenge. P ist eine
Partition von I, falls P = {I1,...,I,} C P(I)\{0} (P: Potenzmenge) die
Eigenschaften

p
I;N1; =0 firi # j (Disjunktheit), I =] I; (Vollstindigkeit) (1.11)
j=1

besitzt. Die angeordnete Menge {1,...,p} kann auch durch eine nicht ange-
ordnete Indexmenge K ersetzt werden: P ={I,: 1 € K}.

Der Vektorblock von = € RT zu 7 € P ist
z|r = (24);c, €ERT. (1.12)

Eine Darstellung von z als Blockvektor'? ist durch @ = (|,);j=1,..., gegeben.
Jeder Vektorblock kann eine der bisher beschriebenen Darstellungen haben.

Wiihrend = € RY — x| € RT (I’ € I) der Ubergang zu einem Vektor-
block ist, tritt auch der umgekehrte Prozess auf:

Definition 1.3.3 (Einbettung, Agglomeration). a) Seien 7 C I und
z € R™. Die Einbettung von z in R! geschieht mittels

z; firier,

0 sonst. (1.13)

z:=z|! € RY, wobei x; := {
b) Seien Iy, Iy € P zwei verschiedene Indexblocke einer Partition von I und
y € R 2 € R™2. Dann wird die Summe x := y|'+2|! auch als Agglomeration
von y und z bezeichnet.

Man beachte, dass im zweiten Fall I; und I disjunkt sind. Die Agglo-
meration des Blockvektors durch seine Vektorblocke schreibt sich nun als

z =3 )"

1.3.2.4 Volle Matrix

Matrizen konnen viele verschiedene Strukturen besitzen, die auf verschie-
denen Ebenen ausgenutzt werden koénnen. Die primitivste Form, die keine
Strukturen aufzeigt, ist die Darstellung als volle Matrix, die in der Form
Volle Matrix(],J)=array(l) of Voller_Vektor(.J) konstruiert werden
konnte, d.h. jede der #1 Zeilen ist als voller Vektor wie oben dargestellt. Der
Speicheraufwand ist S = #I#J.

12 Man beachte den Unterschied von Vektorblock und Blockvektor. Ein Vektorblock
ist ein Teilvektor zur Indexmenge I;, ein Blockvektor dagegen der Gesamtvektor
mit einer Blockstruktur.
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Anmerkung 1.3.4. a) Seien M € R/ eine volle Matrix und =z € R”. Die
Matrix-Vektor-Multiplikation M - x kostet #I (2#J — 1) Operationen.

b) Seien A € RI*/ und B € R7*K zwei volle Matrizen. Die Matrix-Matrix-
Multiplikation A - B kostet #I#K (2#.J — 1) Operationen.

Beweis. Die obigen Berechnungen erfordern a) #1I bzw. b) #I#K Skalar-
produkte von J-Vektoren. [ ]

Ubung 1.3.5. Das Produkt dreier Matrizen 4 € R/, B € R/*K und
C € REXL ist wegen der Kommutativitit auf zwei Arten berechenbar: als
A-(B-C) oder (A-B) - C. Sind die Kosten gleich? Falls nicht, was ist
billiger?

1.3.2.5 Schwach besetzte Matrix

Die Finite-Element-Diskretisierung von partiellen Differentialgleichungen
liefert schwach besetzte Matrizen, das heifit, jede Zeile enthilt nur we-
nige Nicht-Null-Eintrdge. Hier bietet sich das Format array(l) of
Duenner Vektor(J) an. Wenn, wie in diesem Beispiel, die Zahl der
Nicht-Null-Eintrége unabhingig von #.J beschriankt ist, betrdgt der
Speicheraufwand S = O(#I).

1.3.2.6 Bandmatrix

Spezielle schwach besetzte Matrix sind die Bandmatrizen, bei denen I = J =
{1,2,...,n} eine angeordnete Indexmenge ist und die Nicht-Null-Eintriige auf
die Positionen (7, j) mit |i — j| < b beschrinkt sind (b: Bandbreite). Pro Zeile
sind 2b+1 Zahlen (z.B. im Format Voller _Vektor (2b+1)) abzulegen, sodass
der Speicheraufwand S = n(2b + 1) = O(bn) ist. Fiir b = 1 erhélt man
als Spezialfall die tridiagonalen Matrizen. Der Fall b = 0 wird nachfolgend
behandelt.

1.3.2.7 Diagonalmatrix

Der angenehmste Fall ist die Diagonalmatrix A = diag{a;; : ¢ € I'}. Hier
enthélt die Darstellung mittels Voller_Vektor (I) alle notwendigen Daten.
Der Speicheraufwand ist S = n.

1.3.2.8 Toeplitz-Matrix

Seien I = {1,...,n} C Z und J = {1,...,m} C Z. Bei einer Toeplitz'3-
Matrix A héngen die Eintrége A;; nur von der Differenz ¢ — j ab, d.h. in der
Diagonalen sowie in jeder Nebendiagonalen stehen identische Werte:

3 Otto Toeplitz, geboren am 1. August 1881 in Breslau, gestorben am 15. Februar
1940 in Jerusalem. Er war Ordinarius an den Universitidten Kiel (bis 1928) und
Bonn (bis 1933).
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ag ay ... Qp-—1
a—1 ap ap
A=]. o (Toeplitz-Matrix fiir n = m).

A1—p ... A_1 Qo

Fiiri € I, j € I variiert i — j in der Differenzmenge K := {1 —m,...,n—1}.
Mit Voller Vektor (K) werden die notwendigen Daten (ag),., bereit-
gestellt. Der Speicheraufwand betrigt S = #1 + #J — 1.

1.3.2.9 Zirkulante Matrix

Ein Spezialfall einer quadratischen Toeplitz-Matrix ist die zirkulante Matrix.
Hier héngt A;; nur von der Differenz ¢ — j modulo n ab:

ag a1 an—1
An—1 Qo A1
A= o ) . (1.14)
ay ap—1 G0
Da die Werte (ag,...,a,—1) eine zirkulante Matrix vollstindig charakte-

risieren, ist die Darstellung Voller Vektor (n) moglich und benétigt den
Speicheraufwand S = n.

1.3.2.10 Rang-k-Matrix
Falls eine Matrix A € RT*” einen Rang < k besitzt, gibt es eine Faktorisierung
A=B-C"  mit Be Rk 0 e RIAL R (1.15)

die hilfreich ist, wenn k < min{#1I,#J}, d.h. wenn

schmale Formate haben. Die Darstellung Rang(k)Matrix(Z,J) besteht aus
dem Paar von Volle Matrix(/,K) und Volle Matrix(J, K), wobei K =
{1,...,k}. Der Fall k = 0 ist als Null-Matrix zu interpretieren.

Der Speicheraufwand im Falle des Formates Rang(k)Matrix([/,J) ist
S=k(#I+#J).

Im Namen “Rang-k-Matrix” ist k eine freie Variable, sodass auch von einer
Rang-¢-Matrix oder Rang-16-Matrix gesprochen werden kann.
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1.3.2.11 Blockmatrix

Was die Abspeicherung betrifft, kénnte eine Matrix aus R/*7 als ein Vektor
zur Indexmenge I x J behandelt werden. Die zusétzliche Produktstruktur von
I x J wird jedoch in der folgenden Definition der Blockpartition beriicksichtigt
(vgl. Definition 1.3.2).

Definition 1.3.6 (Blockpartitionierung). Seien I und J endliche Index-
mengen. P = {by,...,by} C P(I x J)\{0} ist eine Blockpartition von I x J,
falls

fir alleie{1,...,p} ist by =I'xJ mit I'C I,J' C J (Produktstruktur),
biNb; =0 firi#j (Disjunktheit),
IxJ= U§:1 b; (Vollstindigkeit).

Ein Beispiel einer Blockpartition sieht man in (3.3). Hiufig wird eine
wesentlich speziellere Blockpartition verwendet:

Anmerkung 1.3.7. Seien Py und Pj Partitionen von I und J im Sinne von
Definition 1.3.2. Dann definiert

P:={b=1xo0:7€ P, o€ Py}
die von Py und Pj erzeugte Tensor-Blockpartition von I X J.

b wird Indezblock (oder kiirzer: Block) genannt. Die mittels einer Block-
partition strukturierte Matrix wird kurz als Blockmatriz bezeichnet. Der
Name Matrizblock wird dagegen fiir die Untermatrix verwendet, die einem
Block b € P entspricht. Wir fithren hierfiir die folgende Notation ein:

My := (Mij) ; »ep € R® fiir ein b € P. (1.16)

(4.3)
Die Blockmatrix kann demnach in der Form M = (M]|,),.p geschrieben
werden. Jeder Matrixblock kann eine der bisher beschriebenen Darstellungen
haben.

In volliger Analogie zu Definition 1.3.3 formulieren wir die

Definition 1.3.8 (Einbettung, Agglomeration). Sei eine Blockpartition
P won I x J gegeben. a) Seien b € P und Z € RP. Die Einbettung von Z in
R*7 geschieht mittels

€ b,

M = Z|"*7 e R™* | wobei M, j := {Zivj fiir (i, ) (1.17)

0  sonst.
b) Seien by, by € P zwei disjunkte Indexblicke und Y € R, Z € RP2. Dann

wird die Summe M =Y |"*7 4+ Z|1*7 quch als Agglomeration von Y und Z
bezeichnet.



