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Vorbemerkungen

Auf verschiedentlichen Wunsch bieten wir alle Aufgaben des Buchs Arens et al., Mathematik mit
Hinweisen, Losungen und Losungswegen als gedrucktes Buch. Die Inhalte des Buchs stehen als PDF-
Dateien auch auf der Website matheweb zur Verfiigung.

Die Aufgaben gliedern sich in drei Kategorien: Anhand der Verstindnisfragen konnen Sie priifen,
ob Sie die Begriffe und zentralen Aussagen verstanden haben, mit den Rechenaufgaben iiben Sie
Thre technischen Fertigkeiten und die Anwendungsprobleme geben Thnen Gelegenheit, das Gelernte
an praktischen Fragestellungen auszuprobieren.

Ein Punktesystem unterscheidet leichte Aufgaben e, mittelschwere ee und anspruchsvolle eee Aufga-
ben. Die Losungshinweise helfen Thnen, falls Sie bei einer Aufgabe partout nicht weiterkommen. Fiir
einen optimalen Lernerfolg schlagen Sie die Losungen und Losungswege bitte erst nach, wenn Sie
selber zu einer Losung gekommen sind.

Verweise auf Seiten, Formeln, Abschnitte und Kapitel beziehen sich auf die 3. Auflage des Buches
Arens et al. Mathematik.

Wir wiinschen Thnen viel Freude und Spafl mit diesem Arbeitsbuch und in Ihrem Studium.

Der Verlag und die Autoren



Inhaltsverzeichnis

Kapitel 2 . . . .. 1
Aufgaben . . .. 1
Hinweise . . . .o e 3
LOSUNGEN . . . 4
LOSUNGSWEGE . .« .« o o 5

Kapitel 3 . . .. . e e 11
Aufgaben . . ... 11
Hinweise . . . .o 14
LOsUNgeN . . . 16
LOSUNGSWEGE . .« .« . o e 17

Kapitel 4 . . .. . e e 25
Aufgaben . . ... 25
Hinweise . . . . e 26
LOsuNgen . . . . 27
LOSUNGSWEGE . . . . . 28

Kapitel 5 . . . .. 35
Aufgaben . . .. 35
Hinweise . . . .o 36
LOSUNGEN . . . e 37
LOSUNGSWEGE . . . . . 38

Kapitel 6 . . .. ... . e 45
Aufgaben . ... 45
Hinweise . . . . e 47
Losungen . . . ... 47
LOsungswege . . . . . . 48

Kapitel 7 . . .. e e e 53
Aufgaben . . ... 53
Hinweise . . . . o e 54
LOsuNgeNn . . . . 55
LOSUNGSWEGE . . . o . 56



Vi

Inhaltsverzeichnis

Kapitel 8 . . ... ... 63
Aufgaben . . ... 63
Hinweise . . . . . . 64
LOSUNGEN . . . . 65
LOSUNGSWEgE . . . . . o o e e 65

Kapitel 9 . . .. .. . . e 71
Aufgaben . . ... 71
Hinweise . . . . .. 72
LOSUNGEN . . . . . e e 73
LOSUNGSWEQE . . . . . o ot e e 74

Kapitel 10 . . . . . . 81
Aufgaben . . .. 81
Hinweise . . . . .o 83
LOsUuNgeNn . . . . . . . e 84
LOSUNGSWEgE . . . . . o o e 85

Kapitel 11 . . .. . e e 95
Aufgaben . . ... 95
Hinweise . . . . . 97
LOSUNGEN . . . . . 98
LOSUNGSWEQE . . . . . o it e e 99

Kapitel 12 . . . . 107
Aufgaben . ... 107
Hinweise . . . . . 109
LOSUNgeNn . . . . . . e 110
LOSUNGSWEgEe . . . . . o o e 111

Kapitel 13 . . . . . e e 117
Aufgaben . . ... 117
Hinweise . . . . . 119
LOSUNGEN . . . . . e 120
LOSUNGSWEQE . . . . . ot e e 122

Kapitel 14 . . . . 135
Aufgaben . . .. 135
Hinweise . . . . . 136
LOSUNGEN . . . e e 137

LOSUNGSWEGE . . . . o e e e e e 137



Inhaltsverzeichnis

Kapitel 15 . . . . . . . e e 143
Aufgaben . . .. 143
Hinweise . . . . . . e 145
LOSUNGEN . . . . e 146
LOSUNGSWEGE . . . . . o e e 146

Kapitel 16 . . . . .. . . . e e 151
Aufgaben . . ... 151
Hinweise . . . . . . 153
LOSUNGEN . . . . . e 153
LOSUNGSWEQE . . . . o o ot e 154

Kapitel 17 . . . . 161
Aufgaben . ... 161
Hinweise . . . . . e 163
LOSUNGEeN . . . . . e 163
LOSUNGSWEGE . . . . . o o e 164

Kapitel 18 . . . . . . . e 171
Aufgaben . . .. 171
Hinweise . . . . . . 173
LOSUNgEeN . . .. . e 173
LOSUNGSWEQE . . . . . o o e 174

Kapitel 19 . . . . . 181
Aufgaben . ... 181
Hinweise . . . . . e 183
LOSUNGEN . . . . . e 184
LOSUNGSWEGE . . . . o o o e 185

Kapitel 20 . .. . .. . . e 191
Aufgaben . . ... 191
Hinweise . . . . . . 192
LOSUNGEN . . . . . e 192
LOSUNGSWEQE . . . . o ot e 193

Kapitel 21 . . . . 197
Aufgaben . ... 197
Hinweise . . . . . e 198
LOSUNGEN . . . e e e e e 199

LOSUNGSWEGE . . . . . o e e e 200

IX



X

Inhaltsverzeichnis

Kapitel 22 . . . .. .. e 207
Aufgaben . . ... 207
Hinweise . . . . . . 208
LOSUNgEN . . . . 209
LOSUNGSWEgEe . . . . . o o e 210

Kapitel 23 . . . . . . e 215
Aufgaben . . ... 215
Hinweise . . . . .. 217
LOSUNGEN . . . . . e 218
LOSUNGSWEQE . . . . . o it e e 219

Kapitel 24 . . . . . 227
Aufgaben . ... 227
Hinweise . . . . . e 230
LOsUNgeNn . . . . . . e 231
LOSUNGSWEGE . . . . . o o e 232

Kapitel 25 . . . .. . . e 243
Aufgaben . . ... 243
Hinweise . . . . .. 245
LOSUNGEN . . . . . e e 246
LOSUNGSWEQE . . . . . o o e e 247

Kapitel 26 . . . . . . .. .. 257
Aufgaben . . .. 257
Hinweise . . . . . e 259
LOSUNgeN . . . . . . e 260
LOSUNGSWEGE . . . . . o o e 261

Kapitel 27 . . . . . 273
Aufgaben . . ... 273
Hinweise . . . . . 276
LOSUNGEN . . . . . 278
LOSUNGSWEQE . . . . . ot e e 279

Kapitel 28 . . . . . . . 293
Aufgaben . . ... 293
Hinweise . . . . .o 295
LOSUNGEN . . . e e 296

LOSUNGSWEGE . . . . o e e e e e 296



Inhaltsverzeichnis

Kapitel 29 . .. . . .. 305
Aufgaben . . .. 305
Hinweise . . . . . . e 307
LOSUNGEN . . . . e 308
LOSUNGSWEGE . . . . . o e e 308

Kapitel 30 . ... ... . . e 315
Aufgaben . . ... 315
Hinweise . . . . . . 317
LOSUNGEN . . . . . e 317
LOSUNGSWEQE . . . . o o ot e 318

Kapitel 31 . . . . 327
Aufgaben . ... 327
Hinweise . . . . . e 328
LOSUNGEeN . . . . . e 329
LOSUNGSWEGE . . . . . o o e 330

Kapitel 32 . .. . . . . e 337
Aufgaben . . .. 337
Hinweise . . . . . . 339
LOSUNgEeN . . .. . e 341
LOSUNGSWEQE . . . . . o o e 342

Kapitel 33 . . . . 353
Aufgaben . ... 353
Hinweise . . . . . e 354
LOSUNGEN . . . . . e 355
LOSUNGSWEGE . . . . o o o e 356

Kapitel 34 . . . . . . 363
Aufgaben . . ... 363
Hinweise . . . . . . 364
LOSUNGEN . . . . . e 365
LOSUNGSWEQE . . . . o ot e 366

Kapitel 35 . . . . .. 371
Aufgaben . ... 371
Hinweise . . . . . e 372
LOSUNGEN . . . e e e e e 373

LOSUNGSWEGE . . . . . o e e e 374

Xl



Xl

Inhaltsverzeichnis

Kapitel 36 . . .. ... ... . . e 383
Aufgaben . . .. 383
Hinweise . . . . . e 385
LOSUNgeNn . . . . . . e 386
LOSUNGSWEGE . . . . . o e 388

Kapitel 37 . . . . 391
Aufgaben . ... 391
Hinweise . . . . . 394
LOSUNGEN . . . . . e 395
LOSUNGSWEQE . . . . . o i e e 396

Kapitel 38 . . . . . . . 401
Aufgaben . ... 401
Hinweise . . . . . 403
LOSUNGEN . . . . e 403
LOSUNGSWEGE . . . . o ot e e e e e e 405

Kapitel 39 . . .. . . 411
Aufgaben . ... 411
Hinweise . . . . . . 414
LOSUNGEN . . . . e e 414
LOSUNGSWEGE . . . . o ot e e e e e e e e 415

Kapitel 40 . . . . . . . 421
Aufgaben . ... 421
Hinweise . . . . . 423
LOSUNGEN . . . . e 424
LOSUNGSWEQE . . . o o o e e e e 425

Kapitel 41 . . . .. 433
Aufgaben . . .. 433
Hinweise . . . . . . 436
LOSUNGEN . . . e e 436

LOSUNGSWEgE . . . . . o o e 438



Kapitel 2

Aufgaben

Verstandnisfragen

2.1 ° Welche der folgenden Aussagen sind richtig? Fiir
alle x € R gilt:

1. ,x > list hinreichend fiir x*> > 1.

2. ,x > 1ist notwendig fiir x> > 1.“

3. ,x > 1 ist hinreichend fiir x* > 1.“

4. ,x > 1ist notwendig fiir x> > 1.

22 o Welche der folgenden Schliisse sind auf formaler

Ebene (d. h. noch ohne tatséchliche Betrachtung der Wahrheits-
werte der Aussagen) richtig? Welche sind als Implikationen
wahre Aussagen, wenn man auch die Wahrheitswerte der je-
weils verkniipften Aussagen betrachtet?

1. Alle Vogel konnen fliegen. Mowen sind Vogel.
= Mowen konnen fliegen.

2. Alle Vogel konnen fliegen. Pinguine sind Vogel.
= Pinguine konnen fliegen.

3. Alle Vogel konnen fliegen. Mowen konnen fliegen.
= Mowen sind Vogel.

4. Alle Vogel konnen fliegen. Libellen konnen fliegen.
= Libellen sind Vogel.

23 o Verneinen Sie die folgende (falsche) Aussage:
,,»Alle stetigen Funktionen sind differenzierbar.*

24 ° Verneinen Sie die Aussage: ,,Zu jedem bekannten
Teilchen gibt es ein entsprechendes Antiteilchen.*

2.5 ° Die symmetrische Differenz ist definiert iiber:

AAB = (A\B)U (B\A)

Machen Sie sich die Bedeutung dieser Definition klar, und
zeichnen Sie ein entsprechendes Venn-Diagramm.

© Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2016
T. Arens et al., Arbeitsbuch Mathematik, DOI 10.1007/978-3-642-54948-9 1

26 o Wir betrachten die beiden folgenden Mengen:

N={1,2,3,4,..}
111
M=l -, -, —, ...
2 3 4
Geben Sie jeweils eine Abbildung N — M an, die (a) injektiv,

aber nicht surjektiv, (b) surjektiv, aber nicht injektiv, (c) bijektiv
ist.

2.7 Wie viele unterschiedliche binére, also zwei Aus-
sagen verkniipfende Junktoren gibt es?

2.8

ee  Formulieren Sie die Aussage

V(x,z)€eR?> FyeR:x-y=z
in natiirlicher Sprache und verneinen Sie sie. Ist diese Aussage
oder ihre Verneinung wahr?

2.9 Wir betrachten die Teilmengen X, Y und Z von R.
Verneinen Sie die Aussage

VxeX3dyel¥YVzeZ:x-y<z

2.10 Es seien M| und M, Teilmengen von X. Beweisen
Sie die einfachste Form der Regeln von de Morgan, wobei wir
Cx als Bezeichnung fiir die Komplementbildung beziiglich X
verwenden:

Cx(M, N M) = Cx(My) U Cx(M>),
Cx(My U M) = Cx(My) N Cx(M>).

Stellen Sie diesen Sachverhalt mittels Venn-Diagrammen dar.

2.11 Die Menge A4 hat vier Elemente, die Mengen Bs,
64 und Bs haben entsprechend drei, vier und fiinf Elemente.
Uberlegen Sie jeweils, ob es Abbildungen

Ju3 1Ay — B3

Jaa 1Ay — By

fas 1Ay — Bs

geben kann, die (a) injektiv, aber nicht surjektiv, (b) surjektiv,
aber nicht injektiv, (c) bijektiv sind.
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2.12 ee Wir sind im Text nicht explizit auf den Unter-
schied zwischen Aussagen und Aussageformen eingegangen.
Wihrend wir Aussagen als feststellende Sétze definiert ha-
ben, die einen eindeutigen Wahrheitswert w oder f haben, sind
Aussageformen Sitze, deren Wahrheitswert sich vorerst nicht
bestimmen lésst, weil sie noch eine oder mehrere freie Variable
beinhalten.

Beispiele fiir Aussageformen wiren ,,Die Zahl x ist ungerade*
oder “Monarch x regierte langer als 20 Jahre*, wobei x jeweils
die freie Variable bezeichnet. Ersetzt man in einer Aussageform
die freien Variablen durch passende Objekte oder bindet die Va-
riablen durch Quantoren, erhilt man Aussagen. Uberpriifen Sie,
ob es sich bei den folgenden Sitzen um Aussagen, Aussagefor-
men oder keines der beiden handelt:

(a) ,,x ist ungerade* mit x = 2

(b) ,,x ist ungerade” mit x = 3

© VxeR: 1/(1+x2y) <1

(d V(, y)eR?: 1/(14+x2y?) <1

2.13 eee Jene reellen Zahlen x, die Losung einer Polynom-
gleichung

ap X+ ap X'+ +ax+a=0

mit Koeffizienten a; € Z sind, nennt man algebraische Zahlen.
Dabei muss mindestens ein a; 7 0 sein.

Alle rationalen Zahlen sind algebraisch, aber auch viele irratio-
nale Zahlen gehoren zu dieser Klasse, etwa +/2. Reelle Zahlen,
die nicht algebraisch sind, heiflen transzendent.

Zeigen Sie, dass unter der Voraussetzung, dass jedes Polynom
nur endlich viele Nullstellen hat (was wir bald ohne Miihe be-
weisen werden konnen), die Menge aller algebraischen Zahlen
abzihlbar ist.

2.14 eee Wir konnen Mengen M, mit den Elementen o
einer Indexmenge / kennzeichnen. So etwas nennt man ein Sys-
tem oder eine Familie von Mengen,

F={My:acl}.

Eine besonders hdufige Wahl ist / = N, man kann dann Mengen
M, mit n € N durchnummerieren.

Fiir Systeme von Mengen schreibt man Durchschnitt und Verei-
nigung héufig als:

M= My=t{x|3xel:xeM}

MEF ael
(1M = (Mo ={x|Vael:x €My}
MEF ael

= Beweisen Sie die Distributivgesetze:

AU(B:=(AUB)

i€l i€l

AnlJs=Jans)

i€l i€l

= Beweisen Sie die Regeln von de Morgan, wobei alle M € F
Teilmengen von X sind und Cy die Komplementbildung be-
ziiglich X bezeichnet:

CkU@Zﬂ@M
€F

MeF
c&ﬂ@=U@M
€F MeF

Stellen Sie diese Beziehungen fiir drei Mengen mittels Venn-
Diagrammen dar.

2.15 eee Betrachten Sie die Aussage des Kreters Epimeni-
des ,,Alle Kreter sind Liigner* und die Aussage ,,Diese Aussage
ist falsch®. Wo liegt ein echtes, wo nur ein scheinbares Parado-
xon vor und wie lisst sich letzteres auflosen?

Rechenaufgaben

216 o Beweisen Sie die Assoziativgesetze:

(AAB)AC S AAN(BAQC)
(AvB)yvC & AV (BVC)

217 o Beweisen Sie die Abtrennregel (modus ponens):

(ANA=B) =8B

2.18 e  Beweisen Sie die Aquivalenzen:

(AV B) & —(—A A—B)
(AAB) & —=(—AV —=B)
(A= B) < ((mA) vB)

219 o Gegeben sind die drei Mengen M; = {a, b, ¢, d, e},
M, = {e, f, g, h, i} und M3 = {a, c, e, g, i}. Bilden Sie die
Mengen M] N Mz, M] (@] Mz, M] n M3, M1 U M3, M2 n M3
und M2 U M3 sowie M1 \Mz, M2 \ Ml, M1 \M3, M2 \ M3,
o M, =M N M, N\ Mz und | J>_, M, = M, UM, U M;.

n=1""n

2.20 ee Beweisen Sie das Distributivgesetz:

MU My N M3) = (M, UM,) N (M UMs)

2.21 ee Beweisen Sie die Absorptionsgesetze:

M N (M) UM,) =M,
M, U (M, N\ M,) = M,



Anwendungsprobleme

222 o Ist der folgende Schluss richtig?

(,,Wer von der Quantenmechanik nicht schockiert ist, der hat
sie nicht verstanden (Niels Bohr) A ,,Niemand versteht die
Quantenmechanik® (Richard Feynman)) = ,,Niemand ist von
der Quantenmechanik schockiert*

2.23 ee Nach einem Mordfall gibt es drei Verddchtige, A,
Bund C, von denen zumindest einer der Titer sein muss. Nach-
dem sie und die Zeugen getrennt vernommen wurden, kennen
die Ermittler folgende Fakten:

1. Wenn A Titer ist, dann miissen B oder C ebenfalls Titer sein.
2. Wenn B Titer ist, dann ist A unschuldig.
3. Wenn C Titer ist, dann ist auch B Titer.

Lisst sich damit herausfinden, wer von den dreien schuldig bzw.
unschuldig ist?

2.24 ee An ciner Weggabelung in der Wiiste leben zwei
Briider, die vollkommen gleich aussehen, zwischen denen es
aber einen gewaltigen Unterschied gibt: Der eine sagt immer die
Wahrheit, der andere liigt immer. Schon halb verdurstet kommt
man zu dieser Weggabelung und weifl genau: Einer der beiden
Wege fiihrt zu einer Oase, der andere hingegen immer tiefer in
die Wiiste hinein. Man darf aber nur einem der Briider (man
weil} nicht, welcher es ist) genau eine Frage stellen. Was muss
man fragen, um sicher den Weg zur Oase zu finden?

2.25 ee Sie haben vier Karten, jeweils mit einem Buchsta-
ben auf der einen und einer Zahl auf der anderen Seite. Wie
viele und welche der im Folgenden dargestellten Karten miis-
sen Sie mindestens umdrehen, um die Aussage ,,wenn auf einer
Seite einer Karte ein Vokal ist, dann ist auf der anderen Seite
eine gerade Zahl* zu bestitigen.

A

Z

2.26 eee Jede beliebige Aussage, die durch ihre Wahrheits-
tafel gegeben ist, kann auf zwei fundamentale Arten dargestellt
werden: In der konjunktiven Normalform als Konjunktion von
Disjunktionen der beteiligten Variablen bzw. ihrer Negationen,
und in der disjunktiven Normalform als Disjunktion von ent-
sprechenden Konjunktionen.

Hinweise

Dies ist in der Digitalelektronik sehr praktisch, weil es eine
automatisierbare Moglichkeit darstellt, zu jeder Wahrheitstafel
einen dquivalenten logischen Ausdruck und damit eine Schal-
tung zu konstruieren.

‘Wir betrachten nun die beiden Wahrheitstafeln

A B C|H
wow o w|w
A B|G ww f|f
wow | w w f wlf
w flf|ud |w f fI|f|
f wlf fw wilw
foflw fw flr
for owiw
fof fw

Fiir die Aussage G lautet die disjunktive Normalform
G & (AAB)V((A) A (—B)),

die konjunktive
G ((FA) VB) A AV (—B))).

= Bestimmen Sie nun diese beiden Normalformen fiir die Aus-
sage H.

®  Gibt es ein Kriterium, fiir welche Art von Wahrheitstafel
welche Normalform vorzuziehen ist, wenn man einen mog-
lichst einfachen Ausdruck erhalten will?

= Lassen sich die so erhaltenen Ausdriicke noch weiter verein-
fachen?

Hinweise

Verstandnisfragen

2.1 ° Bedenken Sie auch den Fall negativer Zahlen.

2.2 ° Auf formaler Ebene folgt aus ,,Alle x € A haben
Eigenschaft E*, dass auch alle y € B mit B € A die Eigenschaft
E haben. Hingegen gilt nicht nicht, dass wenn alle x € A und
alle y € B Eigenschaft E haben, dass deswegen A € B, B C A
oder gar A = B sein muss. Bei Betrachtung der Wahrheitswerte
gilt allerdings ex falso quodlibet.

23 o Beim Verneinen einer Allaussage entsteht eine
Existenzaussage.
24 o Hier sind eine All- und eine Existenzaussage ver-

kniipft. Beide dndern bei Verneinung ihren Charakter; im zwei-
ten Fall ist es allerdings sprachlich schwierig (und verzichtbar),
dies explizit auszufiihren.




4

Kapitel 2

2.5 ° Welche Elemente von A und B konnen in AAB ent-
halten bzw. nicht enthalten sein?

26 o Die bijektive Abbildung liegt auf der Hand. Um
eine injektive, aber nicht surjektive Abbildung zu konstruieren,
muss man nur in der Wertemenge Elemente {iberspringen. Fiir
eine surjektive, aber nicht injektive Abbildung muss man meh-
rere Elemente des Wertebereichs auf das gleiche Element des
Bildbereichs abbilden, diesen aber insgesamt immer noch voll
ausschopfen.

2.7 ee Zihlen Sie die moglichen Belegungen einer ent-
sprechenden Wahrheitstafel!

2.8  ee Beider Verneinung der Quantoren édndert sich wie
gehabt deren Charakteristik — aus All- werden Existenzquanto-
ren und umgekehrt.

2.9 ee Beim Verneinen klappen die Quantoren um, in-
dern also ihre Charakteristik.

2.10 ee Zeigen Sie, dass ein Element der links stehenden
Menge stets ein Element der rechts stehenden Menge sein muss
und umgekehrt.

2.11 ee  Versuchen Sie, jeweils eine derartige Abbildung
explizit zu konstruieren. Das liefert Einsichten, warum es man-
che Abbildungen mit den geforderten Eigenschaften nicht ge-
ben kann.

2.12 ee Uberpriifen Sie, ob Sie einen Wahrheitswert zu-
ordnen konnen bzw. ob noch freie Variablen vorhanden sind.

2.13 Konstruieren Sie eine Moglichkeit, alle Polynome
mit ganzen Koeffizienten abzuzihlen.

2.14 eee Zcigen Sie, dass ein Element der linken Seite auch
eines der rechten Seite sein muss und umgekehrt.

2.15 eee FErinnern Sie sich an die Regeln beim Verneinen
von Quantoren.

Rechenaufgaben

216 o Stellen Sie eine entsprechende Wahrheitstafel auf.
217 o Stellen Sie eine entsprechende Wahrheitstafel auf.
218 o Stellen Sie eine entsprechende Wahrheitstafel auf.

219 o Benutzen Sie die Definitionen aus Abschn. 2.4.

2.20 ee Betrachten Sie ein beliebiges Element und zeigen
Sie, dass es genau dann zur Menge auf der linken Seite der
Gleichung gehort, wenn es auch zu der Menge auf der rechten
gehort. Dabei ist ein Riickgriff auf die Aussagenlogik notwen-
dig.

2.21 ee Zeigen Sie, dass ein Element der linken Seite auch
eines der rechten Seite sein muss und umgekehrt.

Anwendungsprobleme

222 o Betrachten Sie die Wahrheitstafel der Implikation
und bedenken Sie das Prinzip des indirekten Beweises.

2.23 ee Spielen Sie alle moglichen Fille durch und iiber-
priifen Sie, wo sich Widerspriiche ergeben. Alternativ konnen
Sie auch eine aussagenlogische Formulierung finden und diese
analysieren.

2.24 ee  Versuchen Sie, eine Frage zu konstruieren, auf die
jeder der beiden Briider gleich antworten muss. Dabei ist es
notwendig, das Verhalten des jeweils anderen Bruders mitein-
zubeziehen.

2.25 ee Nur in zwei Fillen ist nach Definition der Impli-
kation ein Widerspruch zur Aussage iiberhaupt moglich; diese
Fille sind zu identifizieren.

2.26 eee Einfacher zu verstehen ist, wie die disjunktive
Normalform zustandekommt. Orientieren Sie sich zunéchst an
den w-Eintrigen der Wahrheitstafel. Wie miissen beispielsweise
die FEingangsvariablen (oder ihre Negationen) mittels A ver-
kniipft sein, damit man genau dann eine wahre Aussage erhilt,
wenn A falsch ist, B und C hingegen wahr sind? Wie muss
man die aus den einzelnen Zeilen resultierenden Eintrige ver-
kniipfen, um alle derartigen Moglichkeiten zu beriicksichtigen?
Drehen Sie die Uberlegung fiir die konjunktive Normalform ein-
fach um.

Losungen

Verstandnisfragen

2.1 ° Nur die erste Aussage ist richtig.

2.2 ° Die Schliisse 1 und 2 sind formal richtig, 3 und 4
sind formal falsch. Bei Betrachtung der entsprechenden Wahr-
heitswerte sind alle Aussagen wahr.

2.3 °
bar sind.

,.Es gibt stetige Funktionen, die nicht differenzier-



24 ° ,.Es gibt ein bekanntes Teilchen, zu dem es kein
entsprechendes Antiteilchen gibt.*

2.5 ° AAB enthilt jene Elemente, die entweder in A
oder in B enthalten sind, aber nicht in beiden.

26 o Eine injektive, nicht surjektive Abbildung ist
f(n) = 5. Surjektiv, aber nicht injektiv ist etwa g(2k — 1) = 1,
g(2k) = % mit k € N. Eine simple bijektive Abbildung wire
h(n) = %
2.7 ee Essind 16.

2.8 ee Fiir alle reellen Zahlen x und z gibt es eine reelle
Zahl y, so dass x-y = zist* lautet verneint ,,Es gibt reelle Zahlen
x und z, so dass fiir alle reellen Zahlen y stets x - y # z ist*. Die
urspriingliche Aussage ist falsch, die Negation wahr.

2.9 ee  IdxeXVyeYIzeZ:x-y>z.*
210 ee -
2.11 ee tabellarisch dargestellt:
inj., = surj. surj., = inj. bijektiv
fa3 nein ja nein
Jaa nein nein ja
fas ja nein nein
2.12 ee (a) und (b) sind Aussagen, (c) ist eine Aussage-

form, (d) ist eine Aussage.

2.13 eee -—
214 eee —
2.15 eee Alle Kreter sind Liigner” von einem Kreter ist

zwar falsch, aber kein Widerspruch — im Gegensatz zu ,,Diese
Aussage ist falsch®.

Rechenaufgaben

216 o -

217 o -

218 o -

219 o My N My ={e}, M| UM, ={a,b,c,d,e.f,g h,i},

e Ui:an ={a,b,c,d, e f, g h i}
220 oo —

221 ee -

Lédsungswege

Anwendungsprobleme
222 o Nein.
2.23 ee A ist auf jeden Fall unschuldig, B schuldig. Ob

auch C schuldig ist, ldsst sich anhand der vorliegenden Fakten
nicht feststellen.

2.24 ee ,Von welchem Weg wiirde dein Bruder sagen,
dass er zur Oase fiihrt?*

2.25 ee Man muss die Karten und umdrehen.

2.26 eee Disjunktive Normalform: H < ((AAB A C) V
((FA) ABAC)V ((A) A (=B) AC) v ((=A) A (=B) A (=C)))

Konjunktive Normalform: H < (((—-A) V(=B)VC)A((—A) v
BV (=C)) A ((FA) VBV C)A(AV (=B) Vv C))

Eine Vereinfachung ist in beiden Fillen noch moglich.

Losungswege

Verstandnisfragen

2.1 ° Die erste Aussage stimmt. Wenn x > 1 ist, dann
ist auch x> > 1. Die Bedingung x > 1 ist aber nicht notwendig
fiir x> > 1, dann auch die Quadrate von Zahlen x mit x < —1
sind grofer als eins.

Dass x > 1 ist, ist nicht hinreichend fiir 2 > 1, denn im Falle
x = 1 erhiilt man x> = 1. Mit dem gleichen Argument wie oben
istx > 1 nicht notwendig fiir 2> 1.

2.2 ° Die Schliisse 1 und 2 sind formal richtig, 3 und 4
sind formal falsch. Etwas abstrakter angeschrieben mit ,,f1* fiir
,.kann fliegen*:

Vx e V:fl(x),M C V= Vx e M : fi(x), richtig
Vx e V:fl(x), P C V= Vx € P:fl(x), richtig
Vx e Vi fl(x), Vx e M : fi(x) = M C V, falsch
Vx e V:fl(x), Vx € L: fl(x) = L C V, falsch

ol e

Derartige Schlussweisen werden in der klassischen Logik seit
der Antike untersucht und als Syllogismen bezeichnet.

Betrachten wir nun zusitzlich die Wahrheitswerte: Die Aussa-
gen ,,Wenn alle Vigel fliegen kdnnen und Méwen Vogel sind,
dann konnen alle Mowen fliegen* ist eine Implikation mit einer
falschen Voraussetzung, denn nicht alle Vogel konnen fliegen.
Entsprechend ist — ex falso quodlibet — die gesamte Aussage
richtig. Das Gleiche gilt fiir die anderen drei Aussagen. Selbst
dort, wo die Schlussweise falsch ist, erhilt man durch die eben-
falls falsche Voraussetzung insgesamt eine wahre Aussage.
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2.3 ° Zunichst erhdlt man ,,Nicht alle stetigen Funktio-
nen sind differenzierbar. Fiihrt man nun die Verneinung des
Allquantors explizit aus, so ergibt sich die Existenzaussage ,,Es
gibt stetige Funktionen, die nicht differenzierbar sind*.

24 o Aus ,,Nicht zu jedem bekannten Teilchen gibt es
ein entsprechendes Antiteilchen* wird ,,Es gibt ein bekanntes
Teilchen, zu dem es kein entsprechendes Antiteilchen gibt®.
(Nach dem momentanen Stand der Physik ist diese Aussage
wahrscheinlich falsch. Sehr wohl gibt es allerdings Teilchen, die
ihr eigenes Antiteilchen sind.)

Man konnte auch die Verneinung der zweiten Existenzaussa-
ge explizit ausfiihren, erhielte dann aber eine sehr umstindliche
Konstruktion von der Art ,,Es gibt ein bekanntes Teilchen, so
dass fiir alle Antiteilchen gilt, dass sie kein Antiteilchen dieses
Teilchens sind“.

Oft verhilft das explizite Verneinen von Quantoren zu neuen
Einsichten — bei Weitem aber nicht immer.

25 o AAB enthilt jene Elemente, die entweder in A
oder in B enthalten sind, aber nicht in beiden. Das entsprechen-
de Venn-Diegramm hat folgende Gestalt:

Eine dquivalente Definition der symmetrischen Differenz wire
iibrigens

AAB:= (AUB)\ (AN B).

2.6 ° Um eine Abbildung zu konstruieren, die injektiv,
aber nicht surjektiv ist, darf nicht nach ganz M abgebildet wer-
den, die Abbildung muss aber in beide Richtungen eindeutig
sein. Mit der Vorschrift f(n) = ﬁ werden alle Elemente von M
der Form 1/(2n + 1) mit n € N von f nicht ,,getroffen”. Die

Zordnung ist jedoch in beide Richtungen eindeutig.

Eine surjektive, aber nicht injektive Abbildung g muss nach
ganz M abbilden, das darf allerdings nicht auf eine in beide
Richtungen eindeutige Weise geschehen. Zumindest ein Ele-
ment muss mindestens zweimal von der Abbildung ,,getroffen*
werden. Mit der Vorschrift g(2k — 1) = % g(2k) = % werden
jeweils zwei Elemente von N auf ein Element von M abgebildet.

Die wohl einfachste bijektive Abbildung ist 2 mit h(n) = %
Hier sieht man sowohl Injektivitét als auch Surjektivitidt unmit-
telbar.

Neben den schon angegebenen Abbildungen gibt es natiirlich
noch viele weitere. Eine injektive, aber nicht surjektive Abbil-
dung kann man auch schon durch f,(n) = nlﬁ erhalten. Dabei
ist aus dem Bildelement eindeutig das Element der Wertemen-
ge rekonstruierbar, das Element 1 der Wertemenge gehort aber
nicht zum Bild.

Eine surjektive, aber nicht injektive Abbildung wire g>(1) = 1,
() = nl ; fiir n > 2. Dabei wird die gesamte Menge M als
Bild erfasst, das Element 1 € M ist allerdings das Bild von zwei
Elementen, ndmlich 1 € N und 2 € N — damit ist die Abbildung
bereits nicht mehr injektiv.

Auch aus i mit i(n) = % kann man iiber Vertauschungen an-
dere bijektive Abbildungen erzeugen, etwa hy mit h,(1) = %,
hy(2) = 1und hy(n) = % fiirn > 3.

2.7 ee Beizwei Aussagen gibt es vier mogliche Kombi-
nationen von Wahrheitswerten, jeder davon kann entweder w
oder f zugewiesen werden. Ingesamt gibt es also N = 2* = 16
verschiedene Junktoren, zu denen eben auch die vorgestellen A,
V, = und & gehoren.

2.8 ee Die Aussage lautet ,Fiir alle reellen Zahlen x und
z gibt es eine reelle Zahl y, so dass x - y = z ist”. Die Negation
kann stufenweise erfolgen und fiihrt von ,,Nicht fiir alle reellen
Zahlen x und z gibt es eine reelle Zahl y, so dass x - y = z ist*
iiber ,,Es gibt reelle Zahlen x und z, so dass es keine reelle Zahl
y gibt, mit der x - y = z ist* hin zu ,,Es gibt reelle Zahlen x und
z, so dass fiir alle reellen Zahlen y stets x - y # z ist“.

Dass diese Negation und nicht die urspriingliche Aussage wahr
ist, sieht man sofort am Beispiel x = Ound z = 1. Hingegen wi-
re die urspriingliche Aussage wahr, wiirde man den Fall x = 0
von vornherein ausschliefen.

2.9 ee  Wir konnen die Negation gewissermafien ,,durch®
die Aussage schieben, wobei jeweils ein Quantor umklappt:

—~(VxeX3IyeYVzeZ:x-y<2z)
xeX—-(Fye¥YVzeZ:x-y<2)
keXVyeVY-(VzeZ:x-y<7)
xeXVyeYFzeZ:—(x-y<2)
IxeXVyeYdzeZ:x-y>z

2.10 ee  Wir beweisen die erste Regel, indem wir zeigen,
dass von den beiden Mengen Cy (M NM,) und Cx(M,)UCx (M)
jede eine Teilmenge der anderen ist. Damit miissen sie gleich
sein.

Liegt ein Element x € X in Cx(M; N M>), so kann es nicht in M,
und M, liegen. Damit liegt es im Komplement von M, oder M,
beziiglich X und deshalb in der Vereinigung Cx(M;) U Cx(M>).

Umgekehrt muss ein x € X, das in Cy(M;) U Cx(M) in Cx(M;)
oder Cx(M>) liegen. Es kann kein Element von M und M, sein,
muss also in Cx(M; N M) liegen.



-

Abb. 2.23 Der Durchschnitt M; N M, zweier Mengen und sein Komplement
Cx(M, N M>)

Abb. 2.24 Die Komplemente Cx(M;) und Cx(M,) und deren Vereinigung

Cx (M) U Cx(My)
r X r X

Abb. 2.25 Die Vereinigung M; U M, zweier Mengen und ihr Komplement
Ce(My U My)

Abb. 2.26 Die Komplemente Cy(M;) und Cx(M;) und deren Durchschnitt
Cx(My) N Cx(Ma)

Vollig analog konnen wir auch die zweite Regel beweisen. Die
entsprechenden Venn-Diagramme sind in den Abb. 2.23 und
2.24 sowie 2.25 und 2.26 dargestellt.

2.11 ee Eine Abbildung A; — Bj kann surjektiv sein, aber
niemals injektiv, da es im Wertebereich gar nicht genug Ele-
mente gibt, um die Abbildung in beide Richtungen eindeutig
zu machen. Ein Beispiel fiir eine surjektive, aber nicht injektive

Lédsungswege

Abbildung wire:

faa(ar) = by,
faz(a3) = bs,

faz(az) = by
faz(as) = by
Entsprechend kann eine Abbildung A4 — Bs niemals surjektiv
sein, da es in der Wertemenge zu viele Elemente gibt, als dass
jedes im Bild liegen konnte. Eine injektive, aber nicht surjektive
Abbildung wire:
fas(ar) = by,
fas(az) = bs,

fas(az) = by
fas(as) = by
Im Falle Ay — By besitzt die Definitionsmenge gleich viele

Elemente wie die Wertemenge. Damit lédsst sich problemlos eine
bijektive Abbildung konstruieren, etwa:

Saa(ar) = by,
faa(az) = b,

faa(az) = by
faa(as) = by

Wegen dieser genauen Ubereinstimmung ist allerdings jede
surjektive Abbildung gleichzeitig injektiv, und jede injektive
Abbildung auch surjektiv.

2.12 ee (a)und (b) sind feststellende Sétze mit den eindeu-
tigen Wahrheitswerte w und f. In (c) ist die Variable y frei, (e)
ist eine Aussage mit dem Wahrheitswert w.

2.13 eee FEine Moglichkeit, die Abzihlbarkeit der Polyno-
me zu zeigen, ist die folgende: Zunidchst nummerieren wir die
ganzen Zahlen mit null beginnend durch, also etwa b; = 0,
b, = 1,b3 = —1, by = 2, ... Nun betrachten wir alle Poly-
nome vom Grad n, wobei wir fiir die Koeffizienten a; jeweils
alle Zahlen by mit £ < n zulassen. Eines dieser Polynome ist
identisch null und muss ausgeschlossen werden. Es verbleiben
n"t1—1 Polynome, von denen jedes nur eine endliche Zahl von
Nullstellen hat. Tatsdchlich sind es hochstens n unterschiedliche
reelle Nullstellen.

Damit ist die Zahl der Nullstellen aller Polynome vom Grad n
endlich und kann von x;, bis x;, durchnummeriert werden. Dass
dabei viele Nullstellen mehrfach vorkommen werden, soll uns
hier nicht weiter storen. Nun betrachten wir der Reihe nach
n = 2, n = 3, ... und nummerieren somit alle Nullstellen
durch. Jedes mogliche Polynom mit ganzen Koeffizienten wird
in dieser Abfolge irgendwann auftauchen; damit sind die alge-
braischen Zahlen abzéhlbar.

2.14 oeee

= Wir lassen im folgenden Beweis der Kiirze wegen die Indi-
zierung i € I weg. Das Wort ,,oder* ist stets im Sinne der
Aussagenlogik, also nicht ausschlieend zu verstehen.
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Abb. 2.27 Veranschaulichung der Regeln von de Morgan anhand dreier Mengen. Wir benutzen die Bezeichnung C; := Cx(M;) fir Komplemente beziiglich der
Grundmenge X; die Durchschnitte und Vereinigungen gelten jeweils firi = 1, 2, 3

Damit ein Element x in A U (1) B; liegt, muss es in A oder
im Durchschnitt aller B; liegen. Es liegt demnach in A oder
in jedem der B;. Daher liegt es in jeder Menge A U B; und
folgerichtig auch im Durchschnitt aller dieser Mengen, in
(AU B)).
Umgekehrt muss ein x, das in (|(A U B;) liegt, in jeder der
Mengen A U B; liegen. Das kann nur erfiillt sein, wenn es in
A oder in jeder der Mengen B; liegt. Damit liegt es sicher in
AUNB.
Der Beweis des zweiten Gesetzes erfolgt analog.

= Wir beweisen auch hier nur die erste Regel, die Vorgehens-
weise Ur die zweite ist vollkommen analog:

xeCX(UM) — xeX und x¢| M

< xeXund VMeF: x¢M
& VMeF: xeC(M)

= xe()C(M)

Da diese Aquivalenz fiir jedes Element in Cx(|JM) und
ebenso jedes in () Cx(M) gilt, miissen die beiden Mengen
identisch sein. Eine Darstellung der Regeln mittels Venn-
Diagrammen erfolgt in Abb. 2.27.

2.15 eee  Diese Aussage ist falsch.“ fiihrt sowohl bei der
Annahme, sie sei falsch, als auch bei der Annahme, sie sei wahr,
immer auf Widerspriiche.

Die Sache mit den Kretern ist da wesentlich diffiziler: Ange-
nommen, Epimenides sagt die Wahrheit, und alle Kreter sind
Liigner — im extremen Sinne dass sie immer die Unwahrheit sa-
gen. In diesem Fall wire auch seine Aussage unwahr und wir
gelangen tatséchlich zu einem Widerspruch.

Nehmen wir nun an, Epimenides sage die Unwahrheit, und nicht
alle Kreter seien Liigner. Das bedeutet, dass es zumindest einen
Kreter geben muss, der die Wahrheit sagt — dabei braucht es sich
aber nicht um Epimenides zu handeln. Dass die Aussage ,,alle
Kreter sind Liigner falsch ist, fiihrt also auf keinerlei Wider-
spruch, solange Epimenides nicht der einzige Kreter ist.

Rechenaufgaben

216 o Wir fiihren den Beweis des ersten Gesetzes mittels
Wahrheitstafel, der Beweis des zweiten erfolgt vollig analog:

A|B|C|AAB) N C & A A (BAO)
wilw|w w wow W ow w w
wiw|f wo f f w o ow f f
wif|w f fowow o ow f f
wif|f f forow o ow f f
flwlw f fw w f f w
fiwlf f frow ff f
flfw f fowow f f f
fFlrls f frow ff f

Die Assoziativgesetze sind die Rechtfertigung fiir Schreibwei-
sen wie A; VA, V...V A, ohne Klammern.

217 o Beweis mittels Wahrheitstafel:
A|B|(A N (A=B) =B
wlw w w w
wf f f w
flw f w w
flr f w w
2.18 o Beweis mittels Wahrheitstafel:
A|B|(AVB) & — (-A A —B)
w|w w w w f f f
w|f w w w f f w
flw w wow w f f
Fr S wof woowow




A|B|(AAB) & - (-A Vv =B
wlw w w w f f f
wlf f w f f w o w
flw f w o f w o w f
s f wof owoowow
A|B|(A=B) & ( (A Vv B)
wlw w w f woow
wlf f w o rr
f|w w w w woow
flf w w w w f
219 o Die Losungen ergeben sich durch einfaches Be-

nutzen der Definitionen. Zum Beispiel enthilt M; N M, nur jene
Elemente, die beiden Mengen gemeinsam sind — das ist ledig-
lich das Element e. Wir erhalten

M, N M, = {e}

MyUM, ={a, b, c,d, e, f,g h,i}

M, N M; = {a, c, e}

My UM; ={a, b, c, d, e, g i}

M, N M5 = {e, g, i}

M,UM; ={a,c,e,f,g h,i}

M\ M, ={a, b, c, d}

M>\My ={f, g h, i}

M\ M3 = {b, d}

My \ M3 = {f, h}

3
(M = {e}

n=1

3
UM":{a’ b,c,d,e, f,g h,i}

n=1

2.20 oo
dquivalent:

Die folgenden Beziehungen sind einander jeweils

xGMlu(MzﬂM3)
— xEMIVXE(MzﬂM3)
& xeM;V (x€My;AxeEMs)

und wegen AV (BAC) < (AVB)A(AVC)

<:>(X€M1V.XEM2)/\(XGM1\/X€M3)
— xeM{UM;AxeM; UM,
& x € (M, UM;)N M, UMs)

Die oben verwendete aussagenlogische Aquivalenz
AV(BAC) < (AVB)AAVO)

lédsst sich leicht mit Hilfe einer Wahrheitstafel zeigen.

Lédsungswege

2.21 ee DasElement x; seiin M; enthalten. Dann ist natiir-
lich auch x; € M| U M, und daher weiter x; € M; N (M, UM,).
X, sei nicht in M, enthalten. Dann kann es zwar Element von
M, U M, sein (wenn es Element von M, ist), aber sicher nicht
Element von M; N (M; U M;). Das heifit, alle Elemente von
M, und nur diese sind auch Elemente von M; N (M, U M),
also ist tatsdchlich My N (M, U M,) = M,. Der Beweis von
M, U (M, N M,) = M, verlduft vollig analog.

Anwendungsprobleme

222 o Wir nennen S ,,Man ist von der Quantenmechanik
schockiert und V' ,,Man hat die Quantenmechanik verstanden.
Dann behauptet Bohr ,,—S = —V*, Feynman, dass —V eine
wahre Aussage ist. Die Aussage ,,—S = —V*ist dquivalent mit
,,V = §% aber nicht mit ,—V = =S Man kann auch von
der Quantenmechanik schockiert sein, ohne sie verstanden zu
haben.

2.23 ee Angenommen A sei schuldig. Dann folgt daraus,
dass B ebenfalls schuldig ist, entweder direkt oder als Mittiter
von C. Die Schuld von B impliziert aber die Unschuld von A,
d. h. dieser Fall liefert einen Widerspruch.

Demnach ist A auf jeden Fall unschuldig. Nun nehmen wir an,
B sei ebenfalls unschuldig. Da mindestens einer der drei schul-
dig sein muss, muss dann C ein Téter sein. Damit ist B aber
Mittiter, und die Annahme, B sei unschuldig wurde auf einen
Widerspruch gefiihrt.

B ist auf jeden Fall schuldig — entweder direkt oder als Mittéter
von C. Ob C aber schuldig ist, ldsst sich mit diesen Mitteln nicht
feststellen.

Alternativ zur obigen Vorgehensweise konnte man den aussa-
genlogischen Ausdruck

(A= (BVCO) A (B= —A) A (C= B)

so weit wie moglich vereinfachen und daraus die Losung able-
sen.

2.24 ee Esist klar, dass man nicht einfach ,,Welcher Weg
fiihrt zur Oase?” fragen darf; die Antwort konnte ebenso gut
wahr wie falsch sein. Auch ,,Sagst du die Wahrheit?*“ bringt
einen nicht weiter, aulerdem hat man ja nur eine einzige Frage
frei. Der Ausweg besteht darin, auf den anderen Bruder Bezug
zu nehmen: Fragt man ndmlich ,,Von welchem Weg wiirde dein
Bruder sagen, dass er zur Oase fiihrt?*, so erhélt man die glei-
che Auskunft (egal welchen der beiden Briider man fragt) — und
weil}, dass man den anderen Weg nehmen muss.

2.25 ee Aufjeden Fall umdrehen muss man die Karten
und . Auf der Riickseite von miisste, sollte die Aussage

wabhr sein, eine gerade Zahl stehen, auf der Riickseite von| 7 |ein
Konsonant. Was auf den Riickseiten der anderen beiden Karten
steht, ist fiir die Uberpriifung der Aussage hingegen irrelevant.

9
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2.26 eeo

= Fiir die disjunktive Normalform wollen wir Aussagen mit

,,Oder* verbinden, die jeweils nur fiir eine spezielle Kom-
bination der Eingangsvariablen wahr sind. Um das zu tun,
suchen wir alle Eintrige, fiir die H wahr ist; das ist zum Bei-
spiel fir A = f, B = f und C = w der Fall.

Damit gerade diese und nur diese Kombination einen wahren
Ausdruck liefert, muss man die Variablen zu (—A) A(—B)AC
kombinieren. Entsprechendes machen wir fiir jede Zeile, fiir
die H wahr ergibt. Die Ausdriicke fiir die einzelnen Zeilen
konnen wir nun mittels vV kombinieren. Damit geniigt es,
wenn die Bedingung fiir eine Zeile erfiillt ist, um insgesamt
,wahr* zu erhalten.

Das ergibt in diesem Beispiel:

H<((AABAC)
V((mA)ABAC)
V ((mA) A (—B) A C)
V (=A) A (=B) A (=0))

Fiir die konjunktive Normalform miissen wir die Argumen-
tation gerade umdrehen. Hier orientieren wir uns an jenen
Zeilen, die ein f liefern. Das ist zum Beispiel fiirA = w, B =
wund C = f so. Nun negieren wir die wahren Eingangsva-
riablen und verbinden alle mit ,,Und* zu (—A) v (—=B) Vv C.
Genau fiir die Kombination A = w, B = wund C = f ist
dieser Ausdruck falsch.

Wieder fiihren wir die entsprechende Prozedur fiir alle Zei-
len durch, die ,,falsch* liefern und verbinden sie mit ,,Und".

Wenn eine der so erfassten Kombinationen vorliegt, ist der
Gesamtausdruck ,,falsch®, sonst ,,wahr,

H < ((FA) v (=B) v C)

A ((mA) VBV (—=0))

A((mA)vBvVv(O)

A(AV (=B) Vv (0))
Sind mehr resultierende Eintrdge wahr, so ist die konjunktive
Normalform einfacher. Sind mehr falsch, so ist die disjunk-
tive Normalform vorteilhaft.
Die Ausdriicke, die man per Normalform erhilt, lassen
sich oft noch vereinfachen, indem man die logischen Dis-

tributivgesetze und die fiir beliebige Aussagen A giiltigen
Beziehungen

AAN(CA)=f und AV (-A) =w
sowie
fVASA und whAAS A

benutzt. Hier ergibt dieses Vorgehen beispielsweise fiir die
disjunktive Normalform

H < ((AV (=A) ABAC)
V ((=A) A (=B) A (CV (=C))))
& (WABAC)V ((mA) A (=B) Aw))
< ((BAC)V ((mA) A (—B))).
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Aufgaben

Verstandnisfragen

3.1 ° Welche Probleme hat das folgende Vorgehen zur
Losung der Gleichung x* — 2x? + x = 0?

¥ -2 4+x=0 |/x

X =2x+1=0
x=1*=0 |/
x—1=0
x=1
32 o Konnen Angaben von Werten iiber 100% sinnvoll
sein?
33 e Warum werden leere Summen gleich null, leere

Produkte aber gleich eins gesetzt?

34 ° Bestimmen Sie die Summe aller natiirlichen Zah-
len von eins bis tausend.

3.5 ° Scheitert der Beweis von ,,2n + 1 ist fiir alle n >
100 eine gerade Zahl“ am Induktionsanfang, am Induktions-
schritt oder an beidem?

3.6 ° Die Zahlen a; mit k € N seien beliebig aus R.
Eine Summe der Form

n—l1

Ty=Y (@1 — )

k=1

nennt man eine Teleskopsumme. Bestimmen Sie eine geschlos-
sene Formel fiir den Wert einer solchen Summe und beweisen
Sie sie mit Indexverschiebungen sowie mittels vollstandiger In-
duktion.
3.7 ee Finden Sie zusitzlich zu den bereits im Text an-
gegebenen Beispielen eine Aussage, die fiir alle n € N falsch
ist, fiir die sich der Induktionsschritt aber trotzdem durchfiihren
l&sst.
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3.8 ee Beweisen oder widerlegen Sie:

p,,:nz—n+41

ist fiir alle n € N eine Primzahl.

3.9 Seltener als mit dem Binomialkoeffizienten hat
man es mit seiner Verallgemeinerung, dem Multinomialkoef-
fizienten zu tun. Dieser ist definiert als

n
{ki, oo k)

mit Zahlen k; € Ny, die zusitzlich die Bedingung

n!
k! k!

ki+k+...+ky,=n

erfiillen. Im Fall m = 2 reduziert sich das mit k; = k und
ko = n — k auf den bekannten Binomialkoeffizienten. ,,Ech-
te* Multinomialkoeffizienten treten dann auf, wenn man ein
Multinom, also eine Summe mit mehr als zwei Summanden po-
tenziert:

(ar+a+...+a,)"

n ki k -
Z ({kl k})allazz...afn

k~+...+kn=n
Bestimmen Sie die Multinomialkoeffizienten fiir » = 2 und
m = 3 und ermitteln Sie damit ohne Ausmultiplizieren den

Ausdruck (a + b + ¢)>.

3.10 eee Beweisen Sie die allgemeine binomische Formel

~ (n k pn—k
E a b
k=0 (k)

fiir n € Ny mittels vollstandiger Induktion.

(a+ b)"

3.11 eee Finden Sie den Fehler im folgenden ,,Beweis* da-
fiir, dass der Mars bewohnt ist:

Satz: Wenn in einer Menge von n Planeten einer bewohnt ist,
dann sind alle bewohnt.

11
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Beweis mittels vollstindiger Induktion:
n = 1: trivial

n — n + 1: Laut Annahme sind von einer Menge von n Plane-
ten alle bewohnt, sobald nur einer bewohnt ist. Nun betrachten
wir eine Menge von n + 1 Planeten (die wir willkiirlich mit p,
bis p, 41 bezeichnen). Von diesen schlieBen wir vorldufig einen
aus unsere Betrachtungen aus, z. B. p,4+;. Wenn von der iibrig-
gebliebenen Menge von n Planeten nur einer bewohnt ist, sind
laut Annahme alle bewohnt. Nun schlieen wir von den n be-
wohnten Planeten einen aus, z. B. p;, und nehmen p, - wieder
hinzu. Wir erhalten wieder eine Menge von n Planeten, die bis
auf p,4 alle bewohnt sind. Auf jeden Fall ist einer bewohnt,
demnach alle, also ist auch p, 4 bewohnt.

Korollar: Der Mars ist bewohnt.

Beweis: Betrachten Sie die n Planeten des Sonnensystems. Je
nach aktueller Meinung zum Status des Pluto ist n = 8 oder
n = 9, doch auf jeden Fall ist n endlich. Die Erde ist bewohnt,
damit sind alle Planeten des Sonnensystems bewohnt — auch der
Mars.

Rechenaufgaben

312 o Ein miider Floh springt zuerst einen Meter, dann
nur mehr einen halben, dann gar nur mehr einen viertel Meter,
kurz bei jedem Sprung schafft er nur mehr die Hilfte der vor-
angegangenen Distanz. Wie weit ist er nach sieben Spriingen
gekommen?

313 o Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke so weit
wie moglich. Dabei ist x € R~ q:

A =1[5—2-3
2 —=1
Ay =
x+1
A — |x2—1|
T+ 2

Ay =40 — (&)
94 x4+ x>+ 5x
As = ————— -
-3 + (V)

3.14 ee Bestimmen Sie alle x € R, fiir die gilt:
|x2—4| — |x+2| ()c2 +x—6) >0
315 o Zeigen Sie dass (sofern in den folgenden Aus-

driicken die Nenner nicht verschwinden) stets gilt:

a_ ¢ a ¢
atbh c+d’

b d

Diese Regel ist als korrespondierende Addition bekannt. Ver-
suchen Sie, eine analoge Regel auch fiir Ungleichungen (unter
der Voraussetzung 7 < 7) zu finden.

3.16 o Beweisen Sie mittels vollstindiger Induktion fiir
alle natiirlichen n:

Y @k+1)=n(m+2)

k=1

317 o Beweisen Sie fiir n € Nx»:

[Jk=1) =@m-1)!

k=2
3.18 ee Bestimmen Sie alle x € R, die die Ungleichung

-2|- 2
o2 @+
X

erfiillen.
3.19 ee Beweisen Sie die Pascal’sche Formel (3.11),

5)=C)-(5)

durch Aufspalten der Binomialkoeffizienten in Fakultiten.

3.20 ee Beweisen Sie fiir alle n € N:
D ok2t=242" (n—1)
k=1
- nn+1)
Z(—l)k+lk2 — (_1)n+l
k=1 2
3.21 ee Beweisen Sie mittels Induktion fiir alle natiirli-
chen n:

= 73 + Snist durch 6 teilbar
s 1171 4 122071 st durch 133 teilbar
= 3@ 1 ist durch 2" teilbar



3.22 ee x c R seiecine feste Zahl, und es sei p;(x) = 1 +x.
Nun definieren wir fiirn € N:

Put1(®) = (1 +x37) - p(x)

Finden Sie einen expliziten Ausdruck fiir p,(x) und beweisen
Sie dessen Giiltigkeit mittels vollstandiger Induktion.

3.23 ee Beweisen Sie mittels Induktion fiir alle natiirli-
chen Zahlen n:

3.24 ee Betrachten Sie eine Menge von reellen Zahlen xy,
wobei entweder alle x; € (—1,0) oder alle x; > 0 sind. Bewei-
sen Sie fiir diese die verallgemeinerte Bernoulli-Ungleichung

[Ja+x) =1+ x
k=1 k=1

mittels vollstindiger Induktion.

3.25 ee Beweisen Sie fiiralle n € N:
" (n
k=0
S (k) ~o
k=0
3.26 ee

1. Zeigen Sie, dass fiir beliebige positive Zahlen x und y stets
die Ungleichung

=
v
(3]

==

gilt.
2. Die Zahlen q; mit k € N seien alle positiv. Zeigen Sie, dass

stets
n n 1 2
ag | - —|zn
(Ze)-(£2)

eee Beweisen Sie fiir alle n € Nx»:

. 2 1 2
Ez(l_ukﬂ)):?(”ﬁ)

gilt.

3.27
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3.28 eee Man zeige fiirn € N:
n—1
1) (4n—1
Ytk -k = %
k=0
Anwendungsprobleme

3.29 o Zehn Katzen fangen in zehn Minuten zehn Miuse.
Wie viele Miuse fangen hundert Katzen in hundert Minuten?

330 o Ein Erfinder stellt drei MaBinahmen vor, die je-
weils den Energieverbrauch eines Motors reduzieren sollen. Die
erste verringert den Verbrauch um 20%, die zweite um 30% und
die dritte gar um 50%. Kann der Verbrauch des Motors mit allen
drei auf null reduziert werden? Wenn nein, auf wie viel dann?

331 o Wieder taucht der Erfinder aus der vorherigen
Aufgabe auf, diesmal mit einer Vorrichtung, die den Stromver-
brauch von Gliihlampen um 250% reduzieren soll. Was kann
das bedeuten?

332 o Drei Firmen haben anfangs den gleichen Jahres-
umsatz. Der Umsatz von A bleibt in den darauffolgenden Jahren
gleich. Der Umsatz von B nimmt zuerst um 50% zu und dann
um 50% ab. Bei C hingegen nimmt der Umsatz zuerst um 50%
ab, dann um 50% zu. Vergleichen Sie den Jahresumsatz der Fir-
men am Ende dieser Entwicklung.

333 o
R, gllt

Fiir zwei in Serie geschaltete Widerstinde R; und

Rges =R + Ry,
bei Parallelschaltung erhilt man

1 1 1

Rges Rl R2 )

Beweisen Sie mittels vollstindiger Induktion, dass fiir eine be-
liebige Zahl n von Widerstdnden bei serieller Schaltung

n
Rges = Z Ry,
k=1

und bei Parallelschaltung

n

Rges k=1 Rk

gilt.
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3.34 ee FEin Schwimmbecken kann mit drei Pumpen A, B
und C gefiillt werden. A bendtigt allein 2400 Minuten, B allein
1500 und C allein 4000 Minuten. Wie lange benétigen alle drei
Pumpen zusammen?

3.35 ee Betrachten Sie den inelastischen Stof auf S. 65
und bestimmen Sie die Menge an kinetischer Energie, die bei
diesem Prozess in andere Energieformen umgewandelt wird.

336 o Losen Sie die folgenden wichtigen Formeln aus
Physik und Technik jeweils nach allen vorkommenden GroBen
auf:

(a) Fiir den zuriickgelegten Weg s einer Bewegung bei gleich-
miBiger Beschleunigung a gilt nach der Zeit ¢:

s=—ar.
2
(b) Das Aktionsprinzip der Newton’schen Mechanik gibt zwi-
schen der Kraft F, die auf einen Korper der Masse m wirkt,
und der Beschleunigung, die dieser Korper erfihrt, den Zu-
sammenhang

F=ma

an.
(c) Das Newton’sche Gravitationsgesetz ergibt fiir die Kraft F
zwischen zwei Punktmassen m; und m, im Abstand r

F:Gmlmz

2
wobei G die Gravitationskonstante ist.

(d) Nach dem dritten Kepler’schen Gesetz verhalten sich die
Quadrate der Umlaufzeiten ¢, ¢, zweier Planeten wie die
Kuben der gro3en Halbachsen a,, a, ihrer Umlautbahnen,

q_ 4

54

(e) Die Gesamtenergie W eines harmonisch schwingenden Kor-
pers der Masse m, der mit einer Feder der Federkonstante k
eingespannt ist, betrigt

k
W= % Vv + 3 X,
wobei x die Position und v die Geschwindigkeit des Korpers
bezeichnet.
(f) Brennweite f, Gegenstandweite g und Bildweite b einer Lin-
se sind durch die Gleichung

=
o | —
S| =

verkniipft.

(g) Beim senkrechten Einfall eines Lichtstrahls auf die Grenz-
schicht zwischen zwei Medien mit Brechzahlen n; und n,
gilt fiir das Reflexionsvermogen R

n —n \>
R= (1_2)
ny + np
(h) Fiir den Wirkungsgrad 7 eines Carnot-Prozesses, der zwi-
schen den beiden Temperaturniveaus 77 und 7, mit 7 >
T, > 0 lduft, gilt
T -1
=~

(i) Zwischen Widerstand R, Stromstéirke / und Spannung U be-
steht in einem Leiter der Zusammenhang

U=R-1I.

(j) Die Masse m eines Korpers der Ruhemasse my, der sich mit
Geschwindigkeit v bewegt, ist nach der speziellen Relativi-
titstheorie

wobei ¢ die konstante Vakuumlichtgeschwindigkeit be-
zeichnet.

(k) Springt das Elektron des Wasserstoffatoms von einem Orbi-
tal der Hauptquantenzahl m € N in eines mit Hauptquan-
tenzahl n € N, n < m zuriick, so gilt fiir die Energie W des
emittierten Photons

(11
W=r\e—w)

wobei R die Rydberg-Konstante bezeichnet.

Hinweise

Verstandnisfragen

3.1 ° Ist der Schritt in der ersten Zeile fiir alle x € R
moglich? Wo geht eine implizite Annahme ein?

3.2 ° Kann etwa das Verkehrsaufkommen auf einer
StraBe um 120% zunehmen?

3.3 ° ‘Welchen Effekt will man bei leeren Summen bzw.
Produkten erreichen?

34 ° Benutzen Sie die arithmetische Summenformel.



35 o Uberpriifen Sie, ob sich der Induktionsschritt voll-
ziehen lésst, ob also aus der Ungeradheit von 2n + 1 auch die
Ungeradheit von 2(n + 1) + 1 folgen wiirde. Ist die Aussage fiir
n = 100 wahr?

3.6 ° Schreiben Sie Ty, T», T5 explizit an und versuchen
Sie, ein Muster zu erkennen.

3.7 ee Sie konnen zum Beispiel eine giiltige Summen-
formel so modifizieren, dass der Induktionsschritt unbeeinflusst
bleibt.

3.8 ee Uberlegen Sie, ob die so definierte Zahl p, fiir be-
liebige n € N prim sein kann.

3.9 ee Spielen Sie alle Moglichkeiten durch, mit m = 3
Zahlen n; € Ny in Summe n = 2 zu erhalten.

3.10 eee Benutzen Sie nach geeigneter Indexverschiebung
die Pascal’sche Formel (3.11) in der Form

n+1 _ n n n
k] \k—1 k)
3.11 eee Lisst sich der Induktionsschritt fiir alle n durch-
fiihren?

Rechenaufgaben

312 o Es handelt sich um eine geometrische Summe, fiir
die man nur die entsprechende Summenformel anwenden muss.

313 o Benutzen Sie die Rechenregeln fiir Briiche, Poten-
zen und Betrige, wie sie in den Abschn. 3.1 und 3.3 angegeben
sind.

3.14 ee Gehen Sie wie bei den Beispielen auf S. 69 vor.
Welche Bereiche sind hier zu unterscheiden?

315 o Schreiben Sie die Voraussetzung ; = % in bruch-

freier Form und addieren Sie einen Term, der Ihnen erlaubt, auf
der linken Seite a und auf der rechten ¢ herauszuheben. Sie

konnen auch mit der zu beweisenden Gleichung 47 =

d
beginnen und diese durch Aquivalenzumformungen zu ; = 5
vereinfachen.

3.16 o Das Vorgehen erfolgt analog zu dem auf S. 81 fiir
die arithmetische Summenformel.

317 o Induktionsbeweis mit Induktionsanfang bei n = 2
oder Beweis per Indexverschiebung.

Hinweise

3.18 ee Gehen Sie wie bei den Beispielen auf S. 69 vor.
Welche Bereiche sind hier zu unterscheiden?

3.19 ee Spalten Sie die Binomialkoeffizienten gemifl De-
finition in Quotienten von Fakultiten auf. Beginnen Sie mit
(1) + (;,) und heben Sie aus der Summe so viele gemeinsame
Faktoren wie mdglich heraus.

3.20 ee Es handelt sich in beiden Fillen um Standard-In-
duktionsbeweise, wie sie in Abschn. 3.5 behandelt werden.

3.21 ee Orientieren Sie sich am Beispiel auf S. 83. Ei-
ne Fallunterscheidung oder die Anwendung einer binomischen
Formel kann unter Umstidnden notwendig sein.

3.22 ee Bestimmen Sie die Ausdriicke fiir p,(x), p3(x) und
pa(x), und versuchen Sie, ein Muster zu erkennen.

3.23 ee Hier ist es besonders hilfreich, die Induktionsbe-
hauptung so umzuschreiben, dass bei den spiter notwendigen
Umformungen klar ist, worauf diese abzielen.

3.24 ee Mitden gemachten Annahmen ist 1 + x; > 0.

3.25 ee Setzen Sie in die binomische Formel (3.10) geeig-
nete Werte ein.

3.26 ee Schreiben Sie im ersten Teil die Ungleichung auf
ein vollstdndiges Quadrat um und beweisen Sie den zweiten Teil
mittels vollstdndiger Induktion unter Zuhilfenahme des ersten.

3.27 eee Spalten Sie im Produkt in der Induktionsbehaup-
tung den letzten Faktor ab, benutzen Sie die Induktionsannahme
und vereinfachen Sie das Ergebnis.

3.28 eee Bei diesem Induktionsbeweis ist es giinstig, mit
der linken Seite der Behauptung zu beginnen und die Sum-
me so aufzuspalten, dass man einerseits die linke Seite der
Annahme erhilt, andererseits nur Summen, die sich leicht aus-
werten lassen. Man beachte insbesondere, dass Summen, in
deren Summanden der Summationsindex nicht vorkommt, ein-
fache Produkte sind.

Anwendungsprobleme

3.29 o Es sind nicht hundert; hier liegt wieder ein doppel-
ter Dreisatz vor.

330 o Die Prozentangaben sind jeweils auf den neuen
Ausgangswert zu beziehen.

15
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331 o Kann sich die Prozentangabe realistischerweise
auf den Ausgangsverbrauch beziehen?

332 o Die Prozentangaben sind jeweils auf den letzten
Wert zu beziehen.

333 o Der Induktionsanfang ist schon gemacht; fiir den
Induktionsschritt fassen Sie jeweils n Widerstinde zu einem
zusammen, dessen Widerstand Sie nach Induktionsannahme be-
reits kennen.

3.34 ee Betrachten Sie Fiillraten (Volumen pro Zeit); die
Gesamtfiillrate ist die Summe der drei einzelnen Fiillraten. Es
kann hilfreich sein, das unbekannte Gesamtvolumen V explizit
einzufiihren.

3.35 ee Die kinetische Energie des Stofprodukts ist durch
E = (m; +m,) w?/2 gegeben. Bestimmen Sie die Differenz AE
zwischen der urspriinglichen kinetischen Energie und diesem
Ausdruck.

336 o In allen Fillen sind einfache Umformungen aus-
reichend. Manchmal ergibt sich durch Wurzelziehen ein Dop-
pelvorzeichen, dann ist zu iiberlegen, ob negative Werte fiir die
entsprechende Grofe sinnvoll sind.

Losungen

Verstandnisfragen

3.1 . Die Losung x = 0 geht verloren.

32 o Ja.

3.3 ° Um sie ,,wirkungslos* zu machen.

34 o 500 500.

35 o Am Induktionsanfang.

3.6 ° T, =a, —a;

3.7 ee Ein Beispiel wire die Giiltigkeit der Summenfor-

mel Y ) k = 42 + “ED fiiralle n € N.

3.8 ee Die Zahl p, ist nicht fiir alle n € N prim.

39 e (a+b+0)?=d+b>+ 2+ 2ab+2ac + 2bc
3.10 eee -
3.11 eee Im Induktionsschritt n — n + 1 wird implizit

n > 2 vorausgesetzt.

Rechenaufgaben
312 o s=127/64
313 o A1 = 4,A2 = X—l,A3 = |(x—1)/(x+1)|,

Ay =258048,A5 =3 +x.

314 ee L= (—4,2)\{=2}=(—4,-2)U(-2,2)
315 o Wenn a, b, ¢ und d alle positiv sind, folgt aus
3 < g vollig analog zum Gleichungsfall 7 < .
316 o -

317 o -

318 e L={x|x<0Vvx> 2}

319 e -

320 ee -

3.21 ee -

322 e p,(x) =Yl

323 oo -

3.24 oo -

3.25 ee -

3.26 oo -

3.27 eee -

3.28 eee -



Anwendungsprobleme

329 o Sie fangen tausend Miuse.

330 o Nein, bestenfalls auf 28%.

331 o Die Lampe wiirde Energie liefern, statt sie zu ver-
brauchen!

332 o Fiir die Umsitze U gilt Ug = Uc = 0.75 Uy.
333 o -

3.34 ee 750 Minuten.

335 ee AE =mmy/(m +my)- (vi —1)?/2.

336 o Zum Beispiel erhilt man:

@ a=2s/tt=/2s/a

b)ym=F/a,a=F/m

©) G = Fr*/(mim), r = JGmimy/F, mi = Fr*/(Gm,),
my = Fr*/(Gmy)

Losungswege
Verstandnisfragen

3.1 ° Im ersten Schritt geht eine Losung verloren. Statt
durch x zu dividieren, sollte man es ausklammern und im ent-
standenen Produkt jeden Faktor getrennt null setzen:

x(Z=2x+1)=0

Zusitzlich zur Doppellosung x = 1 erhilt man dann noch die
einfache Losung x = 0.

Des Weiteren wird in der beim Ziehen der Wurzel implizit
x — 1 > 0 vorausgesetzt; dabei geht allerdings keine Losung
verloren.

32 o In bestimmten Fillen machen Prozentangaben von
iiber 100% durchaus Sinn, etwa bei besonders drastischen Zu-
nahmen. Fiir einen Anteil (oder eine Abnahme) hingegen sind
100% die absolute Obergrenze.

Lédsungswege 17

33 o In beiden Fillen mochte man erreichen dass eine
derartige leere Konstruktion ,,nichts tut®. Bei einer Summe ist
es klar: Wenn zu einem beliebigen Ausdruck null addiert wird,
andert sich nichts. Das neutrale Element der Multiplikation ist
aber die Eins — damit ein leeres Produkt so wenig Schaden wie
moglich anrichtet, setzt man es definitionsgeméal gleich eins.

3.4 °
mel

Wir erhalten mit der arithmetischen Summenfor-

1000

Z=1+2+...+1000=
k=1

1000 1001

35 o 201 ist ungerade, womit der Induktionsanfang
nicht gegeben ist, der Induktionsschritt hingegen lésst sich voll-
ziehen:

2+ 1D +1= 2n+1 +2
——

gerade nach Annahme

wire gerade.

36 e In dieser Summe kommen alle Beitrige bis auf
den ersten und den letzten zweimal mit jeweils unterschiedli-
chem Vorzeichen vor. Diese Terme fallen weg und man erhélt
T, =a,—a.

Das ldsst sich formal am einfachsten mittels Indexverschiebung
zeigen:

n—I1 n—I1 n—1
T, = E (A1 —ax) = E Apt-1 — E ay
k=1 k=1 k=1
n n—I1 n—I1 n
:E ak_E ak:E ak+an_al_§ ay
k=2 k=1 k=2 k=2

=da, —a

Die Giiltigkeit dieser Formel ldsst sich auch mittels vollstdndi-
ger Induktion beweisen. Fiir den Induktionsanfang erhalten wir
bein = 1 die wahre Aussage 0 = a; —a;. Der Induktionsschritt
n — n + 1 ergibt nun:

n
Tt = Z(ak—i—l —ap) =
=1

n—I1
Ann.

= Z (a1 —an) + ang1 —ap =
k=1

:an_al+an+l_an:

= dp+1 — a1
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3.7 ee Fir

. 1

Z k=42 + nnt 1)

k=1 2

schlédgt der Induktionsanfang klarerweise fehl. Fiir den Indukti-
onsschritt hingegen erhalten wir:

n+1 n
Yok=>k+n+1=E
k=1 k=1
1
=42 + @ +m+1)

4 (n+ l)z(n +2)

3.8 ')
ten wir

Betrachten Sie zum Beispiel n = 41. Dafiir erhal-

pa1 =412 — 41 + 41 = 41-41

was keine Primzahl sein kann.

3.9 ee  Wir erhalten
({2,?),0; = ({o,g,o;) = ({0,(2),2}) = %:ov =1
({1,%,0}) = ({1,(2),1}) = ({0,%,1}) = #:o' =2,
und damit ergibt sich fiir (a + b + ¢)*:
(a+ b+ 0)2 = ({2’3’0})512 o0 + ({Oé’o})ao bl
+ ({o,%,z})ao b e? + ( 1,%,0})“1 b' e
+ ({1,(2), 1})“1 bt + ({o,%, 1})“0 b'c!

2 4+ b2+ A+ 2ab + 2ac + 2be

Il
Q

3.10

I. n=0:(a+b)"=1= ())a" b istrichtig.
2. Induktionsschluss:
2. a Induktionsannahme:

n
(@+by=>y" (Z) d bt
k=0
2. b Induktionsbehauptung:
n+1
n+1
a4 b n+1 — ak bn+1—k
(a +b) ]; L

2. ¢ Beweis der Behauptung. Dabei benutzen wir die Aufspal-
tung von Summen, eine Indexverschiebung, den Umstand,

dass der Binomialkoeffizient (;) fiir k > n oder n < 0

gleich null gesetzt wird, und die Pascal’sche Formel:

(a+b)"t' = (a+b)-(a+b)

n
It. énn. (Ll + b) . Z (Z) le bn—k
k=0
Z) Ak 4 Z (Z) gk ik
k=0
n " n
k ypn+1—k k pn+1—k
b b
n ntl n
k pn+1—k k pn+1—k
b b

n n k 41—k
) ak bn+l—k

3.11 eee Betrachtet man den Induktionsschritt genauer, so
fillt auf, dass diese Argumentation nur fiir n > 2 moglich ist.
Schliet man bei n — n + 1 fiir n = 1 aus einer Menge von
n + 1 = 2 Planeten einen aus, so bleibt nur einer {ibrig. Bei
Ausschluss des nach Voraussetzung bewohnten Planeten bleibt
nur der unbewohnte iibrig. Man miisste den Induktionsanfang
demnach bei n = 2 setzen — ,,Wenn von einer Menge von zwei
Planeten einer bewohnt ist, sind beide bewohnt*. Das ist offen-
sichtlich falsch.

Il Il
TIMEIME M

Il
N

N TN TN T

|
=~ B
Il + |l
f=]
-
S
~ +
—_

- o

Rechenaufgaben
312 o Die geometrische Summenformel liefert:
6 k
1 1 1
S=1+§+ +2_6:Z(§)
k=0
1\7 127
_1-6) w127
1-1 : 64
313 o
Ay =5—|-1l|=15-1=14 =4
1 —1
a = FHDE=D
x+1
_ ?—1 |+ DGx=D]  |x—1
T+ 12 G+ 12 | |x+1

Ay =4 —4° =258048
_ 9 + 6x + x2 _ (3 +x)?

As = =3
> 34 x 34 x tx




3.14 ee Zunichst heben wir mit

I —4] = |(x+2) (x—2)| = [x + 2| [x — 2|
auf der linken Seite der Ungleichung den Faktor |x 4 2| heraus,
Ix+2[{jx—2|—(* +x—6)}>0.

Fiir x = —2 ist die linke Seite gleich null, die Ungleichung ist
dort nicht erfiillt. Diesen Punkt miissen wir entsprechend aus der
Losungsmenge ausnehmen. Fiir x # —2 hingegen ist |x+2]| stets
positiv und wir kénnen die Ungleichung durch diesen Ausdruck
dividieren. Zu l6sen bleibt damit nur noch die Ungleichung

lx—2|— (x2 +x—6) >0.
Hier treffen wir eine Fallunterscheidung:
= x > 2:In diesem Bereich gilt die Ungleichung
(x—2)— (¥ +x-6)>0,

die sich umformen lisst zu x> < 4, also |x| < 2. Das ist
im betrachteten Bereich nie moglich, es gibt demnach keine
Losungen fiir x > 2.

m x < 2: Hier erhilt die Ungleichung die Gestalt

—(x—2)—(x2—|—x—6)>0
x> —2x+8>0

¥ 4+2x+1-9<0
x+1)?% <9,

also [x + 1] < 3,x € (-4, 2).

Wir erhalten nur eine Losung im zweiten Bereich, miissen dabei
aber noch beriicksichtigen, dass wir ja den Punkt x = —2 aus
unserer Betrachtung ausnehmen mussten. Die Losungsmenge
der urspriinglichen Ungleichung ist damit

L=(-42)\{-2}=(-4, —2)U(-2,2).

[

315 o Die Gleichung § = 5 ist dquivalent zu ad = bc.
Nun addieren wir auf beiden Seiten den Term ac und heben links
a, rechts ¢ heraus,

a(c+d)=c(a+b).

Nun dividieren wir durch (c¢+d)(a+b), was nach Voraussetzung
ungleich Null ist, und erhalten

a  c
a+b c+d’

[Wir erinnern daran, dass es allgemein als ,,schoner* gilt, von
der Voraussetzung auszugehen und durch geschickte Umfor-
mung zu der Beziehung zu kommen, die man zeigen mochte.

Lédsungswege

Oft ist das allerdings schwierig, und dann wird man eher mit
dem gewiinschten Resultat beginnen und dieses durch Umfor-
mungen auf die Voraussetzung zuriickfiihren. Solange dabei nur
Aquivalenzumformungen benutzt werden, ist dieser Weg legi-
tim und kann, wenn einmal gefunden, auch jederzeit in der
anderen Richtung beschritten werden. Auch in diesem Fall ist

_a_

es vermutlich einfacher, mit = —& zu beginnen und die
a+b c+d

Aquivalenz mit § = ¢

= 5 zu zeigen.]

Auf analogem Weg kann man

herleiten. Eine verwandte Beziehung gilt auch fiir Ungleichun-
gen. Um Komplikationen mit Vorzeichen zu vermeiden, gehen
wir davon aus, dass a, b, ¢ und d alle positiv sind. Ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit setzen wir § < 4. Multiplikation
mit bd > 0 liefert

ad < bc.

Nun addieren wir wieder ac auf beiden Seiten, heben a bzw. ¢
heraus, dividieren durch (¢ 4+ d)(a + b) > 0 und erhalten

a c
< .
a+b c+d

Wenn nicht alle Groen positiv (oder alle negativ) sind, werden
Fallunterscheidungen notwendig, ebenso wenn man den Term
ac nicht addiert, sondern subtrahiert.

3.16 o
duktion:

Wir fiihren den Beweis mittels vollstdndiger In-

1. Induktionsanfang,n = 1:

1
Y @k+1)=3=13

k=1

ist eine wahre Aussage.

2. Induktionsschritt:

n
= Induktionsannahme: Z(Zk +1)=nn+2)
k=1
n+1
= Induktionsbehauptung: % ~(2k + 1) = (n + 1) (n + 3)

k=1
= n—>n+1:

n+1 n

> @k+1)

k=1

Yk+ D420+ +12

k=1
nn+2)+2n+3=n*+4n+4
n+1)(n+3)
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