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Vorwort

Im Zeitalter von Smartphone und Computer, grafikfihigem Taschenrechner und Com-
puter-Algebra-System, Tabellenkalkulation und dynamischer Geometriesoftware etc. be-
darf es schon einer besonderen Rechtfertigung und guter Griinde, warum sich das In-
teresse am Einsatz historischer mathematischer Instrumente heute noch lohnt. Geht es
dartiber hinaus um den Einsatz derartiger Gerdte im heutigen Mathematikunterricht, so
gilt es auch didaktische Ziele zu benennen. Das hier vorliegende Buch beschiftigt sich mit
realen und digitalen Nachbauten von historischen Zeichengeriten, speziell dem Parabel-
zirkel von FRANS VAN SCHOOTEN und dem Pantographen von CHRISTOPH SCHEINER. Es
mochte einerseits gute Griinde fiir die Beschéftigung mit historischen mathematischen
Instrumenten geben und andererseits Interesse an diesen Geraten wecken.

Bei Schiilerinnen und Schiilern, so zeigen es deren Riickmeldungen, wecken die hier
vorgestellten Zeichengerite Neugier, ihr Einsatz im Mathematikunterricht ermoglicht es
ihnen, eigene Entdeckungen zu machen. Fiir den Mathematikunterricht lohnend ist die
Beschiftigung mit historischen Zeichengeriten vor allem deshalb, weil Schiilerinnen und
Schiiler die zugrundeliegende Mathematik aufdecken konnen. Jedes Zeicheninstrument
beruht auf einer mathematischen Idee. Sichtbar wird diese Idee jedoch in der Regel erst
nach einer genaueren Untersuchung des Gerits. Damit ist eine didaktische Idee angespro-
chen, die mit der Erforschung des Gerits verbunden werden kann.

Den Anstof§ zu diesem Buch, dessen Grundlage meine Dissertation ist, habe ich aus
den Beobachtungen und Erfahrungen erhalten, die ich selbst als Gymnasiallehrer mit dem
Unterrichtseinsatz des Parabelzirkels gewonnen habe. Seit dieser Zeit begleitet mich mein
Doktorvater, Herr Prof. Dr. Hans-Georg Weigand. Ich bin ihm fiir seine Unterstiitzung,
seine freundliche und hilfsbereite Art und fiir seine vielen guten Worte sehr dankbar. Dan-
ken mochte ich auch Herrn Prof. Dr. Anselm Lambert fiir sein Interesse und seinen genau-
en Blick und die konstruktive Kritik.

Dartiber hinaus gilt mein Dank den Schiilerinnen und Schiilern, die meine Nachbauten
der historischen Zeichengerite erforscht und meine Arbeitsauftrage motiviert bearbeitet
haben. Natiirlich richtet sich der Dank auch an ihre Lehrerinnen und Lehrer, die mir die
Unterrichtsdurchfithrung in ihren Kursen ermdglicht haben.

Abschlieflend mochte ich mich an dieser Stelle bei meiner Familie fiir die erhaltene Un-
terstiitzung, die Zeit und das Verstdndnis bedanken. Damit meine ich meine Eltern, ins-
besondere meinen Vater fiir seine mathematische, didaktische und moralische Unterstiit-
zung. Ganz besonders bedanke ich mich fiir die erhaltenen Freirdaume und das Ertragen
meines Arbeitspensums bei meiner Frau und meinen Kindern Manuel und Alina.

Christian van Randenborgh, Bielefeld im September 2014



Inhaltsverzeichnis

VOrwort . ..o
Einleftung . ... .outi
Kapitel 1: ~ Was sind historische Zeicheninstrumente? ..........................
1.1 Wasistein Instrument? ........ ... ... ... i
1.2 Welche Kriterien muss ein mathematisches Instrument erfiillen, um als
Zeicheninstrument bezeichnet werden zu kénnen? .......................
1.2.1 Der Parabelzirkel von van Schooten als Ideenkonglomerat ...........
1.2.2  Der Pantograph von Scheiner als Ideenkonglomerat ................
1.3 Wann ist ein Instrument, das zum Zeichnen genutzt werden kann, ein
mathematisches Instrument? ............. ... . .. . i
1.4 Die zwei wichtigsten Stationen von Zeicheninstrumenten in der Mathematik-
geschichte .. ... .
1.4.1 Zeichengerdteinder Antike .......... ... ... i,
1.4.1.1 EuklidsElemente ............ ... ... ... . .. .. il
1.4.1.2 Pappos ...t
1.42 Zeichengerite im 17. Jahrhundert ........... ... ... . .. ... ... ...
1.4.2.1 Descartes...........o.oiiiiiiiiiii i
1.4.2.2 Organische Geometrie ............ccoviiiiiininieenne.n.
1.5 Gelenkmechanismen ........... ... ... . i i i
1.6 Die Entwicklung von zwei speziellen Gelenkmechanismen .................
1.6.1 Ein besonderes Kurvenzeichengerit: Der Parabelzirkel
vonvan Schooten ......... ... ... oo
1.6.1.1 Fadenkonstruktion ............. ... ... ... it
1.6.1.2 Spezielle andere Parabelzirkel ............................
1.6.2 Ein besonderer Pantograph: Der Pantograph von Scheiner ...........
1.6.2.1 Der Pantograph von Bramer .............................
1.6.2.2 Der Pantograph von Schwenter ...........................
1.6.2.3 Der Pantograph von Scheiner ............................
1.6.2.4 Weitere Entwicklungen .......... ... ...,

5

14



Vil Inhaltsverzeichnis
1.6.3 Zusammenstellungen von Zeichengerdten ........................ 46
1.6.3.1 Der Parabelzirkel von van Schooten in diesen Zusammen-
stellungen von Zeichengerdten ........................... 46
1.6.3.2 Der Pantograph von Scheiner in diesen Zusammenstellungen
von Zeichengerdten ........... ... ... ... ol 49
1.7 Fazit: Der Parabelzirkel von van Schooten und der Pantograph von Scheiner . 52
Kapitel 2:  Standortbestimmung ... 53
2.1  Instrumentelle Genese .......... ... ... i 53
2.1.1 Zwinge und Moglichkeiten - Vorwissen und Fahigkeiten ........... 55
2.1.1.1 Spezielle Zwange und Méglichkeiten der hier untersuchten
Zeichengerdte ............ ..ol 55
2.1.1.2  Das jeweilige Vorwissen und Fahigkeiten des Nutzers ....... 57
2.1.2 Weitere Faktoren im Prozess der Instrumentellen Genese
im schulischen Kontext ........... ... .. ..o o it 59
2.1.3 Die Ubertragbarkeit des Ansatzes der Instrumentellen Genese auf den
Einsatz eines historischen Zeichengerits im Mathematikunterricht ... 59
2.1.3.1 Bau- und Funktionsweise des Parabelzirkels ................ 62
2.1.3.2 Bau- und Funktionsweise des Pantographen................ 62
2133 Fazit ... 63
2.2 Semiotische Vermittlung ........... ... 64
2.2.1  Wygotskis Grundannahmen ............. ... ... oo 64
2211 Lernen ... 64
2.2.1.2 Psychologische Werkzeuge . ............. ... ... 66
2213 Fazit ... 69
2.2.2  Die Vermittlungsfunktion eines Artefakts ........................ 71
223 Fazit ... 74
2.3 Der theoretische Untersuchungsrahmen fiir den Einsatz eines historischen
Zeichengerites im Mathematikunterricht ........... ... ... . .. .. .. ... 78
2.3.1 Artefakt-Produkt-Analyse: Die temporare Betrachtungsphase . ... . ... 78
2.3.2 Beziehungsanalyse der Bau- und Funktionsweise:
Die separate Betrachtungsphase ............ ... ... 79
2.3.3 Wissensanalyse: Die synoptische Betrachtungsphase ................ 80
2.3.4 Die Betrachtungsphasen und die triadische Zeichenrelation ......... 80
2.3.5 Objekte — Operationen, Eigenschaften und Wirkungen .............. 81
2.3.6 Fazit: Instrumentelle Genese und Semiotische Vermittlung beim
Einsatz historischer Zeichengerite im Mathematikunterricht......... 83
Kapitel 3: ~ Empirische Untersuchungen ............ .. .. .. ... oL, 85
3.1  Bisherige Untersuchungen {iber den Einsatz historischer Zeichengerdte im
Mathematikunterricht ....... ... ... ... . 85
3.2 Empirische Untersuchung des Parabelzirkels von van Schooten ............. 89
3.2.1 Forschungsfragen ..o, 89

3.2.2  Untersuchungsansatz - theoretische Grundlagen ................... 92



Inhaltsverzeichnis IX

33

3.4

3.2.2.1 Erhebungsmethoden: Teilnehmende Beobachtung und

Problemzentrierte Interviews ............................ 94
3.2.2.2 Autfbereitungsverfahren: Transkription und Konstruktion
deskriptiver Systeme ......... ... i 94
3.2.2.3 Auswertungsverfahren: Grounded Theory und Qualitative
Inhaltsanalyse ......... ... ... ... . . il 95
3224 Fazit ... . 98
3.2.3 Untersuchungsdesign ..............oiiiiiiiiiiiiiiniinn.. 99
3.2.3.1 Klassentypen und Unterrichtsszenarien ................... 101
3.2.3.2 Untersuchungsmethodik ............. ... ... ... ... ... 106
3.2.3.3 Leitfadeninterviews .......... ... ... ... it 107
3.2.34 Datensammlung .............. .. ..o 110
3.24 Durchfithrung ....... ... o 111
325 AUSWEITUNZ ...ttt 112
3.2.5.1 Aufbereitungder Daten ...............c.oiiiiiiiiiiii 112
3.2.5.2 Darstellung der Ergebnisse . ... 112

3.2.5.3 Zusammenfassung und Interpretation der Ergebnisse:
Wie kann aus einem Zeichengerit ein Instrument der Wissens-
vermittlung werden (didaktische Idee)? (Forschungsfrage 4) . 151
32,6 Fazit ... .. 154
3.2.6.1 Konsequenzen fiir das Modell der Semiotischen Vermittlung . 155
3.2.6.2 Konsequenzen fiir das Modell der Instrumentellen Genese ... 155
3.2.6.3 Fazit: Das Modell der Instrumentellen Wissensaneignung im
Kontext der Semiotischen Vermittlung und der Instrumentellen

Genese unter Beriicksichtigung des Ideenkonglomerats .. . . .. 160
Empirische Untersuchung des Pantographen von Scheiner ................. 162
3.3.1 Untersuchungsdesign ............ooviuiiiiiiniinenenennn.. 162
3.3.1.1 Klassentypen und Unterrichtsszenarien ................... 162
3.3.2 Datensammlung und Durchfithrung ......... ... ... .. .. ... ... 166
333 AUSWEITUNG . ..ottt 167
3.3.3.1 Darstellung der Ergebnisse des Unterrichtseinsatzes des
realen Pantographen (Kurstyp A) .......... ... ... ... 167
3.3.3.2 Darstellung der Ergebnisse des Unterrichtseinsatzes des
digitalen Pantographen (KurstypB) ....................... 174

3.3.3.3 Interpretation
Die Pantographen-Ergebnisse und ihre Konsequenzen fiir die Frage,
wie aus einem Zeichengerit ein Instrument der Wissensvermittlung

werden kann (didaktische Idee)? (Forschungsfrage4) ......... 179
334 Fazit ... 180
Ergebnisse der Untersuchung des Parabelzirkel- und Pantographeneinsatzes . 182
3.4.1 Das Zeichengerit als Ideenkonglomerat ........................... 182

3.4.2 Das Ideenkonglomerat im Kontext der Semiotischen
Vermittlung (Forschungsfrage 1) ........... .. .. ...t 183



X Inhaltsverzeichnis

3.4.3 Das Ideenkonglomerat im Kontext der Instrumentellen

Genese (Forschungsfrage2) ........... ..., 184
3.44 Instrumentelle Wissensaneignung bei realen und bei digitalen

Zeichengeriten (Forschungsfrage 3) ........... ..., 185
3.4.5 Zeichengerite als Instrumente der Wissensvermittlung

(Forschungsfrage 4) ........... ... o it 187

3.4.5.1 Die Erforschung von Zeichengerdten aus Sicht der Schiiler .. 188
3.4.5.2 Zeichengerite als Instrumente der Wissensvermittlung -

ein Blick auf die Theorie der Représentationsmodi ......... 189
3.4.5.3 Zeichengerite als Instrumente der Wissensvermittlung und
ihre moglichen Beztige zum Modellieren .................. 193
3.5  Mathematik-didaktische Ziele der Erforschung von Zeichengeriten ......... 195
3.5.1 Von praktischen Tétigkeiten zu theoretischen Uberlegungen und
Einsichten (Schwerpunkt 1) ....... ... ... . o i i, 196
3.5.2  Von materiellen Objekten (real bzw. digital) iber mentale Objekte zu
idealen Objekten (Schwerpunkt2) ......... ... ..., 199
3.5.3 Von Vermutungen iiber Argumente hin zum Beweis (Schwerpunkt 3) . 199
3.5.4 Zusammenfassung . ...............o.iiiiiiiii i 200

Kapitel 4:  Instrumentelle Wissensaneignung
Ein Modell fiir das Lernen mit Zeichengeréten

im Mathematikunterricht ....... ... .. .. .. ... .. oL 203
4.1  Die Ausgangssituation ................ . i il 203
4.1.1 Die theoretischen Grundlagen ............ ... ... ... .. ... ..., 203
4.1.2  Forschungsfragen und Untersuchungsansatz . ...................... 204
4.1.3 Das Untersuchungsdesign ..............ooiiiiiiiiiiiiiiine.... 204
42  Zusammenfassung der Untersuchungsergebnisse ......................... 205
4.2.1 Zeichengerite als Ideenkonglomerate verstehen .................... 206
4.2.2 Der Einfluss des Ideenkonglomerats auf die Zeichengenese
(Forschungsfrage 1) ...... ..ottt 207
4.2.3 Der Einfluss des Ideenkonglomerats auf die Instrumentelle Genese
(Forschungsfrage 2) .........couiiiiiiiniii i, 208
4.2.4 Vergleich der Instrumentellen Wissensaneignung bei einem realen und
einem digitalen Gerét (Forschungsfrage3) ........................ 211
4.2.5 Wie gelingt es, dass aus aus einem Zeichengerit ein Instrument der
Wissensvermittlung wird? (Forschungsfrage4) ..................... 213
4.3 Schlussfolgerungen ........ ..ot 216
4.3.1 Mathematik-didaktische Bedeutung der Ergebnisse ................. 216
4.3.2 Weitergehende Uberlegungen mit Blick auf das Lernen im
Mathematikunterricht ......... .. .. .. .. o 219
Literaturverzeichnis ......... ... ... .. i 223

Abbildungsnachweis . ...... ... 235



Einleitung

In der Menschheitsgeschichte spielen immer wieder Werkzeuge, ihre Erfindung und ihr
Einsatz eine entscheidende Rolle. Diese Erkenntnis driickt sich selbst in der Einteilung der
Geschichte aus.

»Die Einteilung der Friihzeit der europdischen Menschheitsgeschichte in Steinzeit,
Kupferzeit, Bronzezeit und Eisenzeit zeigt die zentrale Rolle von Werkstoffen fiir
Mensch und Gesellschaft. Jede dieser Perioden ist mit der Entwicklung von Ge-
genstianden und neuen Herstellungstechniken von Werkzeugen verkniipft, die zum
Fortschritt des Menschen beigetragen haben ...“!

Daher hangen die Entwicklung des Menschen, seine Kultur und Denkweisen aufs Engste
mit der Erfindung von Werkzeugen zusammen.

»Man’s use of mind is dependent upon his ability to develop and use »tools« or
»instruments« or »technologies« that make it possible for him to express and amp-
lify his powers.“?

Diese pragende Bedeutung der Werkzeugentwicklung und des Werkzeugeinsatzes wurde
bereits von ERNST KPP in seinem Werk ,,Grundlinien einer Philosophie der Technik. Zur
Entstehungsgeschichte der Cultur aus neuen Gesichtspunkten aus dem Jahr 1877 vertre-
ten. In dem folgenden Zitat von EDMUND REITLINGER, das sich dort auf der Titelseite
findet, ist eine Art Leitperspektive zu sehen, denn Kapp stellt es auf diese Weise seinem
ganzen Buch voran:

»Die ganze Menschengeschichte, genau gepriift, 16st sich zuletzt in die Geschichte
der Erfindung besserer Werkzeuge auf.“

Auch in der Mathematik und fiir den Mathematikunterricht wurden immer wieder Werk-
zeuge erfunden und verwendet. Im Folgenden konzentrieren wir uns auf Zeichengerite
und gehen der Frage nach, welche Bedeutung historische Gerite fiir den heutigen Mathe-
matikunterricht haben kénnen. Wie kann ein Zeichengerit eingesetzt werden und was
und wie kénnen Schiiler dabei lernen?*

! Handge/Ottinger 2006, S. 123f.

2 Bruner 1971, S. 24.

*  Kapp 1877, Titelseite.

*  Siehe auch van Randenborgh 2013b.

C. van Randenborgh, Instrumente der Wissensvermittlung im Mathematikunterricht,
DOI 10.1007/978-3-658-07291-9 1, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2015



2 Einleitung

].S. BRUNER formuliert mit Blick auf den Mathematikunterricht:

+We would suggest that learning mathematics reflects a good deal about intellectual
development. It begins with instrumental activity, a kind of definition of things by
doing them.*®

Ein Beispiel fiir eine solche »instrumentale Aktivitdt« ist das Arbeiten mit einem Zeichen-
gerat.

Eine neue, weiterfithrende Perspektive ergibt sich, wenn ein Zeichengerit als Ideenkon-
glomerat unterschiedlicher Ideen, wie z.B. der mechanischen oder der mathematischen
Idee, verstanden wird. Diese Perspektive wird in Kapitel 1 naher erldutert.®

In der hier vorliegenden empirischen Studie wurde der Einsatz des Parabelzirkels von
FRANS VAN SCHOOTEN (1615-1660) und des Pantographen von CHRISTOPH SCHEINER
(1573-1650) im Mathematikunterricht untersucht. Den Schiilerinnen und Schiilern’
standen zur Erforschung einerseits reale Nachbauten und andererseits digitale Simulati-
onen (mit GeoGebra) zur Verfiigung. Die Ergebnisse wurden im Rahmen der Instrumen-
tellen Genese und der Semiotischen Vermittlung analysiert und interpretiert. Diese grund-
legenden theoretischen Ansitze sind in Kapitel 2 dargestellt. Der Ablauf der empirischen
Untersuchung, die eingesetzten Materialien, Beobachtungen und Interpretationen finden
sich in Kapitel 3. Dort werden auch die Lernprozesse und Wege der Instrumentellen
Genese beim Einsatz eines realen Modells mit denen beim Einsatz eines digitalen Nach-
baus verglichen. Dieses ist auch mit Blick auf das in den NCTM Principles and Standards
for School Mathematics formulierte ,,Technology Principle® interessant. Dieses richtet sich
auf den Einsatz von neuen Medien, gilt aber sicherlich nicht nur fiir diese.

»The Technology Principle

Technology is essential in teaching and learning mathematics; it influences the
mathematics that is taught and enhances students’ learning.

Electronic technologies — calculators and computers - are essential tools for teach-
ing, learning, and doing mathematics. They furnish visual images of mathematical
ideas, they facilitate organizing and analyzing data, and they compute efficiently and
accurately. They can support investigation by students in every area of mathematics,
including geometry, statistics, algebra, measurement, and number. When techno-
logical tools are available, students can focus on decision making, reflection, reaso-
ning, and problem solving.“®

5 Bruner 1971, S. 68.
¢ Vgl. auch van Randenborgh 2012a.

Im Folgenden wird - aus Griinden der besseren Lesbarkeit — nur noch von Schiilern gesprochen.
Damit sind weibliche und méannliche Personen gemeint.

8 NCTM 2000, S. 24.



Einleitung 3

Die hier angesprochenen Moglichkeiten sind aber nur gegeben, wenn das Werkzeug im
Unterricht entsprechend eingesetzt wird. Mit Blick auf einen solchen Einsatz hebt WEI-
GAND zwei Dinge hervor:

»Flir den adidquaten Werkzeugeinsatz bedarf es sowohl der Kenntnisse der
Funktionsweise des Werkzeugs als auch Vorstellungen dariiber, wie sich die zu bear-

beitende Situation verandern soll.“

Bei der Erforschung eines historischen Zeichengerits kénnen Schiiler sowohl die Funk-
tionsweise des Gerits aufdecken, als auch Vorstellungen iiber seine Einsatzméglichkeiten
entwickeln. Allerdings liegt der Schwerpunkt unserer Untersuchung auf dem Entdecken des
Zeichengerits und der in ihm enthaltenen Ideen - insbesondere der mathematischen Idee.
Es geht also nicht oder nur in zweiter Linie um den praktischen Einsatz des Gerits selbst.

Bei der Gestaltung der Lernumgebung, der Arbeitsauftrige und des Unterrichts wurde
darauf geachtet, entdeckendes - ja geradezu forschendes — Lernen zu ermdéglichen. Hier
stellt das zu untersuchende Zeichengerit selbst die zu entdeckende Mathematik bereit, und
es kann daher als dufSerer Impuls im Sinne WINTERS verstanden werden.

»Entdeckendes Lernen ist weniger die Beschreibung einer Sorte von beobachtbaren
Lernvorgingen, sondern ein theoretisches Konstrukt, die Idee namlich, dafl Wis-
senserwerb, Erkenntnisfortschritt und die Ertiichtigung in Problemldsefahigkeiten
nicht schon durch Information von auflen geschieht, sondern durch eigenes aktives
Handeln unter Rekurs auf die schon vorhandene kognitive Struktur, allerdings in

der Regel angeregt und somit erst ermdglicht durch duflere Impulse.“!°

In unserer empirischen Untersuchung lieflen sich dabei bestimmte Prozesse und Lernwe-
ge feststellen. Auf diese Weise gelang es, eine Zuordnung der Schiiler nach bestimmten
Instrumentalisationstypen vorzunehmen.

Auf Grund dieser Ergebnisse wurde das Modell der Instrumentellen Wissensaneig-
nung' entwickelt und in den mathematik-didaktischen Kontext eingeordnet.

Die sich daraus ergebenden Konsequenzen fiir die theoretischen Modelle sowie didak-
tischen Ideen und Ziele des Einsatzes von historischen Zeichengeriten im Mathematikun-
terricht werden in Kapitel 4 thematisiert.

Insgesamt zeigt das vorliegende Buch, dass fiir den Prozess der Instrumentellen Genese
das Aufdecken, Erforschen und Erkldren von Grenzen, Zwingen und Moglichkeiten des
Gerits entscheidend ist. Diese besonderen Eigenschaften leiten die Untersuchung des Zei-
chengerits durch die Schiiler und bestimmen so deren Lernprozess. Mit Hilfe der Semiotik
lassen sich dabei unterschiedliche Zeichenkategorien feststellen, die fiir bestimmte Bearbei-
tungsphasen der Schiiler charakteristisch waren. Eine besondere Bedeutung kam dabei
den Trigerzeichen zu. Diese weiterfithrenden Zeichen bestimmten die darauffolgende
Schiilertitigkeit. Die Entstehung der verschiedenen Zeichen und Zeichenkategorien sowie

®  Weigand 2004, S. 5.
1 Winter 1991, S. 1. Zitiert nach: http://madipedia.de/wiki/Entdeckendes_Lernen
" Vgl. auch van Randenborgh 2012b.



4 Einleitung

der Prozess der Instrumentellen Genese konnte mit dem in diesem Buch entwickelten Ver-
standnis eines Zeichengerits als Ideenkonglomerat erklart werden. Diese Auffassung war
auch zentral bei der Erklarung von - bei der empirischen Untersuchung festgestellten —
Gemeinsamkeiten und Unterschieden beim Einsatz eines realen bzw. digitalen Nachbaus
eines Zeichengerits.

Wird im Mathematikunterricht aus einem Zeichengerit ein Instrument der Wissens-
vermittlung, dann findet ein Prozess der Instrumentellen Wissensaneignung statt. Die hier
gewonnenen Einsichten zeigen Beziige zu den bekannten Modellierungskreisldufen bzw.
Modellierungsabldufen. Sie werfen auch neue Untersuchungsfragen z.B. mit Blick auf den
Einsatz von mathematikhaltigen Medien und einer entsprechenden Medialen Wissensan-
eignung auf.



Was sind historische Zeicheninstrumente?

Als historische Instrumente bezeichnen wir Instrumente, die aus der Vergangenheit stam-
men. An dieser Stelle soll nicht eingehend diskutiert werden, wann ein Instrument als his-
torisch anzusehen ist. Es geht vielmehr darum, Kriterien dafiir zu entwickeln, wann man
von einem Instrument sprechen kann.

1.1 Was ist ein Instrument?

Zunichst ist es sinnvoll und iiblich, Instrumente nach ihrem Verwendungsbereich zu un-
terteilen. Beispielsweise kann man von Musikinstrumenten sprechen und diese weiter
einteilen nach ihrer Verwendungsart oder ihrem Verwendungszweck. So gibt es Blasin-
strumente, Streichinstrumente etc. Auch im Bereich der Medizin kann man medizinische
Instrumente unterteilen, z.B. in chirurgische Instrumente, HNO-Instrumente etc.

Fiir mathematische Instrumente gibt es entsprechende Einteilungen. So ist es gebrauch-
lich von Instrumenten zum Rechnen und Instrumenten zum Zeichnen zu sprechen.'? Au-
Berdem kann man noch Instrumente zum Messen unterscheiden.”

Dariiber hinaus kann man dann - je nach Verwendungsart — weitere Spezifizierungen
vornehmen (s.u. Einsatzidee).

In der vorliegenden Untersuchung geht es um Zeicheninstrumente. Daher beziechen
sich die weiteren Ausfithrungen auch nur auf diese.

1.2 Welche Kriterien muss ein mathematisches Instrument
erfiillen, um als Zeicheninstrument bezeichnet werden
zu konnen?

In Anlehnung an VoLLRATH" kdnnen die folgenden sechs Kriterien bzw. Ideen aufgefiihrt
werden.

1. Einsatzidee:

Besteht ein wesentliches Ziel der Anwendung des Instruments darin, dass es zum Zeich-
nen eingesetzt werden kann, dann ist seine Einsatzidee das Zeichnen. Eine feinere Unter-
teilung dieser Instrumente nach dem ,Wie“ und dem ,Was® des Zeichnens ergibt etwa'*:

2 Vgl. z.B. Vollrath/Weigand/Weth 2000, S. 123f.

® Vgl. auch Vollrath 2013.

" Vollrath 2003, S. 256ff. Vgl. auch van Randenborgh 2012b.

'* Vgl. dazu auch Bartolini Bussi/Pergola 1996, S. 45: ,,pantographs“ und ,curvigraphs®

C. van Randenborgh, Instrumente der Wissensvermittlung im Mathematikunterricht,
DOI 10.1007/978-3-658-07291-9 2, © Springer Fachmedien Wiesbaden 2015
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a) Lineale und Schablonen;
b) Pantographen und

¢) Kurvenzeichner.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird auf Pantographen und Kurvenzeichner ein-
gegangen. Weitere Ideen dieser Instrumente sollen im Folgenden kurz benannt und an-
schlieflend am Beispiel des Parabelzirkels von vaN SCHOOTEN (1615-1660) und des Panto-
graphen von SCHEINER (1575-1650) exemplarisch erldutert werden.

2. Mechanische Idee:

Ein Zeicheninstrument ist (zunédchst)'® ein materieller Gegenstand. Er besitzt eine be-
stimmte Bauweise, enthilt also eine mechanische Idee. VOLLRATH spricht von technischer
Idee und erldutert dieses am Beispiel des Zirkels:

»Mit dem Zirkel kann man seit jeher Kreise verschiedener Radien zeichnen, denn
die Schenkel des Zirkels wurden bereits im Altertum tiber ein Gelenk drehbar mitei-

nander verbunden. Das war die entscheidende technische Idee dieses Instruments.“!’

Ein Zeicheninstrument ist daher stets Trager einer mechanischen Idee.

3. Mathematische Idee:

Diese ist die fiir uns entscheidende Idee. Die von uns analysierten Instrumente beruhen
auf einer mathematischen bzw. geometrischen Eigenschaft, einerseits beziiglich der er-
zeugten Kurve (Funktionsweise) und andererseits beziiglich des Instruments selbst (Bau-
weise). Diese Idee ist die gedankliche Grundlage des Instruments. Sie stellt die Verbindung
von Funktions- und Bauweise her.

In dem wechselseitigen Zusammenspiel zwischen Bau- und Funktionsweise wird die
mathematische Idee'® sichtbar!

Die geometrische Eigenschaft der Kurve erméglicht und bestimmt — oder anders aus-
gedriickt — beinhaltet die Idee fiir die Bauweise des Zeicheninstruments. Die Bauweise,
also die zugrundeliegende geometrische Konstruktion des Instruments, ermdglicht und
bestimmt ihrerseits wiederum die Funktionsweise.

4. Didaktische Idee:

Dieses wechselseitige Zusammenspiel zwischen Bau- und Funktionsweise, also die mathema-
tische Idee, die das Zeicheninstrument ermoglicht, kann aufgedeckt und entdeckt werden.
Wird ein Zeichengerit mit diesem Ziel im Mathematikunterricht eingesetzt, so kann das
Zeicheninstrument auch Trager einer didaktischen Idee sein."”

Auf die Moglichkeiten einer Simulation von Zeichengeriten mit Hilfe einer DGS wird spiter
noch eingegangen werden (s.u. S. 16fF,, S. 102fF,, S. 164ff.).

17" Vollrath 2003, S. 256.
Es kann bei einem Instrument auch mehrere Ideen geben.
¥ Vgl. auch Weigand/Weth 2002; Bartolini Bussi 2001.
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5. Nutzungsidee:
Wird ein Zeichengerit untersucht, z.B. von Schiilern® im Mathematikunterricht, so ent-
steht eine Nutzungsidee, wie und wozu das Gerét eingesetzt werden kann.!

6. Kulturell-historische Idee:
Ein Zeicheninstrument sollte schlieSlich auch als Tréger einer kulturell-historischen Idee
betrachtet werden.”? Denn das Zeicheninstrument ist in einer ganz bestimmten histori-
schen Situation entstanden und ist Bestandteil und Ausdruck eines ganz bestimmten Inte-
resses an Geometrie und einer bestimmten Perspektive auf Mathematik.

Die einzelnen Ideen sind eng und auf vielfiltige Weise miteinander verbunden. Dieses
»Ineinander-verwoben-sein® macht das Gesamtbild des historischen Zeichengerites aus.

Um dieses deutlich zu machen, werden wir von einem Ideenkonglomerat des Gerits spre-
chen (siehe Abbildung 1.1).%

Einsatzidee

Kulturell-histor.
Idee

Mechanische
Idee

Historisches
Zeichengerat

Mathematische
Idee

Nutzungsidee

Didaktische
Idee

Abb. 1.1 Historische Zeichengerite als Ideenkonglomerate verstehen

1.2.1 Der Parabelzirkel von van ScHooten als Ideenkonglomerat

Der Parabelzirkel und andere Zeichengerite von vAN SCHOOTEN finden sich als Abbildun-
gen in den folgenden beiden Veréftentlichungen von vAN SCHOOTEN:

Zum einen in dem 1646 erschienen Werk De organica conicarum sectionum in plano
descriptione und als Wiederabdruck im vierten Teil des Buches Exercitationvim Mathemati-

Mit Blick auf eine bessere Lesbarkeit wird in unserer Arbeit die Bezeichnung ,,Schiiler® als Sam-
melbezeichnung fiir weibliche und ménnliche Schiiler verwendet. Gemeint sind also immer
Schiilerinnen und Schiiler.

21 Genaueres dazu siehe Kapitel 3, vor allem S. 120fF.
2 Vgl. auch Vollrath 1999; Bartolini Bussi 2001; Vollrath 2003.

# Vgl. van Randenborgh 2012b.



8 1 Was sind historische Zeicheninstrumente?

carum libri quinque von 1657 bzw. in der niederlindischen Version dieser Schrift aus dem
Jahr 1660, die den Titel Mathematische Oeffeningen hat.**

In die Wissenschaftsgeschichte ist vAN SCHOOTEN allerdings vor allem wegen seiner
lateinischen Ubersetzungen und anschliefenden Kommentierung der Géométrie von
DESCARTES (1637) eingegangen.? Seine kommentierten Ubersetzungen (Geometria 1649;
zweite erweiterte Auflage in zwei Banden 1659-1661 und erneut 1683 und noch einmal
1695) waren wesentlich bekannter als das franzosische Original.® Sie trugen entscheidend
zur Verbreitung der »cartesischen Sichtweise« bei, wie sie in der Géométrie beschrieben
wird. Daher wurde VAN SCHOOTEN von VAN MAANEN sogar als ,,the great propagator of
Cartesian mathematics“” bezeichnet. Personlich lernte VAN SCHOOTEN DESCARTES ver-
mutlich im Jahr 1635 kennen.?® AufSer den Kommentaren sind in den lateinischen Ausga-
ben auch noch die Forschungsergebnisse von vAN SCHOOTEN-Schiilern enthalten, deren
beriihmtester Schiiler wohl CHRISTIAAN HUYGENS (1629-1695) war.

FrRANS VAN SCHOOTEN (1615-1660) lehrte Mathematik an der Ingenieurschule, die zur
Universitét Leiden gehorte und im Jahre 1600 gegriindet wurde. Dort wurde zunéchst sein
Vater FRANS VAN SCHOOTEN DER ALTERE (1581?-1645) der Nachfolger von LUDOLPH VAN
CEULEN (1540-1610). Von 1610 bis zu ihrer Schlieffung 1679 wurde an der Ingenieurschule
Mathematik von den van Schootens unterrichtet. Denn nach dem Tod von FRANS vAN
SCHOOTEN JR. 1660 folgte noch sein Bruder PIETER VAN SCHOOTEN (1634-1679).

Abbildung 1.2 ist die Originalabbildung von VAN SCHOOTEN aus seinem Werk von 1646.”

Bemerkenswert ist, dass aufSer dem Gerit selbst noch zwei Hénde, die erzeugte Parabel
und einige Hilfslinien eingezeichnet sind. Die Hinde*® machen deutlich, an welcher Stelle
das Gerit zu halten ist und wo es zu bewegen ist. Mit Hilfe dieser Art der Darstellung ist es
wesentlich leichter, sich die Bewegung des Gerits vorzustellen.

»Ihe figures from van Schootens work (1657) include drawings of human hands

manipulating the devices. On paper, this is as close as possible to physicality.“*!

2 Diese Schrift von 1646 enthalt — anders als Weigand 1997, S. 14 es darstellt — die Abbildungen der
Zeichengerite und nicht etwa die von ihm kommentierte und iibersetzte lateinische Ausgabe der
Géométrie von Descartes aus dem Jahre 1649.

»  Zur Wiirdigung von van Schooten siehe auch van Randenborgh 2012c¢

% Vgl. van Maanen 1992. Zur Wirkungsgeschichte siehe Scriba/Schreiber 2010, S. 331ff.

¥ Van Maanen 1992, S. 225. Zu dieser Einschitzung siehe auch Hofmann 1962, S. 1 und Becker/
Hofmann 1951, S. 179.

»  So auch Hofmann 1962, S. 1 und van Maanen 1987, S. 37. Vgl. hierzu und zu weiteren biographi-
schen Begebenheiten auch Becker/Hofmann 1951, S. 179f.

2 Van Schooten 1646, S. 74.

% Allerdings sind beide Hinde rechte Hinde. Eventuell deutet das darauf hin, dass zur Nutzung des

Parabelzirkels zwei Personen optimal sind. So konnte die eine Person den Parabelzirkel festhal-
ten und die andere diesen bewegen.

31 Dennis 1995, S. 40. Bei dem angegebenen Werk von 1657 handelt es sich um den Wiederabdruck
von 1646 (s.0.).
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Abb. 1.2 van Schooten, De organica conicarum, Leiden 1646, S. 74: Parabelzirkel

Es ist deutlich erkennbar, dass es bei B und G eine Fixierung gibt. Gut ersichtlich ist auch,
dass bei H eine Fliigelmutter benutzt wurde und die Schienen FK und GI geschlitzt sind.
Die - mechanisch gesehen - schwierige und bei Bewegungen anfillige Befestigung ist bei
G erkennbar. Dort scheint es eine kunstvolle breitere Einfassung als orthogonale Befes-
tigung der Schiene GI an die Schiene GE zu geben. Die technisch besonders schwierige
Befestigung des Stiftes an D ist aber nicht besonders gestaltet.

Von der eingezeichneten Parabel ldsst sich aber in einer Bewegung nur ein Parabelast
zeichnen und dieser auch nur bis der Zeichenstift die Rautenecke H erreicht. Das Parabel-
stiick von H bis A ldsst sich nur nach einem entsprechenden Umbau zeichnen.

Warum ist in der Abbildung mehr zu sehen als nur das Gerit, oder anders gefragt: Was
wird durch die zusitzlichen Einzeichnungen deutlich? Wir denken, dass auf Grund dieser
Art der Abbildung besonders die Einsatzidee, die mechanische Idee und die mathema-
tische Idee des Parabelzirkels deutlich hervortreten.

Die Ideen sollen nun exemplarisch anhand eigener Nachbauten des Parabelzirkels auf-
gezeigt werden.”

Betrachten wir dazu den Holznachbau (Foto und Bezeichnungen siehe Abbildung 1.3).

Die Einsatzidee des Parabelzirkels ist das Zeichnen von Parabeln (Punkt P = Stift). Der
Parabelzirkel zeichnet eine bestimmte Parabel. Erst wenn Verdanderungen vorgenommen
werden, konnen weitere Parabeln gezeichnet werden. Dieses gelingt, wenn entweder der
Punkt F (= Brennpunkt) oder die Schiene Ls (= Leitlinie) oder beide in ihrer Lage zuein-
ander veridndert werden. Der wesentliche Zweck oder das Verwendungsziel dieses Gerits
ist also das Zeichnen von Parabeln.

2 Vgl. auch van Randenborgh 2012a.
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Leitschiene (Ls)

Stift / Parabelpunkt P

Brennpunkt / Fokus F \ 3

|

Diagonalschiene (Ds)

Orthogonalschiene (OS) gume

Abb. 1.3 Parabelzirkel, Holznachbau und Foto: Christian van Randenborgh 2010

An dem Holznachbau wird ersichtlich, dass die wesentliche mechanische Idee des Parabel-
zirkels die Gelenkraute (FRLQ) ist. Die mathematischen Eigenschaften dieser Raute spielen
- wie wir noch sehen werden - eine entscheidende Rolle.

Beim Parabelzirkel kann man die mathematische Idee in der Bau- und in der Funk-
tionsweise wiederfinden. So ist fiir die Bauweise fundamental, dass die Diagonalschiene
die Mittelsenkrechte zur Strecke [FL] ist. Bezogen auf die Funktionsweise ist die mathema-
tische Idee die geometrische Definition der Parabel - beim Nachbau sichtbar als Abstands-
gleichheit von [PF] und [PL].

Die didaktische Idee wird spater noch ausfiihrlicher erortert werden.* Zunéchst sei nur
darauf hingewiesen, dass beim Parabelzirkel das wechselseitige Zusammenspiel zwischen
Bau- und Funktionsweise und der Bezug zwischen mechanischer und mathematischer
Idee vor allem in der Aufdeckung der Rolle der Raute und der Diagonalschiene liegt. Um
die Entdeckung dieser Zusammenhénge wird es beim Einsatz des Parabelzirkels im Un-
terricht gehen.

Bei einem entsprechenden Einsatz im Unterricht entsteht bei den Schiilern eine Nut-
zungsidee, wie man mit dem Parabelzirkel zeichnen und wofiir man ihn benutzen kann.
Eine genauere Herausarbeitung dieser Idee erfolgt im Zuge einer empirischen Untersu-
chung (siehe Kapitel 3 (S. 851L.)).

Im 17. Jahrhundert ist ein wachsendes Interesse an neuen Instrumenten zu erkennen
(s.u. S. 22ff.). Auch in der Géométrie DESCARTES kommen Zeichengerite vor.** Der Pa-
rabelzirkel ist weder eine zufillige Entdeckung noch ist er aus dem praktischen Interesse
des Zeichnens von Parabeln entstanden. Vielmehr stand das theoretische Interesse an der

3 Siehe z.B. S. 991F., S. 151fF,, S. 169., S. 1791%., S. 196fT.
3 So z.B. Géométrie 1637, S. 318.
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Erkenntnis von Eigenschaften geometrischer Objekte — wie der Parabel - im Vordergrund
(s.u. S. 26f).

Dariiber hinaus ist der Parabelzirkel nicht das einzige Zeichengerit, das vAN ScHOO-
TEN présentiert.”

All dieses spricht dafiir, dass der Parabelzirkel auch ein bestimmtes Interesse an Ma-
thematik und einen bestimmten Blick auf die Geometrie verkorpert, kurz: eine kulturell-
historische Idee in sich tragt.

1.2.2 Der Pantograph von Scheiner als Ideenkonglomerat

Pantographen werden zu Beginn des 17. Jahrhunderts zum ersten Mal erwéhnt, der ge-
naue Ursprung dieser Geréte ldsst sich aber nicht vollstindig rekonstruieren. Bei spéteren
Bezugnahmen auf Pantographen wurde oft SCHEINER als Entdecker angegeben.* Als Er-
findungsjahr wird dann das von SCHEINER selbst in seiner Verdffentlichung (1631) ge-
nannte Jahr 1603 angegeben.” Dieses mag auch der Grund dafiir sein, dass die beiden
fritheren Werke iiber Pantographen dann nicht als urspriinglicher angesehen wurden.*
SCHEINERS Buchtitel lautet:

Pantographice, seu ars delineandi res quaslibet per
parallelogrammum lineare seu cavum, mechanicum,
mobile; libellis duobus explicata, & demonstrationi-
bus geometricis illustrata: quorum prior epipedogra-
phicen, sive planorum, posterior stereographicen, seu
solidorum aspectabilium vivam imitationem atque
proiectionem edocet.

Bereits hier wird eine zweifache Verwendungs-
mdoglichkeit des Pantographen genannt:

1. Ersprichteinerseits von ,prior epipedographicen,
sive planorum®. Dieses ist der Einsatz des Panto-
graphen, der hier thematisiert werden wird.

2. Weiter heifit es in dem Titel: ,,posterior stereo-
graphicen, seu solidorum aspectabilium vivam
imitationem atque proiectionem edocet”. Damit
ist der Einsatz des Gerdits als ein Perspektograph
gemeint.”

Abb. 1.4 Scheiner, Pantographice, Rom
1631, Titelblatt

Auch die anderen Kegelschnitte werden in van Schooten (1646) mit Zeichengeriten erzeugt.

So z.B. in Lexika, wie Brockhaus' Kleines Konversations-Lexikon 1911, Bd. II, S. 347 (siehe: www.
zeno.org/Brockhaus-1911/A/Pantograph?hl=pantograph). Vgl. auch Goebel et al. 2003, S. 9.

37 Scheiner 1631, S. 4.
3% Bramer 1617 und Schwenter 1617/18. Zu beiden s.u. S. 42f und S. 44f.

Zu dem Begriff ,,Perspektograph® und zu didaktischen Erfahrungen damit siehe Bartolini Bussi
2000, S. 346ff.
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Beide Einsatzmoglichkeiten werden auch auf dem Titelblatt (siehe Abbildung 1.4) darge-
stellt. Fiir die erste benétigt man einen Zeichentisch, und fiir die zweite Verwendung wird
eine Zeichenleinwand auf einem Stativ gebraucht (siehe Titelbild unten in der Mitte).

Den Anstof3 zur Entwicklung eines derartigen Geréts hat SCHEINER nach eigenen An-
gaben durch eine Begegnung mit dem Maler GREGORIUS erhalten.” Dieser soll behauptet
haben, ein derartiges Gerit zu haben, wollte es SCHEINER jedoch nicht zeigen. Damit war
die Neugier von SCHEINER geweckt, der nun seinen Pantographen entwickelte.*!

Eine Abbildung seines Zeichengerits wird in dieser Schrift gegeben (siehe Abbildung
1.5).

Auch hier werden — wie bei VAN SCHOOTENS Parabelzirkel - aufler dem Gerét selbst, eine
damit durchgefiihrte Zeichnung und Hilfslinien abgebildet. Allerdings sind die erforder-
liche Fixierung des Gerits und die durchzufithrenden Bewegungen bzw. die Moglichkei-
ten, wo man das Gerdt anfassen und bewegen kann, hier nicht erkennbar.

Dennoch wird mehr als das blofSe Zeichengerit dargestellt, und damit werden wieder-

um die Einsatzidee, die mechanische Idee und die mathematische Idee des Pantographen
deutlich.

PARS I. CAP. VI 29

Abb. 1.5 Scheiner, Pantographice, Rom 1631, S. 29: Pantograph

% Siehe Scheiner 1631, S. 3ff. Bei dem dort erwdhnten Maler Gregorius handelt es sich vermutlich

um Gregorius Sickinger (1558-1631).

Dieser Anspruch wird von ihm durch den doppelten, griechischen Ausruf Heureka (siehe Schei-
ner 1631, S. 5) unterstrichen.

41



1.2 Welche Kriterien muss ein mathematisches Instrument erfiillen? 13

Die Ideen sollen nun anhand der folgenden Holz-Pantographen (Fotos und Bezeichnun-
gen siehe Abbildungen 1.6 und 1.7) kurz aufgezeigt werden.

=
RN~
BRI &

Abb. 1.6 Eigener Pantograph Abb. 1.7 Pantograph der Firma H&D
(Foto: van Randenborgh) (Foto: van Randenborgh)

Die Einsatzidee des Pantographen ist das Zeichnen einer Kopie bzw. das Herstellen einer
Verkleinerung oder Vergroflerung eines Originals. Da das Ausgangsbild weitgehend belie-
big ist, wurde der Name Pantograph gewéhlt. Das Wort setzt sich aus den beiden griechi-
schen Worten mav und ypadpd zusammen. Das erste bedeutet »alles, alles mogliche« und
das zweite heif$t »zeichnen, etwas beschreiben im Sinne von konstruieren, schreiben«. Es
ist also ein Alleszeichner.**

Ist der Punkt F (Pol) am Zeichentisch fixiert, kann man den Pantographen am Fahrstift C
anfassen und bewegen (z.B. entlang eines vorgegebenen Originalbildes). Der Zeichenstift
E zeichnet dann - je nach Einstellung - die gewiinschte Abbildung. Die entsprechende
Einstellung wird iiber das Parallelogramm ABCD gesteuert. Es ldsst sich bei B und D ,,um-
schrauben®

Am Holznachbau wird erkennbar, dass die wesentliche mechanische Idee des Pantogra-
phen das Gelenkparallelogramm (ABCD) ist.

Auch beim Pantographen kann man in der Bau- und in der Funktionsweise die mathe-
matische Idee wiederfinden. Fiir die Bauweise ist entscheidend, dass das Viereck ABCD
immer ein Parallelogramm ist. Dariiber hinaus ist wichtig, dass F, C, E immer auf einer
Geraden liegen.

Mit Blick auf die didaktische Idee kommt es auch beim Pantographen auf das wechsel-
seitige Zusammenspiel zwischen Bau- und Funktionsweise an. Zentral sind hier die Bezie-
hung zwischen mechanischer und mathematischer Idee und insbesondere das Aufdecken
der Funktion des Parallelogramms sowie die Erkenntnis, dass F, C, E auf einer Geraden
liegen. Insbesondere lésst sich das Vergroflerungsverhaltnis ,,in dem Gerét wiederfinden®

2 Zu weiteren Bezeichnungen, wie z.B. Storchenschnabel, siehe Goebel et al. 2003.
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Diese Entdeckungen stehen im Untersuchungszentrum beim Unterrichtseinsatz des Pan-
tographen. So entstehen bei den Schiilern Nutzungsideen, was man mit dem Pantogra-
phen machen und wie man mit ihm zeichnen kann.

Der Pantograph stammt aus dem 17. Jahrhundert, und schenkt man der von SCHEINER
berichteten Motivation fiir die Erfindung seines Pantographen Glauben, dann ist dieses
Zeichengerit zundchst aus Neugier am praktischen Einsatz entstanden. Sein Buch ist al-
lerdings ein Lehrbuch, das insbesondere die mathematischen Grundlagen thematisiert.
Dabher steht dann auch bei SCHEINER das theoretische Interesse im Vordergrund.

Die weitere Entwicklung (s.u. S. 42ff.) zeigt, dass Pantographen - anders als der Pa-
rabelzirkel - bis auf den heutigen Tag* gebaut werden und ein grof3es Spektrum an prak-
tischen Einsatzmoglichkeiten erfahren haben. Der Pantograph tragt damit eine kulturell-
historische Idee in sich.

Nachdem nun die Kriterien dafiir benannt und an Beispielen erlautert wurden, die ein
mathematisches Instrument zu einem Zeichengerit machen, soll nun umgekehrt gefragt
werden, wie aus einem Instrument, das zum Zeichnen genutzt wird, ein mathematisches
Instrument entsteht.

1.3  Wannist ein Instrument, das zum Zeichnen genutzt
werden kann, ein mathematisches Instrument?

Ein Zeicheninstrument zu benutzen, bedeutet nicht zwangslaufig, es als mathematisches
Instrument zu betrachten. Denkbar ist durchaus, dass jemand ein Zeicheninstrument, wie
etwa den Zirkel, benutzt, um damit (geometrische) Figuren, wie Kreise, z.B. als Ornamente
herzustellen. Dieser kiinstlerische Gebrauch setzt nicht voraus, dass die mathematische
Idee, also die geometrische Definition (Ortslinie) des Kreises*, bekannt ist, und auch der
Bezug zur Kreisgleichung ist nicht unmittelbar gegeben.” Entscheidend ist vielmehr, dass
die mathematische Idee des Instruments beim Zeichnen eine Rolle spielt.

Fiir einen (rein) praktischen bzw. kiinstlerischen Gebrauch geniigt es vermutlich, dass
die mit dem Gerit erzeugte Figur augenscheinlich so aussieht wie z.B. ein Kreis. Bei einer
mathematischen Betrachtung ist aber das theoretische Interesse leitend. Das Zeicheninstru-
ment muss so konstruiert und gebaut sein, dass es theoretisch eine exakte Losung liefert.
Damit ist die mathematische Idee eine Art Leitidee fiir die mechanische Idee.

Dieses theoretische Interesse lasst sich in der Mathematikgeschichte immer wieder
nachweisen. Hierzu ist die Analyse von zwei wichtigen Stationen in der Geschichte der
Geometrie und ihrer Zeicheninstrumente wichtig. Diese sind eng mit den Namen EUKLID
und DESCARTES bzw. ihren Werken ,,Die Elemente® (Ztotxeia) und ,,Die Geometrie (La
Géométrie) verbunden.

# Siehe z.B.: www.gravograph.com.

*  Ein Kreis verstanden als Menge aller Punkte, die von einem festen Punkt (=Mittelpunkt) den

gleichen Abstand haben.
# Vgl. auch Bartolini Bussi/Mariotti 2008, S. 748.
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1.4 Diezwei wichtigsten Stationen von Zeicheninstrumenten
in der Mathematikgeschichte

Betrachtet man die Anzahl der in der Geometrie verwandten Kurven, so muss man BAR-
TOLINI BussI zustimmen, die die Meinung vertritt, dass es in der Zeit von Euklid bis ins
17. Jahrhundert keinen wesentlichen Zuwachs an neuen Kurvenarten gab.

»The situation remained the same until the 17th century, when the group was vastly
expanded and new methods of either generating or describing the known curves
were added to the old ones.“

Daher kann man fiir Zeicheninstrumente als markanten Einschnitt das 17. Jahrhundert
betrachten. In der Zeit davor ist besonders die Antike, verkorpert durch EUKLID, interes-
sant. Im 17. Jahrhundert beginnt eine neue Entwicklung, die durch DESCARTES verkorpert
wird. Diese setzt sich im 18. Jahrhundert fort, bis es dann im 19. Jahrhundert eine wichtige
Weiterentwicklung gibt (s.u. S. 34ft.)."

1.4.1 Zeichengerate in der Antike

1.4.1.1 Eukuips ELEMENTE
Spatestens seit EUKLID (ca. 300 v. Chr.) haben Zirkel und Lineal fiir die Geometrie eine
grofle Bedeutung.

»The ruler and the compass are built into the axioms at the foundation of Euclidean
geometry. Euclidean geometry can be defined as the science of ruler-and-compass
constructions.”*

Zwar wird in Euklids Elementen davon gesprochen, dass man einen Kreis zeichne (kdk\og
yeypaeOw),* wie man einen Kreis zeichnet, wird von EUKLID aber nicht thematisiert. Be-
trachtet man die ersten drei Postulate, so kann man sagen, dass diese so formuliert sind,
dass Zirkel und Lineal als die (einzigen) in der Geometrie zuldssigen Zeicheninstrumente
implizit festgelegt werden™:

4 Bartolini Bussi 2001, S. 29.

¥ Bartolini Bussi (2005) teilt die Geschichte der Kegelschnitte in vier Hauptphasen ein: 1) Grie-
chische Mathematik, 2) 17. Jahrhundert, 3) 18. und 19. Jahrhundert, 4) 20. Jahrhundert. Siehe
Bartolini Bussi 2005, S. 40f.

4 Davis/Hersh 1981, 13.
¥ SozB.Buchl §2 (A.2).
% Zu dieser Interpretation vgl. auch Bartolini Bussi 1998, S. 738. Vgl. auch Artmann 1999.



16 1 Was sind historische Zeicheninstrumente?

SAltpata e’ Postulate (5).

a’ [1].’HitnoBw amo mavtog onpeiov £mt iy (1) Ich fordere, von jedem Punkt zu jedem
onpeiov evBeiav ypapunv dyayeiv. Punkt eine gerade Linie zu fiihren,

B’ [2]. Kai memepacpévny evbeiav katd 10 (2) und eine begrenzte gerade Linie entlang
ovvexeg én’ ev0eiag exPoaleiv. der Verbindung gerade zu verldngern,
v’ [3]. Kai mavti kévipw kol Staotrpartt (3) und einen Kreis mit jedem Mittelpunkt
KUKAOV ypd@eaDat. ! und Radius zu zeichnen. *

Die ersten beiden Postulate lassen sich mit einem Lineal durchfiithren. Jedoch schlief3t
seine Formulierung ,von jedem Punkt zu jedem Punkt eine gerade Linie“ zeichnen zu
kénnen, Fille ein, die jenseits der praktischen Durchfithrung liegen. Denn es ist durch-
aus so zu verstehen, dass man dieses — theoretisch - auch bei Punkten durchfiihren
kann, die sehr weit, d.h. — praktisch — unerreichbar fiir ein reales Lineal, auseinander
liegen. Entsprechend ist auch das 3. Postulat zu interpretieren. ,,Einen Kreis zu jedem
Mittelpunkt und Radius® zeichnen zu konnen, schlief3t ebenso Fille ein, bei denen der
Radius so grofd ist, dass es keinen realen Zirkel gibt, mit dem man einen entsprechenden
Kreis — praktisch - zeichnen kann. Die theoretische Moglichkeit ist somit bei EUKLID
das Entscheidende!

Es wird auch an keiner Stelle von EUKLID gesagt, wo und wie man einen Zirkel benut-
zen soll oder welche praktischen Einsatzméglichkeiten es gibt. Der Einsatz von Zeichen-
instrumenten wird von EUKLID - auch bei seinen vielen Konstruktionsbeschreibungen
- niemals direkt beschrieben. Erst recht gibt es keine Beschreibung von Naherungslo-
sungen durch einen Instrumenteneinsatz, die vielleicht fiir die Bewiltigung in der Pra-
xis ausreichend wiren. Das Interesse EUKLIDS ist rein theoretisch.® Die mathematische
Idee des Zirkels ist das Kriterium fiir den zumindest theoretisch denkbaren Einsatz
bei EukLID.”* Man kénnte auch sagen, dass der Zirkel das Instrument ist, mit dem das
geometrische Objekt Kreis sichtbar und die geometrische Definition® des Kreises zu-
ganglich wird. Ob EUKLID noch andere Zeichengerite kannte, ldsst sich allerdings nicht
mit Sicherheit beantworten.*

31 Quelle: http://www.physics.ntua.gr/~mourmouras/euclid/book1/elements1.html#a.

52 Eigene Ubersetzung.

> Soauch Bartolini Bussi 2001, S. 29.

* Vgl. auch die Argumentation bei Bartolini Bussi 2001, S. 28f; Bartolini Bussi 1998, S. 738.

> Gemeint ist der Kreis als Menge aller Punkte, die von einem festen Punkt den gleichen Abstand
haben.

¢ Kegelschnitte kannte Euklid sicherlich. So hat er ein Buch mit den Titel Konika verfasst, das
jedoch verschwunden ist (vgl. Becker/Hoffman 1951, S. 69). Bartolini Bussi 2001, S. 29 behaup-
tet, dass andere Zeicheninstrumente zur Zeit des Euklid bekannt gewesen seien und nennt die
Konchoide des Nikomedes. Dieses kann aber so nicht stimmen, da Nikomedes (um 180 v. Chr.)
deutlich nach Euklid (um 300 v. Chr.) lebte.



