WILEY-VCH

Stefan Hartmann

echnische Me\)ﬁ




Tecische egunic




le-tex
Dateianlage
9783527681624.jpg





Stefan Hartmann

Technische Mechanik



Beachten Sie bitte auch weitere interessante Titel

zu diesem Thema

Oettel, H., Schumann, H. (Hrsg.)

Metallografie
Mit einer Einfihrung in die Keramo-
grafie, 15. Auflage

2011
Print ISBN: 978-3-527-32257-2

Worch, H., Pompe, W., Schatt, W. (Hrsg.)
Werkstoffwissenschaft
10. Auflage

2011
Print ISBN: 978-3-527-32323-4

Callister, W.D., Rethwisch, D.G.

Materialwissenschaften
und Werkstofftechnik

Eine Einfiihrung

2012
Print ISBN: 978-3-527-33007-2

Fischer, K., Glinther, W.

Technische Mechanik
2. Auflage

2013
Print ISBN: 978-3-527-33381-3; auch in
elektronischen Formaten verfiigbar

Helm, D.

Einflihrung in die
Kontinuumsmechanik

2014
Print ISBN: 978-3-527-33597-8

de Borst, R,, Crisfield, M.A., Remmers, J.J.,
Verhoosel, C.V.

Nichtlineare
Finite-Elemente-Analyse von
Festkorpern und Strukturen

2014
Print ISBN: 978-3-527-33660-9; auch in

elektronischen Formaten verfiigbar

Hartmann, S.

Technische Mechanik
Prifungstrainer
2014

Print ISBN: 978-3-527-33700-2; auch in
elektronischen Formaten verfiigbar



Stefan Hartmann

Technische Mechanik

WILEY-VCH

Verlag GmbH & Co. KGaA



Autor

Stefan Hartmann

TU Clausthal
Festkorpermechanik
Adolph-Roemer-Str. 2a
38678 Clausthal-Zellerfeld
Germany

Alle Biicher von Wiley-VCH werden sorgfiltig
erarbeitet. Dennoch iibernehmen Autoren,
Herausgeber und Verlag in keinem Fall,
einschliefSlich des vorliegenden Werkes, fiir die
Richtigkeit von Angaben, Hinweisen und
Ratschldgen sowie fiir eventuelle Druckfehler
irgendeine Haftung.

Bibliografische Information der

Deutschen Nationalbibliothek

Die Deutsche Nationalbibliothek verzeichnet
diese Publikation in der Deutschen Nationalbi-
bliografie; detaillierte bibliografische Daten sind
im Internet iiber http://dnb.d-nb.de abrufbar.

© 2015 WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA,
Boschstr. 12, 69469 Weinheim, Germany

Alle Rechte, insbesondere die der Uberset-
zung in andere Sprachen, vorbehalten. Kein
Teil dieses Buches darf ohne schriftliche Ge-
nehmigung des Verlages in irgendeiner Form
— durch Photokopie, Mikroverfilmung oder
irgendein anderes Verfahren — reproduziert
oder in eine von Maschinen, insbesondere von
Datenverarbeitungsmaschinen, verwendbare
Sprache iibertragen oder iibersetzt werden.
Die Wiedergabe von Warenbezeichnungen,
Handelsnamen oder sonstigen Kennzeichen in
diesem Buch berechtigt nicht zu der Annahme,
dass diese von jedermann frei benutzt werden
diirfen. Vielmehr kann es sich auch dann um
eingetragene Warenzeichen oder sonstige ge-
setzlich geschiitzte Kennzeichen handeln, wenn
sie nicht eigens als solche markiert sind.

Umschlaggestaltung Adam Design, Weinheim
Satz le-tex publishing services GmbH, Leipzig,
Deutschland

Druck und Bindung Markono Print Media

Pte Ltd, Singapore

PrintISBN 978-3-527-33699-9
ePDFISBN 978-3-527-68162-4
ePub ISBN 978-3-527-68167-9
Mobi ISBN 978-3-527-68166-2

Gedruckt auf sdurefreiem Papier



1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6

2.1
2.2
2.2.1
2.2.2
2.3

3.1
3.2
3.2.1
3.2.2
3.2.3
3.3
3.4

Inhaltsverzeichnis

Vorwort X/

Einfiihrung [

Teil | Statik starrer Kérper 7

Einfiihrung in die Vektorrechnung 9
Grundgedanken der Vektorrechnung 9

Das Skalarprodukt 17

Das Vektorprodukt 23

Das Spatprodukt 29

Das doppelte Vektorprodukt 31

Anwendung der Vektorrechnung in der Geometrie

Kraftsysteme 37

Kraft und Moment 38

Definition von Kraftsystemen 43

Allgemeine Anmerkungen zu Kraftsystemen 44
Ebene Kraftsysteme 52

Kraftdichten 56

Schwerpunktberechnungen 59

Materieller Kérper und Massenmittelpunkt 59
Linien-, Flichen- und Volumenschwerpunkte 66
Linienschwerpunkte 66

Flachenschwerpunkte 70
Volumenschwerpunkte 76

Schwerpunkt und Gravitation 78

Linien- und Flichenlasten 81

Strukturelemente 91
Schnittprinzip und Lagerreaktionen 92

32



VI | Inhaltsverzeichnis

4.2 Untersuchung der Losbarkeit von Starrkérperberechnungen 97
4.3 Statisch bestimmte Fachwerkberechnung 104

4.3.1 Statische Bestimmtheit von Fachwerken 107

4.3.2 Zweidimensionale Fachwerkberechnung 109

4.4 Balkenberechnung 118

4.4.1 Geradlinige Balken 118

4.4.2 Differentialgleichung der Schnittgréflen beim geraden Balken 134
44.3 Superpositionseigenschaften 144

44.4 Rahmentragwerke 145

4.5 Seilberechnung 150

4.5.1 Fall 1: Seile mit Einzellasten 151

4.52 Seile unter Streckenlast 153

4.5.3 Fall 2: Seile mit projizierter Streckenlast 157

454 Fall 3: Eigengewicht 160

4.6 Momentenfreie Bogen 163
5 Reibung 167

5.1 Haftreibung 167

5.2 Seilreibung 175

Teil Il Statik elastischer Kérper 181

6 Eindimensionaler Spannungs- und Verzerrungszustand 183
6.1 Experimentelle Beobachtungen 184
6.2 Der eindimensionale, linear elastische Festkorper 185

6.2.1 Kinematik 186

6.2.2 Materialeigenschaften 188

6.2.3 Gleichgewichtsbedingungen 192
6.2.4 Temperaturausdehnung 197

6.3 Fachwerkberechnung 199

7 Mehrdimensionale Spannungs- und Verzerrungszustande 211
7.1 Grundgleichungen der Elastostatik 211

7.1.1 Der dreidimensionale Spannungszustand 212

7.1.2 Gleichgewichtsbedingungen 222

7.1.3 Verzerrungs- und Verschiebungszustinde 225
7.1.4 Lineare und isotrope Elastizitit 229

7.2 Spannungsmafle 237

7.2.1 Hydrostatische und deviatorische Spannungen 237
7.2.2 Vergleichsspannungen 239

7.2.3 Hauptspannungen 241

7.3 Erweiterte Betrachtungen der Elastostatik 247
7.3.1 Thermo-Elastizitit 254

7.4 Zweidimensionale Elastostatik 255



7.4.1
7.4.2

8.1
8.2
8.2.1
8.2.2
8.2.3
8.2.4
8.3
8.3.1
8.3.2
8.3.3
8.4
8.5
8.5.1
8.5.2
8.5.3
8.5.4
8.5.5
8.6
8.6.1
8.6.2
8.6.3
8.7
8.8
8.8.1
8.8.2

9.1
9.1.1
9.1.2
9.1.3
9.14
9.2
9.3

10
10.1
10.1.1

Inhaltsverzeichnis

Ebener Spannungszustand 256
Ebener Verzerrungszustand 264

Technische Balkentheorie 265
Spannungs-Schnittgréfienzusammenhang 266
Einfache Biegung des geraden Balkens 268

Reine Biegung 269

Technische Biegetheorie 274

Biegung mit Normalkraft 282

Unstetige Lasten — Foppl-Symbolik 283
Querschnittswerte 293

Flichenschwerpunkte 293

Statische Momente 294

Flaichenmomente 295

Zweiachsige Biegung 306

Torsionstheorie 314

Reine Torsion 315

Technische Torsionstheorie 326

Diinnwandige, geschlossene Hohlquerschnitte 328
Diinnwandige, offene Hohlquerschnitte 335
Vergleich diinnwandiger Profile 338

Biegung mit Querkraft 339

Berechnung der Schubspannung einfacher Querschnitte 339
Schubspannungen bei diinnwandigen, offenen Profilen 343
Schubweiche Balken 355

Superposition von Lésungen 359

Knicken von Stiben 360

Gelenkstab mit Feder 360

Eulersche Knickfalle 362

Energetische Betrachtungen 373

Grundbegriffe der Energiemethoden 373
Forménderungsenergie dreidimensionaler Festkorper 377
Biegung 377

Torsion 379

Superposition von Formadnderungsenergien 380

Satze von Maxwell, Betti und Castigliano 381

Prinzip der virtuellen Verschiebungen 394

Teil . Dynamik starrer Kérper 405
Kinematik von Punktmassen und starren Kérpern 407

Dreidimensionale Punktbewegung 407
Bewegung, Geschwindigkeit und Beschleunigung 408

Vil



Vil

Inhaltsverzeichnis

10.1.2
10.1.3
10.1.4
10.2
10.3
10.4
10.5
10.6

11
11.1
11.2
11.3
11.4
11.4.1
11.4.2
11.5
11.5.1
11.5.2
11.6
11.6.1
11.6.2
11.7
11.8
119
11.9.1

11.9.2

12

12.1
12.2
12.3

13

131
132
13.3
13.4

B.1
B.1.1

Bogenldngendarstellung der Bewegung 411

Ebene Kreisbewegung 414

Geradlinige Bewegung. 418

Dreidimensionale Starrkorperbewegung 419

Ebene Starrkorperbewegung 424

Bewegte Bezugssysteme 434

Bewegte Bezugssysteme in der Starrkérpermechanik 442
Kreiselkinematik 443

Bilanzgleichungen der Mechanik 447

Masse-, Impuls- und Drehimpuls 447

Massenbilanz 448

Impulssatz fiir Punktmassen 449

Spezielle Krifte 454

Federkraft 455

Widerstandskrifte 460

Massenmittelpunkt und Massentragheitsmomente 467
Massenmittelpunkt 468

Massentragheitsmomente 469

Impuls- und Drehimpulsbilanz bei Starrkérpern 493
Massenmittelpunktsatz 494

Drehimpulssatz 495

Der Fall der Statik 501

Ebene Starrkorperbewegung 502

Impuls- und Drallsatz im bewegten Bezugssystem 511
Massenmittelpunktsatz fiir Punktmassen im bewegten
Bezugssystem 512

Impuls- und Drallsatz im korperfesten Bezugssystem 517

Bilanz der mechanischen Leistung/Energiesatz 529
Energiebetrachtungen bei Punktmassen (geradlinige Bewegung) 529
Energiebetrachtung bei Punktmassen 536

Energiebetrachtungen bei Starrkérperbewegungen 539

Der StoB 547

Grundbetrachtungen des Stofles 547
Gerader, zentraler Stof§ 550

Schiefer, zentraler Stofs 555
Exzentrischer Stof 557

Anhang A Dimension und Einheit 559
Anhang B Analysis 561

Funktionen 561
Trigonometrische Funktionen 561



B.1.2
B.1.3
B.2
B.2.1
B.2.2
B.3

C1
C2
C.3
C4
C5

Inhaltsverzeichnis

Betragsfunktion 563

Areafunktionen 564

Funktionen und deren Ableitungen 565
Produktregeln 567

Kettenregel 569

Flachen- und Volumenintegrale 571

Anhang C Lineare Algebra 577

Matrizenrechnung 577

Homogene Gleichungssysteme 583

Losung von zwei Gleichungen fiir zwei Unbekannte 584
Berechnung der Eigenvektoren 585

Einfiihrung in die Tensorrechnung 587

Literaturverzeichnis 593

Stichwortverzeichnis 595

IX






Vorwort

Die Beschreibung der Einfliisse von Kréften auf technische Strukturen bzw. dem
Fluss der Krafte durch ein Bauteil sowie dessen Deformation tritt in allen Be-
reichen der Ingenieurwissenschaften auf. Dies betrifft nicht nur das mit seiner
Vielzahl an Bauwerken geprégte Bauingenieurwesen oder den Maschinenbau und
den darin zu konstruierenden Bauteilen, sondern insbesondere auch die Luft-
und Raumfahrttechnik, die Verfahrenstechnik, die Mechatronik, die Werkstoff-
technik, die Materialwissenschaften sowie viele weitere kleinere Studienginge.
Jeder Student sowie der spater im Berufsleben titige Ingenieur ist mit der Tech-
nischen Mechanik mehr oder weniger konfrontiert. Auch wenn es manchmal le-
diglich die Berechnung der mechanischen Spannung in einer Zugprobe ist. Auf
die Mechanik, welche von Studenten schon immer als das Fach mit den hochsten
Anspriichen im Grundstudium (neben der Mathematik) angesehen wird, greifen
die Konstruktionstechnik, die Regelungstechnik, die Betriebsfestigkeit, die Werk-
stofftechnik, die Behandlung tribologischer Systeme (Lager), die Baustatik, der
Stahl- und Holzbau, der Stahl- und Spannbetonbau, und eine Reihe weiterer Fa-
cher zuriick. Unterschwellig lernt man zudem die Fahigkeit zur Problemlésung.
Die Technische Mechanik Ausbildung ist daher kein Selbstzweck, sondern we-
sentliche Voraussetzung fiir das weitere Studium, auch wenn schon immer sug-
geriert wurde, dass man mit erheblich weniger Kenntnissen auskommt.

Ziel des Buches ist es daher die Technische Mechanik grundlegend zu vermit-
teln, wobei damit offensichtlich nicht dem heutigen Trend der Vermittlung ober-
flachlichen Wissens, sondern insbesondere der Aufarbeitung fundierter Kennt-
nisse gefolgt wird. Die Didaktik zur Vermittlung dieses Wissens konnte entweder
deduktiv erfolgen, d. h. man wiirde von den allgemeinen Naturgesetzen ausgehen
und mit einer erforderlichen mathematischen Tiefe die Theorie der Technischen
Mechanik vorstellen. Da tiblicherweise hierzu die mathematische Sprache in den
ersten Semestern des Ingenieurstudiums fehlt, ist die klassische Dreiteilung der
Technischen Mechanik in die Gebiete Statik, Elastostatik und Dynamik gewahlt
worden. In diesem Sinne grenzt sich das Buch nicht von den klassischen Lehrbii-
chern ab. Der Verfasser hat jedoch auf einige Themen einen grofieren Wert gelegt,
wie zum Beispiel eine konsistent eingefithrte Vektorrechnung, die allgemeine Be-
stimmung der Hauptspannungen, zweiachsige Biegung sowie eine konsequente
Herleitung der Schubspannungsverteilung bei Balken, um nur einige Themen zu
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Vorwort

nennen. Auch wird ein spezieller Wert auf den Bezug zu experimentellen Beob-
achtungen gelegt. Fiir vereinzelte Beispiele sind daher Laborexperimente heran-
gezogen worden, um zu verdeutlichen, dass die doch eher theoretischen Betrach-
tungen mit den Beobachtungen etwas zu tun haben und die hergeleiteten Formeln
zur Prognose praktischer Anwendungen geeignet sind.

Das Buch wird auch nicht in drei einzelne Biicher zerlegt, sondern es beschréankt
sich auf die Darstellung der drei Teilgebiete der Technischen Mechanik in einem
kompakten Werk. Je nach Umfang einer Vorlesung kann man sich die erforder-
lichen Abschnitte in den einzelnen Teilen des Buches heraussuchen und nachar-
beiten.

Im Folgenden seien einige Anmerkungen an die Lernenden gerichtet: Es gibt
mehrere Stufen des Lernens. Zunéchst geht es in jeder Vorlesung um das An-
eignen von Wissen, welches wiedergegeben werden muss. Diese Fahigkeit reicht
jedoch nicht fiir eine Lehrveranstaltung wie die der Technischen Mechanik aus.
Dariiber hinaus miissen die Lernenden Verstdndnis entwickeln und die Sachver-
halte selbsténdig erkldren und interpretieren konnen (dies kann sehr gut mit einer
Kommilitonin oder einem Kommilitonen getibt werden).

Wenn man diese Stufe erreicht hat, sollten die gewonnenen Vorgehensweisen
und Konzepte angewendet werden, indem man Aufgaben selbstindig berechnet
und l6st. Nach dieser dritten Lernstufe miissen die Ergebnisse analysiert oder ver-
glichen werden, d. h. die in den Gleichungen auftretenden , Buchstaben® sowie die
Gleichungen selbst miissen erldutert werden. Es treffen daher zwei Probleme in
der Mechanik aufeinander: Einerseits die Verwendung der Mathematik als Spra-
che und andererseits die Problemstellung der Physik, die es zu beschreiben gilt.
Dabei ist bekannt, dass meist die mangelnden Kenntnisse der Mathematik die ei-
gentlichen Ursachen von entstehenden Lernproblemen darstellen. Hierzu wird
probiert die Grundlagen auf sehr engem Raum bereitzustellen. Darauf aufbau-
end kommt in der Synthese die Fahigkeit selbst zu entwerfen und zu entwickeln
hinzu (d. h. hier Aufgaben und Fragen fiir mechanische Probleme). Die sechste
und letzte Lernetappe stellt die Bewertung dar, in der man entscheiden, bewerten
und beurteilen lernt. Ein Ziel des Studierenden muss es daher sein, moglichst die
»hochste” Stufe der Ausbildung zu erreichen. Zumeist glaubt man im Bereich der
Technischen Mechanik, dass die Lernetappe Wissen wiederzugeben ausreichend
ist. Dies ist leider nicht der Fall. Wiinschenswert ist es mindestens Ergebnisse ana-
lysieren zu konnen.

Die Technische Mechanik ist keine Vorlesung in der man alles auswendig lernen
kann. Es werden Konzepte an die Hand gegeben, mit denen man viele grundle-
gende Fragestellungen l6sen kann. Auch ist der Ubergang von der Schule an eine
Universitét zu berticksichtigen, d. h. das Begreifen des Stoffes wiahrend der Vor-
lesung ist nicht immer fiir jeden moglich. Man muss sich also den Stoff aneignen
und erarbeiten, was als Studium bezeichnet wird. Aus eigener Erfahrung kann ich
sagen, dass Lernen auch schmerzen kann. Es fillt nur den Allerwenigsten zu, dass
dies einfach ist. Dem Leser wird daher empfohlen das Angebot aufzugreifen, sich
die Theorie in diesem Buch und der darin zitierten Literatur zu erarbeiten.



Vorwort

Das in diesem Lehrbuch aufbereitete Wissen entstammt dem Werdegang des
Verfassers, welcher einerseits durch ein praxisorientiertes Bauingenieurstudi-
um sowie einer vertiefenden Lehre seines Lehrers und Freundes Professor Peter
Haupt geschuldet ist. Diesbeziiglich sind die Kenntnisse durch die Lehrjahre an
der Universitat Kassel und der Technischen Universitit Clausthal gepragt.

Bei der Entstehung eines jeden Buches wirken unterschiedliche Personen mit.
Zuniéchst sei dem Verlag fiir das Interesse an dem Buch sowie der Unterstiitzung
wihrend des Produktionsprozesses Dank ausgesprochen. Unterstiitzt haben mich
zudem meine Téchter und meine Frau beim Korrekturlesen, wobei meine Familie
viel Entbehrung beim Entstehen des Werkes auf sich genommen hat. Ihnen sei
besonders gedankt.

Clausthal-Zellerfeld, 28. Februar 2014 Stefan Hartmann
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Einfilhrung

Die Mechanik ist ein Teilgebiet der Physik, bei der die Beschreibung der Bewegung
und Deformation von gasformigen, fliissigen und festen Kérpern unter dufSeren
Einwirkungen im Vordergrund steht. Die Spezialisierung auf technische Systeme
und feste Korper beschreibt die Technische Mechanik. Intraditionellen Darstellun-
genandeutschen Hochschulen, denen wir uns hier anschliefien wollen, unterschei-
det man drei Teile der Technischen Mechanik, d. h. die Statik, die Elastostatik und
die Dynamik.Dariiber hinaus werdenim weiteren Studium noch die Spezialgebiete
der Schwingungslehre, der Stromungsmechanik, der Hoheren Technischen Mecha-
nik, der Elastizitdtstheorie, der Strukturmechanik, der Kontinuumsmechanik und
der Experimentellen Mechanik gelehrt, auf die immer wieder hingewiesen wird.

In der Statik starrer Korper, d.h. Teil I des Buches, welche man theoretisch als
Spezialfall der Dynamik betrachten sollte, werden die Grundlagen der Begriffs-
bildung von Kriften eingefithrt und dies an Beispielen von Kraftsystemen ein-
fachster Strukturelemente, sogenannter Zug-Druckstdbe, Balken oder Seile, so-
wie der Haftreibung von sich nicht bewegenden materiellen Kérpern erldutert.
Neben den aus der physikalischen Beschreibung resultierenden Begriffen, beno-
tigen wir die Mathematik als Sprache zur Quantifizierung.

Da eine Kraft eine Intensitdt und eine Richtung aufweist, ist die mathemati-
sche Sprache die Vektorrechnung (Kapitel 1). Die Voraussetzung der Kenntnis
dieser mathematischen Disziplin ist sehr unterschiedlich erfiillt, wozu sie bewusst
in die Darstellung mit eingebunden wird. Die Vektorrechnung wird das Buch kon-
tinuierlich begleiten. Daher sollte man sich intensivst damit beschéftigen. Es hat
sich herausgestellt, dass die Schwierigkeit der Technischen Mechanik bei den Stu-
dierenden gerade in der Unterscheidung zwischen der mathematischen Sprache
und den zu beschreibenden physikalischen Vorgidngen liegt. Versteht man Erste-
res nicht, so wird auch die Beschreibung der Vorginge nicht verstanden. Neben
der Vektorrechnung werden die Kenntnisse der Differential- und Integralrech-
nung wiederholt und erweitert. Differenziationsprozesse liefern uns Auskiinfte
{iber die Anderung (Steigung) einer physikalischen Gréfie, welche Aufschliisse
tiber den Kraftfluss in einem Korper sowie spéter iiber die Bewegungs- und De-
formationsprozesse geben. Da wir es mit endlich ausgedehnten Korpern zu tun
haben, miissen wir auch iiber rdumliche, im einfachsten Fall tiber ein- oder zwei-
dimensionale Gebiete, integrieren. Auch dies muss sich der Leser erarbeiten.

Technische Mechanik, Erste Auflage. Stefan Hartmann.
©2015 WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA. Published 2015 by WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA.
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Einfiihrung

In der Statik starrer Kérper gehen wir zunichst davon aus, dass sich Kérper we-
der bewegen noch deformieren konnen, d. h. es werden lediglich die Grundgedan-
ken der Krafteinwirkung auf starre Kérper angesprochen. Alle auf den materiel-
len Korper einwirkenden Kréfte bilden ein Kraftsystem (Kapitel 2), welches durch
eine resultierende Kraft und ein resultierendes Moment charakterisiert ist. Ein
Gleichgewicht im Sinne der Statik liegt nur vor, wenn die resultierende Kraft und
das resultierende Moment verschwinden, eine der vordringlichen Aussagen, die
Teil I und II durchgehend begleiten. Eine wesentliche Idealisierung stellen Krafte
dar, die aus verteilten Lasten resultieren. Diese konnen linien-, flichen- oder vo-
lumenhaft vorliegen. Damit verbunden ist die Integration, um die resultierende
Kraft und auch das resultierende Moment zu bestimmen.

Um die Integration zu iiben, behandelt Kapitel 3 die erforderlichen Begriffe
wie Massenmittelpunkt, Linien-, Flichen- und Volumenschwerpunkt sowie ins-
besondere Linien- und Fldchenlasten.

In Kapitel 4 werden nach diesen vorbereitenden Untersuchungen Strukturele-
mente, wie Stdbe, Balken und Seile angesprochen und zunéchst das wichtigste
Grundprinzip erdrtert, namlich das Freischneiden. Mit dem Freischneiden wer-
den die inneren Kraftzustinde freigelegt, was zu den Begriffen der Schnittgro-
JSen fiihrt. Insbesondere fiir den wichtigen Fall balkenartiger Strukturen dient das
Freischneiden zur Charakterisierung des inneren Belastungszustandes und damit
zur Dimensionierung des Balkens. Wir wiren damit fast in der Lage einen Trager
von seinen Abmessungen her auszuwidhlen, damit er den alltdglichen Belastun-
gen standhalt. ,Fast in der Lage” soll hierbei andeuten, dass wir hierzu noch nicht
ganz in der Lage sind, da wir die Deformation nicht beschreiben kénnen. Dies
wird im zweiten Teil des Buches, der Elastostatik bzw. der Statik elastischer Kor-
per, behandelt. Als Abschluss des ersten Buchteiles dient die Reibung in Form der
Haft- und Seilreibung, um den Fall der Statik zu komplettieren.

In Teil IT des Buches, der Statik elastischer Kérper, werden statisch unbestimm-
te Strukturen behandelt, also solche mechanischen Systeme, bei denen die Gleich-
gewichtsbedingungen alleine nicht mehr ausreichen, um Abschédtzungsformeln
bereitzustellen. In Teil I des Buches gehen wir davon aus, dass materielle Korper
starr sind, d. h. der Abstand zweier beliebiger materieller Punkte eines Korpers
immer konstant ist. Die Deformierbarkeit des Korpers wird dabei nicht model-
liert. Zudem ist die Lagerung derart gewdhlt, dass die Lagerreaktionen aus den
Gleichgewichtsbedingungen berechenbar sind und sich daher die betrachteten
materiellen Kérper, bzw. Bauteile, in Ruhe befinden.” Man kann es auch so for-
mulieren: Der Korper (das Bauteil) deformiert sich bei einer dufleren Belastung
nicht und zwar unabhingig von der Grofle der Belastung. Unsere tégliche An-
schauung von belasteten Strukturen sieht aber anders aus. Wenn man auf einer
Baustelle tiber ein Brett geht, so biegt sich dieses durch. Ein belasteter Autorei-
fen hat, je nach Einstellung der Lenkung, ein anderes Aussehen. Ein Schwamm,
den man zusammendriickt, wird diinner, d. h. alle materiellen Kérper deformieren

1) In Abschnitt 11.7 machen wir uns klar, dass sich solche Kérper auch mit einer konstanten
Geschwindigkeit bewegen konnten. Diese Annahme gilt auch in der Elastostatik.
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sich unter einer dufleren Belastung. Die Annahme eines starren Korpers ist daher
nur eine sehr grobe Approximation der Beschreibung des wirklichen Verhaltens
von Bauteilen. Natiirlich ist diese Annahme in vielen Féllen ausreichend. Anderer-
seits erkennen wir auch, dass sich nicht alle Systeme, wie z. B. statisch unbestimm-
te Strukturen, nur aus den Gleichgewichtsbedingungen berechnen lassen. Zur
Berechenbarkeit und auch fiir die genauere Vorhersage des Bauteilverhaltens ist
die Kenntnis tiber die Deformierbarkeit materieller Kérper notwendig. Einerseits
nutzen wir das deformierbare Verhalten von Gegenstdnden aus (Haushaltsgum-
mis, Gummilager bei Briicken oder Maschinen bzw. Fahrzeugen, Metallbleche,
die zu Karosserieteilen eines Fahrzeugs geformt werden, etc.) und andererseits
darf die Deformation eines Bauteils nicht zu grof} sein, damit wir Toleranzen von
Bauteilgeometrien oder auch unserem Sicherheitsgefiihl Geniige tun (man stel-
le sich hier eine sich sehr stark durchbiegende Deckenkonstruktion vor, die zwar
halten wiirde, bei der wir jedoch Unbehagen empfinden, wenn die Durchbiegung
zu grof ist).

Wenn sich demnach ein Korper deformiert, so besteht die Frage nach der ma-
thematischen Beschreibbarkeit. Es muss ein Zusammenhang zwischen der Belas-
tung (Kraft, Moment, Strecken- oder Flichenlasten, Eigengewicht, ...) und der
Deformation existieren. Dieser Zusammenhang hingt von den Lagerungsbedin-
gungen, von den Materialeigenschaften (Stahl, Kunststoff, Elastomer, Holz, Be-
ton, etc.) und von der Form bzw. auch der Hohe der Belastung ab.

In der spéteren Praxis werden Ingenieure nicht nur mit der Gesamtdeforma-
tion konfrontiert, sondern auch mit den inneren Belastungszustidnden in Bautei-
len. So éndert sich beim Aufbringen einer Belastung der Abstand infinitesimal be-
nachbarter materieller Punkte. Dies ist verbunden mit den Begriffen Verzerrungen
oder Dehnungen, welche von Punkt zu Punkt in einem Bauteil unterschiedlich sein
konnen. Damit verbunden ist auch die Anderung des Kraftzustands, wobei man
anstelle von Kréften und Momenten eher den Begriff und die Eigenschaften von
(mechanischen) Spannungen heranzieht. Die zugehorigen Dimensionen, Einhei-
ten und natiirlich insbesondere deren Eigenschaften gilt es zu untersuchen. Zwi-
schen den von auflen eingebrachten Kréften und der Deformation muss ein Zu-
sammenhang existieren, der durch die Materialeigenschaften gegeben ist.” Diesen
Zusammenhang gilt es mathematisch zu beschreiben. In der Technischen Mecha-
nik Ausbildung beschréinkt man sich zunachst auf einen linearen Zusammenhang,
der sogenannten linearen Elastizitéit. Diese Zusammenhinge zwischen Gleichge-
wicht, Kinematik und Materialeigenschaften, fiir allgemein dreidimensional be-
lastete Bauteile sowie einfachen Strukturen wie Stiabe und auf Biegung und Tor-
sion belastete Balken, werden in diesem Buch vermittelt.

Zur Vermittlung dieser Grundlagen wird folgende Gliederung gewéhlt. Nach
einem Einstieg in Kapitel 6 in das eindimensionale deformierbare Verhalten von

2) Ein Stahl verhélt sich anders als ein Polymer. Holz, Beton, Boden, Metalle, Kunststoffe,
Elastomere, etc. weisen alle unterschiedliche Steifigkeiten auf, sodass Materialeigenschaften
individuelle, auf das Material bezogene, Grundeigenschaften sind, wihrenddessen
Gleichgewicht oder die Beschreibung der Kinematik allgemeingiiltige Aussagen sind.
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Zug-Druckstében, beschreibt Kapitel 7 mehrdimensionale Spannungs- und Ver-
zerrungszustdnde. Neben der allgemeinen dreidimensionalen Theorie werden
auch spezielle zweidimensionale Problemstellungen angesprochen. Verschie-
denste spezielle Spannungs- und Verzerrungsfille der taglichen Praxis sind hier-
bei anzusprechen. Eine Anwendung der Deformation von Bauteilen erfolgt insbe-
sondere am Biegebalken bzw. am Torsionsstab. Ziel ist es eines der am haufigsten
eingesetzten Konstruktionselemente, den Balken (hierunter sind alle stabformi-
gen Bauteile zu verstehen), genau auf dessen Spannungs- und Deformationsver-
halten zu untersuchen. In der spéiteren beruflichen Praxis geht es insbesondere
um die Vorhersage der maximalen inneren Beanspruchung, charakterisiert durch
den Spannungszustand, sowie der maximalen Deformation des Bauteils, was wir
beispielhaft am Balken studieren.

Zum Abschluss der Balkentheorie gelangen wir zu einem Stabilitatsphdanomen,
welches von grofler Bedeutung fiir die Auslegung in der Praxis ist. Jeder kennt
das Phianomen des Driickens eines Lineals in Axialrichtung, bei dem dieses ab
einer kritischen Kraft schlagartig seitlich ausknickt. Dieses Phanomen des Kni-
ckens von Stiaben, insbesondere von Stiitzen zum Aufnehmen von Druckkriften,
ist daher von grofler Bedeutung. Ziel ist es dieses sehr kritische Bauteilverhalten
bei der Auslegung der Konstruktion einzubeziehen, damit solche, immer wieder
Menschenleben fordernde, Versagensursachen nicht eintreten.

AbschliefSend vermittelt Kapitel 9 energetische Begriffe, wie zum Beispiel die
Forméanderungsenergie, die potenzielle Energie oder auch die virtuelle Energie.
Mit diesen sogenannten Energiemethoden lassen sich Bauteile ebenfalls, und in
einigen Fillen sogar erheblich effizienter, berechnen. Dartiber hinaus repréasen-
tieren diese Aussagen die Grundlagen moderner numerischer Berechnungsver-
fahren, wie die Methode der finiten Elemente, siche zum Beispiel Bathe (2002b).
Dieses Verfahren wird heutzutage vorwiegend im Bereich der Technik eingesetzt,
um komplexe Vorgénge in Systemen aufgrund mechanischer, thermischer und
elektrischer Ursachen vorherzusagen.

In der traditionellen Unterteilung der Technischen Mechanik beschreibt die Dy-
namik starrer Korper (Teil III des Buches) die Bewegung von Punktmassen und
starren Korpern unter dufleren Kréften, was man iiblicherweise im Zusammen-
hang der Grundlagenausbildung im Ingenieurstudium als Dynamik® bezeichnet.
Die eigentliche Deformation des betrachteten Korpers wird dabei ausgeschlossen.
Wir haben es also mit einer Erweiterung der zuvor behandelten Betrachtungen
zu tun, bei dem der Fall der Statik fester und deformierbarer Korper auf beliebige
Bewegungen von starren, also nicht-deformierbaren, Kérpern erweitert wird. Da-
bei beginnen wir zunichst mit der Bewegung von Punktmassen®. Aufbauend auf

3) Teilgebiet der Physik, welches sich mit dem — was die Approximation des wirklichen
Einfluss von Kriften auf die Bewegung von Verhaltens darstellt. Es kénnte aber
Korpern beschiiftigt. auch einen Himmelskorper oder ein

4) Dies sind Punkte, denen wir eine Masse Flugzeug représentieren, je nachdem
zuordnen, deren rdaumliche Ausdehnung welche physikalischen Eigenschaften
jedoch nicht spezifiziert ist. Dies konnte man beschreiben méchte. Damit werden
zum Beispiel ein Ball sein, dessen rdumliche die Beschreibung und die Effekte von

Ausdehnung aufler Acht gelassen wird Drehbewegungen ausgeschlossen.
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(@) (b)

Abb. 1 Mechanische Rollen- und Gelenksysteme: (a) Seilbahnrollen, (b) Baggerarm.

diesen Untersuchungen eines Punktes schlief3t sich die Frage an, wie sich ein be-
liebiger Korper mit einer endlichen rdumlichen Ausdehnung bewegt. Dabei wird
eine Einschrinkung berticksichtigt, ndmlich diejenige, dass sich dieser nicht de-
formiert, wie dies in der Elastostatik zugelassen ist. Der Abstand zweier materi-
eller Punkte, also zweier Punkte denen wir eine Masse zuordnen und die sich in
einem gemeinsamen zusammenhéngenden Gebiet im Raum befinden, ist dabei
konstant wihrend der Bewegung.” Diese Eigenschaft muss bei der Beschreibung
der Starrkorperbewegung beriicksichtigt werden. Solche Problemstellungen tre-
ten in einer Vielzahl von Problemstellungen auf. In Abb. 1 sind zwei Beispiele von
sich bewegenden Rollen, Seilen, Gelenken, Starrkorpern, etc. aufgefithrt. Es geht
dabei zunichst um die Beschreibung der reinen Bewegung, was als Kinematik
bezeichnet wird, siehe Kapitel 10.

Alle Bewegungen werden dabei durch duflere Belastungen verursacht, wie zum
Beispiel Krdfte und Momente. Letztere treten bei der sogenannten Bilanzierung
eines materiellen Korpers auf, den wir uns aus seiner Umgebung herausgeschnit-
ten vorstellen. Insbesondere miissen fiir die hier vorliegende Problemstellung die
Massen konstant und die Bewegungsinderungen mit dufleren Kréiften und Mo-
menten verbunden sein. Dies wird in Kapitel 11 angesprochen und die Konse-
quenzen der Bilanzierung auf die Moglichkeit der Beschreibung der Bewegung
diskutiert. Die hier vermittelten Kenntnisse zur Beschreibung der Bewegung von
Punktmassen und starren Koérpern werden in weiterfithrenden Vorlesungen fiir
schwingende Systeme, der Bauwerkdynamik, der Robotik, der Maschinendyna-
mik, der Akustik, der Wellenausbreitung, etc. wieder aufgegriffen.

Erneut greifen wir auf energetische Aussagen in Kapitel 12 zuriick, da mit diesen
Formulierungen zum einen schnellere Berechnungsmoglichkeiten vorliegen und
zum anderen Begriffe wie kinetische und potenzielle Energie sowie Leistung und
Arbeit verdeutlicht werden.

Abschliefiend diskutiert Kapitel 13 den Fall des Stof3es zweier Korper, der nicht
nur bei dem Zusammenstof3 zweier Kugeln eines Spielzeugs, sondern insbesonde-

5) Wir lassen es also in der physikalischen Modellierung der Bewegung zu, dass die Deformation
des in Fufinote 4 erwéhnten Balls aufler Acht gelassen wird, die Rotation des Balls wird jedoch
in die Betrachtungen mit einbezogen.

5
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re bei der Kollision von Kérpern, wie zum Beispiel von Fahrzeugen oder Bauteilen,
von Interesse ist.

Im Rahmen der Technischen Mechanik Ausbildung gibt es eine Vielzahl an
Lehrbiichern, die sich zum Teil seit Jahrzehnten etabliert haben. Eine sehr klei-
ne Auswahl sind zum Beispiel Balke (2008); Gross et al. (2007); Hagedorn (1990);
Hibbeler (2006a), sowie vertiefende Werke wie zum Beispiel Gummert und Reck-
ling (1987); Lehmann (1984); Szabo (1984), deren inhaltlicher Wert zum Lesen
motiviert. Der Autor verweist zum Teil auf graue Literatur, sieche Haupt (2000),
probiert jedoch die darin erwdhnte Darstellung hier zu iibertragen. Es wird natiir-
lich jedem Leser empfohlen andere Werke zum weiteren Verstindnis anzuschau-
en. Da in diesem Buch jedoch einige Themengebiete auf andere Art und Weise
motiviert werden, wird die nachfolgende Darstellung und Nacharbeit empfohlen.
Dartiber hinaus seien die Lehrbiicher Gross et al. (2006); Hauger et al. (2006);
Hibbeler (2006b); Mahnken (2009) im Bereich der Dynamik zitiert.
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Einfilhrung in die Vektorrechnung

Neben skalarwertigen physikalischen Grofien, wie Temperatur, Dichte, etc. gibt es
weitere mathematische Grofen, die mehr Informationen als nur den reinen Zah-
lenwert haben. Zum Beispiel kann man Groflen definieren, die mit einer Richtung
sowie einem Maf} der Grofle bzw. Intensitat, die eine Wirkung in diese Richtung
beschreibt, ausgestattet sind. Dieses Maf$ bezeichnen wir im Folgenden als Betrag.
Solche Grofien, die Richtung und Betrag repréasentieren, nennt man geometrische
Vektoren. Die Bezeichnung ,geometrisch” soll eine Unterscheidung zu Spalten-
vektoren der Matrizenrechnung andeuten, die wir noch kennenlernen werden,
dass Spaltenvektoren (auch als Spaltenmatrizen oder Tupel bezeichnet) nicht die
Information der zugrunde liegenden Basis enthalten, d. h. auch der Begriff der Ba-
sis bedarf einer Erlduterung. Der Begriff ,,geometrisch® kann aber auch missver-
standlich sein, da auch Kraftvektoren, denen die physikalische Dimension einer
Kraft zugeordnet ist, damit impliziert sein sollen. Im Folgenden wird trotzdem
der Begriff des geometrischen Vektors verwendet.

Durch unsere tiglichen Beobachtungen kennen wir solche Gréfien, die eine
Richtung und eine Intensitat (Betrag) haben, wie zum Beispiel Geschwindigkei-
ten, Beschleunigungen, Verschiebungen, Krifte, etc. Diese GrofSen weisen in eine
Richtung und sie haben einen spezifischen Zahlenwert.

1.1
Grundgedanken der Vektorrechnung

Wenn man solche neuartigen mathematischen Objekte einfiihrt, die nicht nur
durch einen Zahlenwert, sondern auch durch eine Richtung beschrieben werden,
so miissen wir auch zugehorige Rechenoperationen definieren. Zunichst verein-
baren wir eine Notation, die sich von einem reellwertigen Zahlenwert a € R un-
terscheidet. Reellwertige Zahlenwerte bezeichnet man als Skalare. Wir verwen-
den einen Pfeil, der iiber dem Symbol steht, um einen geometrischen Vektor (ma-
thematische Grofie mit einer Richtungsaussage und einem Betrag) zu kennzeich-
nend,d.h.a # a!

Als Erstes sind wir an der Addition zweier geometrischer Vektoren, a + E, sowie
der Multiplikation mit einen skalaren Zahlenwert ad, a € R, interessiert. Hier-

Technische Mechanik, Erste Auflage. Stefan Hartmann.
©2015 WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA. Published 2015 by WILEY-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA.
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—_—

a=PQ
. Q )
: b
a
. . a
p * Vektor- .
. b addition atb
@) (b)

Abb. 1.1 Grundlegende Definition geometrischer Vektoren: (a) Beschreibung eines geometri-
schen Vektors, (b) Vektoraddition.

zu betrachten wir den euklidischen Punktraum. Ein Vektor 4 wird definiert als
Verbindung zweier Punkte P und Q, wobei die Reihenfolge der Punkte P und Q
((P, Q) # (Q, P))" die Richtung beschreibt, siehe Abb. 1.1a. Der Vektor @ = PQ
zeige vom Punkt P zum Punkt Q, was durch den Fufipunkt des Vektors in P und
der Spitze des Vektors in Q beschrieben wird. Der Abstand zwischen P und Q
gibt den ,Betrag®, d. h. den physikalischen Wert an.” Offensichtlich gibt es nicht
nur ein Punktepaar, welches den gleichen Abstand und die gleiche Orientierung
im Raum hat. Der Vektor Z = RS in Abb. 1.1a hat ebenfalls die gleiche Richtung
und den gleichen Betrag. Fiir die Vektoraddition nutzt man genau diese Eigen-
schaft aus, da eine Parallelverschiebung des Fufipunktes von bin die Spitze von a4
durchgefiihrt wird, siehe Abb. 1.1b. Der resultierende Vektor 4 + b beginnt im
Fulpunkt von 4 und endet in der Spitze von b.

Ein spezieller Vektor ist der Nullvektor 0, dessen Betrag null ist und dessen Ori-
entierung beliebig ist. 0 = PP wiire zum Beispiel ein solcher Vektor.

Wir betrachten als Néchstes die Multiplikation eines geometrischen Vektors 4
mit einem Skalar A € R, also A4. Hierbei gehen wir davon aus, dass Ad = a4 gilt,
also die Vertauschung von Vektor und Skalar zur gleichen Losung fiihrt. Der Vek-
tor 4 wird um den Faktor A verlangert fiir A > 1, d. h. der Betrag wird um den
Faktor A grofler. Den Betrag des Vektors 4 schreiben wir in der Form |4, was ei-
ner nicht-negativen reellen Zahl entspricht, |4| > 0, |a| € R*. Die Aussage |d@| =0
gelte nur fiir den bereits eingefithrten Nullvektor |4| =0 < a = 0.Istalso A >0
so gilt

NG| =Ma| YA20. (1.1)

1) Die Reihenfolge der Punktbezeichnung ist fiir haben, d. h. zum Beispiel eine Kraft,

die Definition von Vektoren notwendig, d. h. ist der Punktraum gekoppelt mit einer

sie miissen ein geordnetes Punktepaar (P, Q) physikalischen Bedeutung und entzieht

darstellen, bei der es auf die Reihenfolge sich zunidchst unserer Vorstellung eines

ankommt. geometrischen Abstandes, da der Abstand
2) Hierbei ist unsere Anschauung mit dem der Punkte P und Q die Dimension einer

uns umgebenden Raum gekoppelt. Bei Kraft hat.

Vektoren, die eine physikalische Bedeutung
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QU

—d=(-1)a

QU

Abb. 1.2 Anderung der Richtung, A = —1

Der Vektor wird kiirzer fiir 0 < A < 1 und fiir A < 0 dndert sich neben dem Betrag
(Lange) der Richtungssinn, siehe Abb. 1.2 fiir A = —1.

Fiir A = —1 erhidlt man das inverse Element, siehe Definition 1.1. Fiir A < 0 gilt
auch [Ad| = [A]|4].

Fiir diese Definitionen der Vektoraddition und der Multiplikation mit einem
Skalar werden die sogenannten Vektorraumaxiome erfiillt:

Definition 1.1 Vektorraum, linearer Raum

Ein reeller Vektorraum (linearer Raum) besteht aus einer Menge von Elementen
V={a4, I;, ¢, ...} und es existiere die Addition der Elemente 4 + b:VxV = V, wel-
che auf ein Element aus V der gleichen Menge fiihrt. Diese Elemente bezeichnet
man als Vektoren, wenn sie die folgenden Eigenschaften haben:

(A1) Assoziativitat

(Zz+5)+6=7z+(5+2) (1.2)
(A2) Existenz eines neutralen Elements

i+0=2a (1.3)

(A3) Existenz eines inversen Elements

-

i+a=0 mit a=-a=(-1a (1.4)
(A4) Kommutativitat
i+b=b+a (1.5)

Des Weiteren miissen folgende Eigenschaften bei der Multiplikation mit einem
skalaren Wert o € R unter der Annahme aa € V erfiillt sein:

(M1) Assoziativitit

(aP)a = a(Ba) (1.6)
(M2) Distributivitit

a(a + Z) =ad+ab (1.7)
(M3) Distributivitit

(a + B)a = aa + pa (1.8)

11
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(M4) Identitét
la=a (1.9)

In diesem Fall sind die Elemente aus V Element des linearen Raumes oder reell-
wertigen Vektorraums und werden Vektoren bezeichnet.” O

Man kann zeigen, dass geometrische Vektoren die Vektorraumaxiome (1.2)—(1.9)
erfillen, was hier nicht explizit bewiesen wird, jedoch mit den geometrischen Be-
trachtungen durchfiihrbar ist.

Wir kénnen derzeit noch nicht mit Zahlenwerten arbeiten, um spiter fir tech-
nische Anwendungen gesuchte physikalische Groflen zu gewinnen bzw. mit geo-
metrischen Vektoren auch zu rechnen. Hierzu bedarf es zunichst noch der Defini-
tion des sogenannten Skalarproduktes, d.h.einem Produkt zweier geometrischer
Vektoren, welches einen Skalar liefert, sowie der Beschreibung der sogenannten
Komponentendarstellung. Dies wird in Abschnitt 1.2 behandelt.

Bevor wir die Komponentendarstellung von Vektoren betrachten, fiihren wir
einen Einheitsvektor ¢ ein, also einen Vektor, dessen Betrag (Linge) 1 ist, |[é] =
1. Dieser wird verwendet, um die Richtung im Raum anzugeben. Sei 4 # 0 ein
beliebiger Vektor, d. h. |@| # 0, so konnen wir unter Ausnutzung von (1.6)

i= Zz=|5|(éa>=|a|z (1.10)
lal la|
—— ——
1 é

schreiben, d. h. € gibt die Richtung des Vektors  an und der Betrag |4| liefert die
Lange des Vektors.

(1.11)

ist der Einheitsvektor in Richtung von a, siche Abb. 1.3a, und es lésst sich leicht
zeigen, dass dieser die Lange 1 besitzt,

Fir die Herleitung der Komponentendarstellung von Vektoren bendétigen
wir eine wichtige Definition, ndmlich diejenige der linearen Abhdngigkeit von
Vektoren.

3) Bei genauerer Betrachtung sind die reellen Zahlen selbst oder auch Matrizen — und eine Reihe
weiterer mathematischer Objekte — Vektoren, also Elemente des linearen Vektorraums (ohne
Beweis).
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R
@383

@ &
1 a gy a,8,

(@) (b)

Abb. 1.3 Betrag und Vektorkomponenten eines Vektors @: (a) Einheitsvektor ¢ = @/|d| und
Betrage, (b) Darstellung eines Vektors durch seine Vektorkomponenten.

Definition 1.2 Lineare Abhingigkeit

Die Vektoren d,, d,, ..., d,, € V werden linear abhdngig bezeichnet, wenn Zahlen
@y, &y, ..., &, € R existieren, die nicht alle verschwinden und fiir die die folgende
Bedingung gilt:

m
Z 0,d; = a,d, + aydy + - + a,,d,, = 0. (1.12)
i=1

Falls Gl (1.12) nur fiir alle a; = 0 erfiillt ist, bezeichnet man die Vektoren 4, i =
1,..., m, linear unabhdngig. O

Im iiblicherweise angenommenen dreidimensionalen Raum gibt es maximal drei
linear unabhingige Vektoren. Wir nennen diese g; € V, i = 1, 2, 3. Das heifit jeder
weitere Vektor, hier 2 € V, lisst sich dann durch diese in einer Linearkombination
darstellen:

Zi = “12’1 + a2§2 + asés. (1.13)

Die Faktoren «a;, i = 1,2, 3, bezeichnet man als Koeffizienten der Vektorkompo-
nenten und die Vektoren g;, i = 1,2, 3, definieren die zugehérige Basis. Die Vek-
torkomponenten sind hier die Grofien a,g;. Diese Bezeichnungen (Koeffizienten,
Komponenten) werden aber in der Literatur sehr unterschiedlich gehandhabt.
Zum Beispiel werden haufig die skalaren Werte a;, i = 1, 2, 3, auch als Komponen-
ten des Vektors bezeichnet. In Abb. 1.3b ist die grafische Veranschaulichung der
Vektorkomponenten wiedergegeben. Die Orientierung der Vektoren g;,i =1, 2, 3,
kann dabei beliebig sein. Sie sollen lediglich linear unabhéngig voneinander sein,
d. h. ein Vektor g; soll sich nicht durch eine Linearkombination der anderen bei-
den Vektoren darstellen lassen. Unter Ausnutzung der Beziehungen (1.2), (1.5)
und (1.8) gilt firr die Vektoraddition zweier Vektoren

a=a,g, +ayg,+asg; (1.14)
und

b= b1g) + by8, + b33 (1.15)

13
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1 Einfiihrung in die Vektorrechnung
sowie der speziellen Anordnung

a+b=a,8 +ag +ayg+bg +byg,+b3g;
- - . -

g e

a b
= (a; + b))g, + (a, + by)g, + (as + by)g; , (1.16)

d. h. die Koeffizienten der Vektoren @ und b werden addiert (dies gilt nur, wenn
sich beide Vektoren auf die gleichen Basisvektoren g;, i = 1, 2, 3, beziehen).

Beispiel 1.1 Vektoraddition

Gegeben seien die Basisvektoren g;, g, und g;, die nicht unbedingt orthogonal
aufeinanderstehen miissen. Zudem miissen diese Vektoren keine Einheitsvekto-
ren sein. Gewihlt sind 4 = 3, — g, + 28; und b = 2g, — 2g5, d. h. es liegen die
Vektorkoeffizienten a; =1, 4, = —1und a; = 2 sowie b; =0, b, =2und b; = -2

vor. Die Summe der beiden Vektoren 4 + b lautet dann

G+b=(a,+b)g +a+by)g,+(as+b)gs =5, +5, -

Die Multiplikation des Vektors @ aus Gl. (1.14) mit einem Skalar 1 € R liefert
unter Verwendung der Beziehungen (1.6) und (1.7)

Aa = Ma, 8 + a8, + a38;)
= (Aayg, +(ay)g, + (Layz)g; (1.17)

d. h. jeder Koeffizient a;, wird mit dem Faktor A gewichtet.

Die Darstellung eines Vektors 4 in Abhéngigkeit der Basisvektoreng;,i=1,2, 3,
siehe Gl. (1.14), ist zudem eindeutig: Nimmt man an, dass der gleiche Vektor un-
terschiedliche Koeffizienten hitte, a; # a7, d. h. es gébe die Darstellungen

- - - = = Ed *
a=a,8, + a8 +azgz=ag +a,g8, +dgs,

so wiirde aus den Vektorraumaxiomen (1.2)—(1.9) bei Subtraktion, siehe GI. (1.17),

d—da=(ay—al)g + (ay—al) g+ (a3 —al) g =0
resultieren. Dies ist nur dann erfillt, wenn die Koeffizienten a, = a7, i =1,2,3,
identisch sind (siehe Definition 1.2 fiir linear unabhingige Vektoreng,, i = 1,2, 3).
Die Verwendung beliebiger Basisvektoren g;, i = 1,2, 3, ist fiir unsere Zwecke
nicht dienlich, zumal |g;| # 1 sein kann und daher der Betrag 4; in eine Rich-
tung keine physikalische Grofie angibt. Des Weiteren kommt es der Anschauung
niher, orthogonale Richtungen auszuwihlen. Daher wihlen wir Basisvektoren ¢,
i =1,2,3, deren Betrag (Lénge) eins ist, |¢;| = 1, i = 1,2, 3, und die aufeinander
senkrecht stehen,

4=a,6; +a,é,+aseé, . (1.18)



