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Vorwort

Nach der positiven Aufnahme, welche die Analysis 1 gefunden hat, legen wir nun
mit der Analysis 2 den zweiten Band dieser Reihe zur Analysis vor.

In acht Kapiteln werden schwerpunktméBig die Integralrechnung von Funktionen
einer reellen Verdnderlichen sowie die Differenziation und Integration bei Funk-
tionen, die von mehreren reellen Verdnderlichen abhéngen, sowie Anwendungen
behandelt. Breiten Raum nehmen Potenzreihen und Fourier-Reihen ein, weiter
werden der Kurvenbegriff und das Kurvenintegral entwickelt.

Bei der Auswahl des Stoffes haben wir uns am Inhalt der an Hochschulen im
zweiten Semester zum Pflichtstudium gehodrenden Vorlesungen zur Analysis
orientiert. Dabei haben wir das bereits im ersten Teil eingesetzte bewihrte didak-
tische Konzept beibehalten und legen eine iiberschaubare Sammlung ausfiihrlich
durchgerechneter, typischer Beispiele vor. Dabei wurde auf solche Aufgaben
zuriickgegriffen, welche in Umfang und Schwierigkeit priifungsrelevant sind.
Die erforderliche mathematische Theorie wird der Zielsetzung der Reihe ,Ma-
thematik-Studienhilfen* entsprechend, in knapper Weise aufbereitet. Der vorge-
gebene Rahmen bedingt eine Beschrinkung auf grundlegende mathematische
Sachverhalte und Verzicht auf Beweise, diese konnen einer Vielzahl einschligi-
ger Lehrbiicher entnommen werden.

Bei der Konzeption haben wir uns von den Erfordernissen der Studierenden
vorwiegend technischer Fachrichtungen an Fachhochschulen und technischen
Hochschulen leiten lassen. Zur Vorbereitung auf Lehrveranstaltungen, zur Prii-
fungsvorbereitung und Wiederholung steht haufig nur ein knapper Zeitraum zur
Verfiigung. Zur Bewiltigung dieser Aufgabe wird daher von Studierenden eine
Sammlung ausfiihrlich begriindeter Lésungen in Kombination mit einer kurz-
gefassten Darstellung der erforderlichen Theorie gefordert. Diesem Wunsch ent-
sprechen wir mit unseren beiden Bénden, indem wir mathematische Schluss-
weisen an Beispielen sehr ausfiihrlich darlegen. Unser Hauptaugenmerk ist auf
die Vermittlung unabdingbarer praktischer mathematischer Fahigkeiten gerichtet,
deshalb konnen die Lehrinhalte nur andeutungsweise praktisch motiviert werden,
dennoch wurden, wenn immer es moglich war, Beziige zur Praxis und den An-
wendungen hergestellt.

Die Biande Analysis 1 und Analysis 2 stellen eine Einheit dar, was durch fortlau-
fende Kapitelnummerierung zum Ausdruck kommt. Beide Bénde konnen daher
sowohl als vorlesungsbegleitendes Material, als auch zur Priifungsvorbereitung
genutzt werden. Die Nummerierung vom ersten Band fortsetzend, beginnen wir
mit dem 9. Kapitel. Verweise auf den ersten Band sind somit leicht moglich, so
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bezieht sich z. B Definition 3.1 auf die entsprechende Definition im Band Analy-
sis 1. Die Biicher eignen sich dartiber hinaus auch zum Selbststudium und werden
daher Studierenden technischer, wirtschaftswissenschaftlicher und wirtschafts-
mathematischer Fachrichtungen vorwiegend an Fachhochschulen und Techni-
schen Hochschulen beim Erlernen der Analysis von Nutzen sein.

In die vorliegende 2. Auflage sind Hinweise und Anregungen von Kollegen und
Studierenden eingeflossen, fiir die wir uns herzlich bedanken. Damit konnten
Druckfehler beseitigt und die Darstellung prézisiert werden. Fiir die bewéhrt
angenechme und erfreuliche Zusammenarbeit sprechen wir Frau Fritzsch, vom
Fachverlag, sowie dem Fachbuchverlag Leipzig selbst, unseren herzlichen Dank
aus.

Leipzig im Frithjahr 2013 Hans-Jiirgen Dobner
Bernd Engelmann
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9 Integralrechnung

In Analysis 1, Kapitel 7 haben wir uns mit dem Differenzieren beschéftigt haben,
nun befassen wir uns mit der Umkehrung der Differenziation, der Integration..

9.1 Das unbestimmte Integral

Wir haben es mit folgendem Problem zu tun: Gegeben ist eine stetige reellwertige
Funktion y = f (x),x € (a,b)g R; gesucht ist eine reelle Funktion F (x) mit der

Eigenschaft F'(x)= f(x).
Beispiel 9.1

Bestimmen Sie zu f(x) =x’,x € R eine Funktion F(x) mit F'(x) = f(x).

Losung: Die Funktion F (x): X?S erfiillt die vorstehende Forderung, denn es gilt
F'(x)=f(x). m
Definition 9.1
Eine im Intervall [a,b] definierte Funktion F (x) heiffit Stammfunktion von
f(x), wenn fiir alle x & [a,b] die Beziehung F'(x)= f(x) gilt.
3 3

Bemerkung: F(x)= x? ist eine Stammfunktion von f(x)=x?, aber auch x?+ 7

ist eine Stammfunktion von f(x)=x’.

Satz 9.1

Ist F(x) eine Stammfunktion der Funktion f(x), so hat jede andere Stamm-
funktion von f(x) die Form F(x)+C, dabei ist C eine beliebige reelle
Konstante. F(x) +C heift unbestimmtes Integral der Funktion f(x). Fiir

das unbestimmte Integral schreibt man J £(x)dx. Es gilt
'[f(x)dx =F(x)+C,CeR.

Bemerkung: Die Integration ist die Umkehrung der Differenziation, denn beim
Differenzieren ist zu gegebener Funktion y = f (x) die Ableitung y'=f '(x)
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gesucht, wihrend bei der Integration zu einer gegebener Ableitung y'= f '(x)
eine Stammfunktion y = f(x)= I 7'(x) dx gesucht ist.

Hinweis: Alle Stammfunktionen von f(x) besitzen an allen Stellen die gleiche

Steigung, da die Stammfunktionen durch Parallelverschiebung in y-Richtung
ineinander tibergehen. Das Weglassen der Integrationskonstanten kann zu Fehlern
fithren!

Ubersicht: Stammfunktionen elementarer Funktionen

n+l

Ix"dx:x +C,CeRneZ,n+-1
n+l
xa+1

jx“dx= +C,CeRa#-1,x>0
a+1

J.exdxzex+C,CeR

Isinx dx=-cosx+C,CeR

Icosx dx=sinx+C,CeR

J.sinhx dx=coshx+C,CeR

J.coshx dx=sinhx+C, CeR

jldx=1n|x|+c, CeRx#0
X

1
j, —dx=—cotx+C, CeRx#knkeZ
sSin- x

j 12 dx=tanx+C, CeRx=2k+1) =, keZ
cos” x 2

9.2 Integrationsregeln

Das Problem, zu einer gegebenen Funktion f (x) eine Stammfunktion F (x) zZu

bestimmen, kann mit Hilfe verschiedener Integrationsregeln gelost werden. Wir
stellen nachfolgend die wichtigsten Integrationsregeln zusammen. Die Giiltigkeit
dieser Beziehungen kann durch Differenzieren beider Seiten gefiihrt werden. Die
Integrationskonstante bezeichnen wir durchgéngig mit C.
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Satz 9.2
Summenregel '[(f(x)i g(x)) dx = _[f(x) dx =+ '[g(x) dx
Faktorregel _[af(x) dxr=a If(x) dx,aeR.
Beispiel 9.2

Bestimmen Sie eine Stammfunktion der Funktion f (x) = tan? (x), wobei

x¢(2k+1) JkeZ

Loésung:

jtan xdx = J‘sm x Il COZS xdx:'[ ! dx — J.dx tanx—x+C. B
cos” x cos” x cos? x

Satz 9.3

Die Funktionen f(x) und g(x) seien im Intervall [a,b] stetig differenzierbar.
Dann lautet die Methode der partiellen Integration

[7)e ()dx = £ (x)g(x)- [7(x)

Bemerkung Die partielle Integration ist sinnvoll, wenn die Berechnung von
_[ f dx einfacher ist als die Berechnung von J. f ( )dx Die partielle

Integratlon entspricht der Produktregel bei der Differenziation.

Beispiel 9.3
Bestimmen Sie eine Stammfunktion von Inx,x > 0.

Lisung: Partielle Integration mit f(x)=Inx und g'(x)=1 liefert

1
Ilnxdx: J.1~lnxdx=x'lnx— J-x-;dx:x-lnx—x+C. [ ]

Hinweis: Manchmal ist es erforderlich die partielle Integration mehrfach
auszufiihren, insbesondere wenn ein Faktor im Integral eine Potenz von x ist.
Beispiel 9.4

Berechnen Sie durch mehrfache partielle Integration das unbestimmte
Integral fxz e“dx.
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Losung: Mit f (x) =x* und g'(x) =e¢" erhalten wir durch partielle Integration
[¢etdr=x"e" — [2xe"dr+C.

X

Erneute partielle Integration liefert, mit f(x)=x und g'(x)=e",

Ixexdx =xe* — _[l-exdx =xe*'—e" +C.

Insgesamt haben wir:

sz edr=x"e" —2(xe" —e“): e (x2 —2x+ 2)+ C. m

Beispiel 9.5

Berechnen Sie mit Hilfe der Methode der partiellen Integration das
unbestimmte Integral _[ cos® xdx.

Losung: Wir schreiben das Integral in der Form
jcosz xdx= Icosxcosxdx,
wihlen f(x)=cosx und g'(x)=cosx und erhalten durch partielles Integrieren
Icosxcosxdx =sinx cosx — .[sin x(=sin x)dx = sin x cosx + Isinz xdx.
Unter Verwendung der Identitit sin” x + cos® x =1 folgt
Isinz xdx= .[(1 —cos’ x) dx = Idx— Jcoszx dx,
und daraus
jcos *x dx =sinx cosx +x— Jcos2 x dx.

Durch Umstellen erhalten wir

. sinx cosx+ x
ZIcoszxdx:s1nx cosx+x+2C, d.h. Icoszxdxzf+c. =

Satz 9.4

Ist die Funktion f im Intervall / stetig und die Funktion g in W( f ) stetig
differenzierbar sowie umkehrbar, dann gilt die Substitutionsregel

J-f(x) dx= If(g(u))g'(u) du mit x=g(u), d.h. esist u=g'(x).
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Bemerkung: Die Substitutionsregel der Integration entspricht der Kettenregel bei
der Differenziation. Die Umkehrbarkeit der Funktion g ist beispielsweise dann
gewihrleistet, wenn g'(u)< 0 oder g'(u)>0 gilt.

Beispiel 9.6
Mit Hilfe der Substitution x = \/; berechne man das unbestimmte Integral
f2x cosx? dx.
. . dx , 11 , .
Losung: Mit x=+Ju = glu) folgt —=g'(u)==—= und g'(u)>0 fiir u>0.
du 2 \/;

Es folgt dx = 11 du und weiter durch Einsetzen
2Ju

IZxcosxzdx: f2x/;cosu du= Icosudu:sinu+C.

1
2Wu
Mit der Riicksubstitution u = x* erhalten wir

J.Zxcosx2 dx=sinu+C=sinx’+C. ®

Beispiel 9.7

Verwenden Sie die Substitution #=1-x?, xe(~1,1) zur Berechnung des

X

1—x?

unbestimmten Integrals j dx.

Losung: Bs ist u=g '(x)=1-x?,x e (~1,1), daraus folgt

d_u =-2x, somit du = —2x dx.
dx
Anwenden der Substitutionsregel ergibt
1 1
X J'_E 1 J' -2 1 uiT] L \/—
dr=|—-=2du=—|u 2du=—— =—u?=—Ju+C,
J 1—x? Ju 2 2 1,

Riicksubstitution liefert

[ Y dr=—1-x*+C. m
1—x2




14 9 Integralrechnung

Beispiel 9.8

Man berechne J dx mittels der Substitution x = g(u)=u".

e

Losung: Um die Umkehrbarkeit von g zu gewdhrleisten, miissen wir u >0

voraussetzen. Durch Differenzieren von x = g(u)=u? folgt

E:Zu, d.h. dx =2u du und g'(u)=2u >0 fiir u>0.

du

Damit erhilt man

dx =2 [du =2 [[1-—— |du = 2u—tn|u+1[)}+ C.
u+1 u+1

1
I\/;-i-l

Die Riicksubstitution darf nicht vergessen werden und liefert

Iﬁdx :2(&—ln(\/;+ 1))+ C. m

Bemerkung: Es gibt i. Allg. mehrere Substitutionen, welche zum Ziel fithren. In

Beispiel 9.8 hitte man auch die Substitution u = \/; +1 verwenden kénnen.

9.3 Integration durch Partialbruchzerlegung

Haufig sind Stammfunktionen rationaler Funktionen zu bestimmen. Fiir die
Integration rationaler Funktionen steht die Methode der Partialbruchzerlegung
zur Verfligung.

Rationale Funktionen R(x) konnen in der Form

P(x) a,+ax+......
R(x)= n(x):a0+a1x+ +a,x . a £0.h £0
0,(x) by+bx+...... +b,x"

geschrieben werden. Die rationale Funktion R(x) heifit echt gebrochen, wenn der
Grad n des Zahlerpolynoms Pn(x) kleiner als der Grad m des Nennerpolynoms
0, (x) ist. Wir fithren die Partialbruchzerlegung im Reellen durch. Die
Partialbruchzerlegung kann an Hand eines Algorithmus formuliert werden.
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e 1.) Falls der Zahlergrad »n groBer oder gleich dem Nennergrad m ist, wird der
Integrand durch eine Polynomdivision in ein Polynom G(x) vom Grad n-m

und eine echt gebrochenrationale Funktion aufgespalten
P,(x)
R(x)=Glx)+—=
()=G)+ 5 o

e 2.) Durch Bestimmung der Nullstellen des Nennerpolynoms wird Q,, (x) in ein

, P,(x) ist jetzt ein Polynom vom Grad n < m.

n

Produkt von linearen (x—x,)" und quadratischen (x2 +bx + c)/ Faktoren mit
b* —4c <0 zerlegt.
e 3)) Die echt gebrochenrationale Funktion

Pl\x) a,+ax+..... +a,x . . .
) _autay : a,#0,b, #0 wird anschlieBend in eine

Qm(x)_b0+b1x+ ...... +b x

Summe von Partialbriichen mit wunbestimmten reellen Koeffizienten
A, 4,4, ... ,B,B,,B, zerlegt, wobei fiir die einzelnen Faktoren des

Nennerpolynoms folgender Ansatz (siche Tab. 9.1) zu wihlen ist:

Tabelle 9.1 Ansatz bei der Partialbruchzerlegung

Typ des Faktors Ansatz
X—X,
A
einfacher linearer Faktor des X=X
Nenners
(r—x,)"
! 4 4, 4,

+ =+t -
k-facher linearer Faktor des r X (x X ) (x % )
Nenners

2
X"+ px+gq Ax+ B
einfacher quadrat. Faktor des XX+ px+q

Nenners mit p2 -4¢9<0.

) !
(x +Px+q) Ax+B, A,x+B, Ax+B,
. 5 + 7ot .
I-facher quadratischer Faktor x*+px+q (xz +px+ q) (x2 +px+ q)

des Nenners mit p* —4q <0.
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e 4) Bestimmung der unbekannten reellen Konstanten 4,4,,4, ...

B,B,,B, ... durch Multiplikation mit dem

und

Hauptnenner und anschliefendem

Koeffizientenvergleich oder Einsetzen verschiedener x-Werte.

e 5.) Integration des Polynoms G(x) und der

Partialbriiche. Bei der Integration

der Partialbriiche kommen nur die in Tab. 9.2 aufgefiihrten Integrale vor, dabei

ist C die Integrationskonstante:

Tabelle 9.2 Integrale rationaler Ausdriicke

Integral Stammfunktion
J' 4 dx Aln|x—xi|+C,x¢xi
X —X,
A A
dx - +C, k>, x#x
() e
1
J.—dx’ 1 2x+p 2
2 2———arctan| ——=—=|+C,4g—p~ >0
X“+px+gq 1 [ ,—4q—p2J
p2—4q<0
Ax+ B A 1 dx
——dx, ZIn|x? B——Ap | |——
J.x2+px+q 2 n|x +px+q|+( 2 pj J‘)c2+px+q e
p? —4g<0.
J‘ dx 1 2x+p
(x2+px+q) ’ (1_1)(451_1?2) (xz‘*‘Px‘HJ)H
2
p?-4q<0 L
(l—l)(4q—p ) (x +px+q)
J‘ Ax+B dr 4 1
(x2 +px+q)l ’ 2(1-1) (xz +PX+Q)H
2
p° —49<0 +(B_1APJJCLI+C’I>1
2 (x2+px+q)

Die bei der Partialbruchzerlegung durchzufithrenden Schritte sind nachfolgend

nochmals kurz zusammengefasst.
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B, (x)
0,,(x)

e  Falls n>m wird der Integrand durch Polynomdivision in die Summe einer
ganzrationalen und einer echt gebrochenrationalen Funktion zerlegt.

Integration rationaler Funktionen der Form

e  Produktzerlegung des Nenners in reelle lineare und reelle quadratische
Faktoren.

e  Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung des echt gebrochenrationalen Anteils
mit unbestimmten Koeffizienten.

e Bestimmung der Koeffizienten durch Koeffizientenvergleich bzw.
Einsetzen spezieller Werte.

e Integration der erhaltenen rationalen Ausdriicke.

Beispiel 9.9

Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung der folgenden Funktion

f(x): 6)62 —-x+1

FEEy ) S

Lésung: Der Zéhlergrad ist kleiner als der Nennergrad. Das Nennerpolynom hat
nur einfache reelle Nullstellen, daher lautet der Ansatz fiir die Partialbruch-
zerlegung

6x>-x+1 A4 B C

-DGEA) x xol xel
Durch Multiplikation mit dem Hauptnenner x(x - 1)(x + 1) folgt
6x> —x+1= A(x —1)(x +1)+ Bx(x + 1)+ Cx(x 1),

Zur Bestimmung der Koeffizienten 4, B, C setzen wir fiir x nacheinander die
Nennernullstellen 0, 1 und -1 ein:

x=0=1=-4A=A4=-1.
x=1=>6=2B= B=3.

x=-128=2C=C=4.
Die Partialbruchzerlegung lautet somit

O -x+l 103 4
x(x—l)(x+1)_ x x-1 x+1
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Beispiel 9.10

Bestimmen Sie mittels Partialbruchzerlegung alle Stammfunktionen der

4 2
Funktion f(x) _X 3% -2x+2
(x2 + 2)2

Losung: Da der Grad des Nennerpolynoms nicht groBer als der Grad des Zahler-
polynoms ist, muss zuerst eine Polynomdivision durchgefiihrt werden:
(x4 +3x% —2x+ 2): (x4 +4x? +4):1
“(teax® +4)

—x*=2x-2

,xeR.

und der Integrand f'kann als Summe eines Polynoms und einer echt gebrochen-
rationalen Funktion dargestellt werden

_x4+3x2—2x+2_ _x2+2x+2
A e oy e Ny

Das Aufspalten in eine Summe von Partialbriichen ist ohne weitere Rechnung
moglich

x2+2x+2:_ 1 3 2x
(xz—i-Z)2 x*+2 (x2+2)2.

Integration der Partialbriiche ergibt

f()=1-

1 B 2x
K42 (2 42)

1

X+

If(x)dx=J[1— S+K.KeR m

G
dx:x—Tarctan7x+

Beispiel 9.11

Bestimmen Sie mit Hilfe der Methode der Partialbruchzerlegung das
. 2%’ +4
unbestimmte Integral If—_'-zdx
X —x
Losung: Der Integrand ist eine echt gebrochenrationale Funktion. Durch Aus-

klammern des Faktors x* ldsst sich das Nennerpolynom x*—x* als Produkt
linearer Faktoren schreiben

xt—x? :)cz(x2 —1):xz(x—l)(x+1):x-x(x—l)(x+l).

Somit lautet der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung
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xtoxt xz(x—l)(x+l)_

20 +4  2x'+4 4 B _C D
x x* x—-1 x+l

daraus folgt
2% +4 = Ax(x—1)(x + 1)+ Blx—1)(x + 1)+ Cx* (x + 1)+ Dx*(x 1)

Zur Bestimmung der Koeffizienten 4, B, C, D setzen wir fiir x nacheinander die
Zahlenwerte 0, 1, —1 und 2 ein:

x=0=>4=-B=B=-4
x=1=26=2C=C=3

x=-1=22=-2D=D=-1.

Berticksichtigen wir diese Werte, so erhalten wir durch Einsetzen von x =2

20=6A4+3B+12C+4D und damit 4 =0.
Die Zerlegung des Integranden in eine Summe von Partialbriichen lautet

2x°+4 -4 3 -1
T2 a2t 7t :
x"—x x> x-1 x+1

Mit Tabelle 9.2 gelingt nun die Berechnung des unbestimmten Integrals

3 — —
g (24,3 o)y
X —Xx X x—1 x+1

(x-1)

:i+31n|x—1|—1n|x+1|=i+1n +K,K<R. m
X X

9.4 Das bestimmte Integral

Eine wichtige Anwendung der Integralrechnung besteht in der Bestimmung des
Inhalts der Flache, welche zwischen dem Graphen einer positiven (bzw.
negativen) Funktion und der x-Achse liegt. Dies fiihrt zum Begriff des
bestimmten Integrals; gleichzeitig wird dadurch auch ein geometrischer Zugang
zur Integralrechnung erschlossen.

Gesucht ist die Fliche 4 zwischen dem Graphen einer im Intervall [a,b]

definierten Funktion /' (x), der x-Achse und den Geraden x=a,x=»5 (s. Bild
9.1). Dabei gehen wir folgendermallen vor:



