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INTRODUCTION

Les questions traitées dans ce Livre se sont présentées au
cours du développement de la théorie des nombres algébriques et
(plus tardivement) de la géométrie algébrique (cf. Note historique).
A partir du x1x°© siécle, on s’est apercu peu a peu que ces deux
théories présentaient de remarquables analogies; en cherchant
a résoudre les problémes qu’elles posaient, on a été amené a déga-
ger un certain nombre d’idées générales, dont le champ d’appli-
cation ne se limite pas aux anneaux de nombres algébriques
ou de fonctions algébriques ; et, comme toujours, il y a avantage
4 considérer ces notions sous leur aspect le plus général pour
en mieux saisir la portée véritable et les répercussions mutuelles.
On traite donc dans ce Livre de concepts applicables en principe
a tous les anneaux commutatifs et aux modules sur de tels an-
neaux ; il faut toutefois signaler qu’on n’obtient souvent de résul-
tats substantiels qu’en introduisant des hypothéses de firitude
(toujours vérifiées dans les cas classiques), par exemple en suppo-
sant les modules de type fini ou les anneaux ncethériens.

Les principales notions autour desquelles se groupent les
premiers chapitres sont les suivantes :

1. Localisation et globalisation. Partons par exemple d’un
systeme d’équations diophantiennes :

(*) Pyx1,eecyz2m) = 0 (1<i<gn)

ou les P; sont des polynomes & coefficients entiers rationnels, et
ou on cherche des solutions (z;) formées de nombres entiers ration-
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nels. On peut commencer a4 aborder le probléme en cherchant des
selutions formées de nombres rationnels, ce qui consiste a envisager
le méme probléme ot les coefficients des P; sont considérés comme
des éléments du corps des fractions @ de Z, et ot 'on se propose
de trouver les solutions a valeurs dans Q. Une seconde étape
consiste a voir si, étant donné un nombre premier p, il existe des
solutions rationnelles dont les dénominateurs ne sont pas divisibles
par p (il est clair que les solutions entiéres vérifient cette condi-
tion) ; cela revient cette fois & se placer dans le sous-anneau Zy
de Q formé des nombres rationnels de ceite nature, dit anneau
local de Z correspondant au nombre premier p. Il est clair que le
passage de Z & Q ef celui de Z & Z(p) sont de méme nature : dans
les deux cas, on n’admet comme dénominateurs que ceux qui
n’appartiennent pas & un certain idéal premier ('idéal (0) ou I'idéal
(p) suivant le cas). Le mot méme d’ « anneau local» provient de la
géométrie algébrique, o cette notion apparait de fagon plus natu-
relle : par exemple, dans 'anneau €(X) des fonctions rationnelles
d’une variable & coeflicients complexes, ’anneau local correspon-
dant a 1'idéal premier (X — «) est anneau des fractions ration-
nelles « réguliéres » au point « (c’est-a-dire n’ayant pas de poéle en
ce point).

Tout probléme diophantien, et plus généralement tout pro-
bléme sur des A-modules (A anneau commutatif) peut se décom-
poser en deux problémes partiels : on cherche & le résoudre dans
les anneaux locaux A, correspondant aux différents idéaux pre-
miers p de A {«localisation »), puis on se demande si, de ’existence
pour tout p d’une solution du probléme « localisé », on peut conclure
a Pexistence d’une solution du probléme initialement posé (« pas-
sage du local au global »). C’est a I'étude de ce double processus
qu’est consacré le chapitre 11, ou d’ailleurs on verra que la « loca-
lisation » n’est pas liée aux seuls idéaux premiers, mais a une
portée plus vaste.

II. Complétion des anneaux locauzr. Un anneau local A
partage avec les corps la propriété de n’avoir qu’un seul idéal
maximal m. On utilise ce fait pour ramener, dans une certaine
mesure, un probléme sur des A-modules & un probléme analogue
sur des espaces vectoriels, en passant cette fois & ’anneau quotient
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A/m, puisque ce dernier est un corps. Si on revient par exemple
au systéme diophantien (*), cette idée n’est autre que le prineipe
de la « réduction modulo p », transformant les équations en con-
gruences mod. p, qui s’est présentée de facon naturelle dés les pre-
miers travaux de théorie des nombres.

Ce faisant, il est clair qu’on ne peut toutefois espérer atteindre
ainsi des résultats complets sur le probléme initial, et on s’est vite
rendu compte que pour avoir des renseignements plus précis, il
faut non seulement considérer les congruences modulo m, mais
aussi les congruences « supérieures » modulo m#», pour des en-
tiers n > 0 arbitraires. On se convainc méme ainsi que, plus n
est grand, plus on « approche » en quelque sorte du probléme
initial (dans le cas ot A = Z par exemple, la raison en est qu’'un
entier # 0 ne peut étre divisible par foutes les puissances p* d’un
nombre premier donné p ; la présence de cet entier se fera donc
sentir dans la réduction mod. p» dés que r sera pris assez grand).
La traduction mathématique de cette idée consiste & considérer
sur A une fopologie d’anneau (c¢f. Top. gén., chap. 111, 3¢ éd., § 6)
pour laquelle les m» forment un systéme fondamental de voisinages
de 0. Mais lorsqu’on a ainsi, par exemple, résolu le systeme de
congruences

(**) Py(z1,..., zm) = 0 (mod. p¥) (1 <1< n)

pour tout entier & > 0, il ne s’ensuit pas encore que le systéme (*)
ait une solution dans ’anneau local Z(y) ; on constate que I’hypo-
thése précédente peut s’interpréter en disant que (*) admet une
solution dans le complété Zp» de lanneau topologique Z(y).

Le probléme initial, ainsi affaibli, est finalement ramené
au probléme analogue pour les anneaux locaux du type A/mn,
qui sont encore plus proches des corps que les anneaux locaux géné-
raux, puisqu’ils ont un radical nilpotent ; en géométrie algébrique
classique, cela correspond a une étude « différentielle » du probléme
au voisinage d'un point donné.

Le chapitre I1I traite d’une facon générale de ces applications
de notions topologiques i la théorie des anneaux locaux. Au cha-
pitre VI, on en étudie un aspect plus spécial, adapté d’une part a
des études plus fines de géométrie algébrique, et surtout a I’arithmé-
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tique des corps de nombres algébriques, ou les anneaux locaux
que Yon rencontre (tels que Zy) appartiennent a une classe
particuliérement simple, celle des « anneaux de valuation », ou la
divisibilité est une relation d’ordre total (cf. Alg., chap. VI, § 1)
dans 'ensemble des idéaux principaux.

L’étude du passage d’un anneau A a un localisé Ay, ou & un
complété A fait apparaitre un caractére commun a ces deux
opérations, la propriété de platitude des A-modules A, et A, qui
permet entre autres de manier les produits tensoriels de tels A-mo-
dules avec des A-modules quelconques un peu comme on le
fait des produits tensoriels d’espaces vectoriels, c’est-a-dire sans
toutes les précautions dont s’entoure leur emploi dans le cas géné-
ral. Les propriétés liées a cette notion, qui s’applique d’ailleurs
aussi aux modules sur des anneaux non commutatifs, font I'objet
du chapitre 1.

I11. Entiers et décomposition des idéaux. L’étude de la divi-
sibilité dans les corps de nombres algébriques nécessitait dés le
début l'introduction d’une notion d’entier dans un tel corps K,
généralisant la notion d’entier rationnel dans le corps Q. La
théorie générale de cette notion d’ « entier algébrique », liée,
comme on le verra, & des conditions de finitude trés strictes, est
développée au chapitre V : elle s’applique a tous les anneaux
commutatifs, et présente un grand intérét non seulement en
arithmétique, mais en géométrie algébrique et méme dans la
théorie moderne des « espaces analytiques » sur le corps C.

Un des obstacles majeurs & P'extension de Parithmétique
classique aux anneaux d’entiers algébriques a longtemps été le fait
que la décomposition classique d’un entier rationnel en facteurs
premiers ne s’étend pas en général & ces anneaux. Il fallut la créa-
tion de la théorie des idéaux pour surmonter cette difficulté : la
décomposition unique cherchée est alors rétablie pour les idéaux,
la notion d’idéal premier se substituant bien entendu a celle de
nombre premier. On peut d’ailleurs considérer ce résultat comme
un cas typique ou le « passage du local au global » se fait de fagon
satisfaisante : la connaissance, pour un z e K, des valeurs en z de
toutes les « valuations » de K, détermine = & multiplication prés par
un entier inversible.
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Dans des anneaux moins simples que les anneaux d’entiers
algébriques (et déja par exemple dans les anneaux de polyndémes
& plusieurs indéterminées) ce résultat perd sa validifé. On peut
toutefois associer d’une facon canonique a tout idéal un ensemble
bien déterminé d’idéaux premiers : en géométrie algébrique, si on
considére par exemple dans K" (K corps commutatif quelconque)
une sous-variété définie par un systéme d’équations polynomiales
P. = 0, les composantes irréductibles de cette sous-variété corres-
pondent biunivoquement aux éléments minimaux de I’ensemble
des idéaux premiers ainsi associés a 1’idéal engendré par les P,.
On peut en outre (si ’on se borne aux anneaux noethériens) donner
pour tout idéal une « décomposition » moins précise qu'une décom-
position en produit d’idéaux premiers : le produit y est en effet
remplacé par l'intersection, et les puissances d’idéaux premiers
par des idéaux « primaires » liés aux idéaux premiers associés a
Pidéal envisagé (mais qui ne sont pas des généralisations directes
des puissances d’idéaux premiers). L’introduction des idéaux pre-
miers associés 4 un idéal et I’étude de leurs propriétés font I'objet
du chapitre IV ; on y démontre aussi 'existence et certaines pro-
priétés d’unicité des « décompositions primaires » auxquelles nous
venons de faire allusion ; mais il apparait & présent que ces décom-
positions ne jouent le plus souvent qu’un rdle accessoire dans les
applications, la notion essentielle étant celle d’idéal premier asso-
cié a un idéal.

Au chapitre VII, on examine plus en détail les anneaux ou
I'on se rapproche davantage des propriétés des anneaux d’entiers
algébriques en ce qui concerne la décomposition en produit
d’idéaux premiers ; on peut entre autres introduire dans ces
anneaux la notion de « diviseur » qui est 'aspect géométrique de
cette décomposition et joue un rdle important en géométrie algé-
brique.

Enfin, les chapitres VIII et suivants traiteront de notions qui
présentent plus d’intérét en géométrie algébrique qu’en arithmé-
tique (ou elles deviennent triviales) et notamment du concept de
dimension.

Avec ces notions, on parvient a la frontiére de la géométrie
algébrique proprement dite, frontiére toujours plus mouvante
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et difficile & tracer. C’est que, si 'algébre commutative est un outil
essentiel pour développer la géométrie algébrique dans toute sa gé-
néralité, inversement (comme on a déja pul’apercevoir ci-dessus),
lIe langage de la géométrie s’avére extrémement commode pour
exprimer les théoréemes d’algébre commutative et y suggérer une
certaine intuition, naturellement assez absente de 1algébre
abstraite ; avec la tendance actuelle & élargir de plus en plus le
cadre de la géométrie algébrique, le langage algébrique et le lan-
gage géométrique tendent plus que jamais a se confondre.



CHAPITRE I (¥

MODULES PLATS

Sauf mention expresse du contraire, tous les anneaux considérés
dans ce chapitre sont supposés avoir un élément unité; tous les
homomorphismes d’anneaux sont supposés transformer Iélément
unité en Uélément unité. Par un sous-anneau d’un anneau A, on
entend un sous-anneau contenant Uélément unité de A.

St A est un anneau, M un A-module ¢ gauche, U (resp. V)
un sous-groupe additif de A (resp. M), on rappelle qu’on note
UV ou U.V le sous-groupe additif de M engendré par les produits uy,
ou ue U, veV (Alg., chap. VIII, § 6, n° 1). St a est un idéal de
A on pose a® = A. Pour tout ensemble B, on désigne par 1y (ou
par 1 quand aucune confusion n’est & craindre) I’application iden-
tigue de E sur lui-méme.

On rappelle que les axiomes des modules itmpliquent que st E
est un module a gauche (vesp. & droite) sur un annean A, et st 1
désigne Uélément unité de A, on a 1.z = x (vesp. z.1 = x) pour
tout xe E (Alg., chap. 11, 3e éd., § 1, n° 1). Si E et ¥ sont deux
A-modules a gauche (resp. ¢ droite), on rappelle qu’on désigne par
Hom, (E, F) (ou simplement Hom (E, F)) le groupe additif des
homomorphismes de E dans ¥ (loc. cit., § 1, n® 2). Par abus de nota-
tion, on désignera souvent par 0 un module réduit & son élément
neutre.

(*) A Pexception du § 4, les résultats de ce chapitre ne dépendent d’au-
cun autre livre de la deuxiéme partie.
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§ 1. Diagrammes et suites exactes

1. Diagrammes.

Soient par exemple A, B, C, D, E cing ensembles, et soient
f une application de A dans B, g une application de B dans C,
h une application de D dans E, u une application de B dans D et ¢
une application de C dans E. Pour résumer une situation de ce
genre, on fait souvent usage de diagrammes; par exemple, on
résumera la situation précédente par le diagramme suivant (Ens.,
chap. H, §3,n°4):

A—LsBLsg
(1) v $v
D—E

Dans un tel diagramme, le groupe de signes A 7, B schéma-
tise le fait que f est une application de A dans B. Lorsqu’il ne peut
y avoir d’ambiguité sur f, on supprime la lettre f, et on écrit
simplement A — B.

Lorsque A, B, C, D, E sont des groupes (resp. des groupes
commutatifs) et f, g, #, u, ¢ des homomorphismes de groupes,
on dit pour abréger que le diagramme (1) est un diagramme
de groupes (resp. de groupes commulalifs).

En principe, un diagramme n’est pas un objet mathéma-
tique, mais seulement une figure, destinée a faciliter la lecture
d’un raisonnement. En pratique, on se sert souvent des dia-
grammes comme de symboles abréviateurs, qui évitent de nom-
mer tous les ensembles et toutes les applications que I'on veut
considérer ; on dit ainsi « considérons le diagramme (1) » au lieu de
dire : «soient A, B, C, D, E cinq ensembles... et v une application
de C dans E »; voir par exemple I’énoncé de la prop. 2 du n° 4.

2. Diagrammes commulalifs.

Considérons par exemple le diagramme suivant :

AL.B 2.c D
(2) ay L e} 4y
AI BI CI DI

r P2 B
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A tout chemin composé d’un certain nombre de segments
du diagramme parcouru dans le sens indiqué par les fléches, on fait
correspondre une application de !'ensemble représenté par I’ori-
gine du premier segment dans 'ensemble représenté par l'extré-
mité du dernier segment, savoir la composée des applications repré-
sentées par les divers segments parcourus. Pour tout sommet
du diagramme, par exemple B, on convient qu’il v a un che-
min réduit 4 B, et on lui fait correspondre l'application iden-
tique 1,.

Dans (2), il y a par exemple trois chemins partant de A et
aboutissant a C’; les applications correspondantes sont ce gof,
gobof et g'of'oa. On dit quun diagramme est commutatif si,
pour tout couple de chemins du diagramme ayant méme origine
et méme extrémité, les deux applications correspondantes sont
égales ; en particulier si un chemin a son extrémité confondue
avec son origine, 'application correspondante doit étre l’iden-
tité.

Pour que le diagramme (2) soit commutatif, il faut et il suffit
que I'on ait les relations :

(3) fl°a=b°fr é"ob:C"gy h’oC:doh;

autrement dit, il faut et il suffit que les trois diagrammes carrés
extraits .de (2) soient commutatifs. En effet, les relations (3) en-
trainent cogof=g'obofpuisquecog =g'ob,et g'obof=g'of oa
puisque bof = f'oa; donec les trois chemins partant de A et
aboutissant a C’ donnent la méme application. On vérifie de
méme que les quatre chemins partant de A et aboutissant & D’
(resp. les trois chemins partant de B et aboutissant & D’) donnent
la méme application. Les relations (3) signifient que les deux che-
mins partant de A (resp. B, C) et aboutissant & B’ (resp. C’, D)
donnent la méme application. Tous les autres couples de sommets
de (2) ne peuvent étre joints que par un chemin au plus, et le dia-
gramme (2) est donc bien commutatif.

Par la suite, nous laisserons au lecteur le soin de formuler et
de vérifier des résultats analogues pour d’autres types de dia-
grammes.
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3. Suiles exactes.

Rappelons la définition suivante (Alg., chap. II, 3¢ éd., §1,
ne 4) :

DeriniTION 1. — Soient A un anneau, ¥, G, H irois A-modules
d drotte (resp. @ gauche), f un homomorphisme de ¥ dans G et g un
homomorphisme de G dans H. On dit que le couple (f, g) est une suite
exacte st U'on a TgI(O) = f(F), c’est-d-dire st le noyau de g est égal
alimage de f. '

On dit aussi alors que le diagramme
(4) F.>G6-2+H
est une suite exacte.

Considérons de méme un diagramme formé de quatre modules
et de trois homomorphismes :

&

(5) ELsF-25G H.

On dit que ce diagramme est exact en F si le diagramme
E L F % G est une suite exacte ; on dit qu’il est exact en G si
F % G 5 H est une suite exacte. Si (D) est exact en F et en G, on
dit qu’il est exact, ou encore que c¢’est une suite exacte. On définit
de méme les suites exactes a un nombre quelconque de termes.

Rappelons aussi les résultats suivants (loc. cit.), ou E, F, G
désignent des A-modules & droite (resp. & gauche), les fleches
représentent des homomorphismes, et 0 désigne un module réduit
4 son’‘élément neutre :

a) Dire que 0 — E % F est une suite exacte équivaut a dire
que f est injectif.

b) Dire que E L F > 0 est une suite exacte équivaut a dire
que f est surjectif.

¢) Dire que 0 — E L F > 0 est une suite exacte équivaut a
dire que f est bijectif, c’est-a-dire que f est un isomorphisme de
E sur F.
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d) Si F est un sous-module de E et si I'on note ¢ 'injection
canonique de F dans E et p la surjection canonique de E sur E/F,
le diagramme

(6) 0 F—5E -2 EF 0

est une suite exacte.
e) Sif:E — F est un homomorphisme, le diagramme

z

) 0 #0) E /s F—" F/{(E) —> 0

-1
(ot 7 est 'injection canonique de f(0) dans E, et p la surjection
canonique de F sur F/{(E)) est une suite exacte.
f) Pour qu’un diagramme

(8) E-LsF-2sG

s0it une suite exacte, il faut et il suffit qu’il existe des modules
S, T et des homomorphismes ¢ : E +S, b:S —>F,¢: F—>T
et d: T — G tels que f = boa, g = doc, et que les trois suites

E-258—-0
(9) 0 S—2>F—»>T 0

0—>T 245G

solent exactes.

Rappelons enfin que si f : E — F est un homomorphisme de
A-modules, on pose Ker (f) = ]7(10), Im (f) == f(E), Coim (f) = E/}‘EO)
et Coker (f) = F/f(E). Avec ces notations, on peut prendre, dans
(9), S =Im (f) = Ker (g) et T = Im (g) (1somorphe canonique-
ment a Coker (f)).

4. Le diagramme du serpent.

Prorosirion 1. — Considérons un diagramme commulatif de
groupes commultatifs :
A 5B -25C
(10) el 2 ol

A’TB'?C’
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On suppose que les deux lignes de (10) sont exactes. Alors :
(1) Si c est injectif, on a
(11) Im (B)nlm (u') = Im (u' ca) = Im (bou).
(1) St a est surjectif, on a
(12) Ker (b) 4+ Im (u) = Ker (¢/ o b) = Ker (co9).
Prouvons (1). Il est clair que I'on a
Im (@' oa) = Im (bou)cIm () nIm (u).
Inversement, soit xe Im (b)) nIm (u'). Il existe y e B tel que
z = b(y). Comme ¢'ou’ = 0, 0on a0 = ¢'(z) = ¢ (b(y)) = c(v(y)),
d’ou ¢(y) = O puisque ¢ est injectif. Comme (u, ¢) est une suite
exacte, il existe ze A tel que y == u(z), d’ott x = b(u{z)).
Prouvons (i1). Comme vou = 0 et ¢'ou’ = 0, il est clair que
Ker (b) -+ Im (u) c Ker (0" 0 b) = Ker (cov).
Inversement, soit xe Ker (¢ o0). Alors b(x) e Ker (¢'), et
il existe y'e A’ tel que u'(y’) = b(z) puisque la suite (u’, ¢') est
exacte. Comme ¢ est surjectif, il existe y € A tel que a(y) = y’, d’ou
b(x) = u'(aly)) = b(u(y)); on en conclut que z — u(y) e Ker (8),
ce qui termine la démonstration.

Lemme 1. — Constdérons un diagramme commutatif de groupes
commulalifs :
A —25B
(13) “) o
A’ — B’

Alors il existe un homomorphisme el un seul u, : Ker(a) — Ker(b),
et un homomorphisme et un seul u, : Coker (a) — Coker (b), tels que
les diagrammes

Ker (a) — Ker (b)

(14) i b
et

A’ w - B’
(15) rl $7

Coker (a) — Coker (b)
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soient commautatifs, i et j désignant les injections canoniques, p et ¢
les surjections canoniques.

En effet, si x € Ker (a), on a a(z) = 0 et b(u(x)) = u'(a(x)) = 0,
donc u(x) e Ker (b), et Pexistence et l'unicité de u, sont alors
immédiates. De méme, on a u'(a(A)) = d(u(A)) c b(B), donc
u’ donne par passage aux quotients un homomorphisme u, :
Coker (a) — Coker (b), qui est le seul homomorphisme pour le-
quel (15) soit commutatif.

Partons maintenant d’un diagramme commutatif (10) de
groupes commutatifs ; il Iui correspond en vertu du lemme 1 un
diagramme

Ker (a) " 5 Ker (b) % 5 Ker (c) -y

i oo

A B - C g

(16) . - <l ;
% A/ ~ BI = CI
el 0} r

L Coker (a) —— Coker (b) — Coker (c)

(2

ol i, j, k£ sont les injections canoniques, p, ¢, r les surjections ca-
noniques, u;, 4, (resp. v;, ¢,) les homomorphismes canoniquement
associés a u, u’ (resp. ¢, ¢') par le lemme 1. On vérifie aussitdt que
ce diagramme est commutatif.

PropositioNn 2. — Supposons que dans le diagramme com-
mautaiif (10), les suites (u, ¢) et (u’, ¢’) sotent exactes. Alors :

(1) On a v, ou; = 0 ; st u’ est injectif, la sutte (uy, v,) est exacte.

(1) On a vyou, = 0 st v est surjectif, la suite (uy, v,) est exacte.

(11i) Supposons u' injectif et v surjectif. Il existe alors un homo-
morphisme et un seul d : Ker (¢) — Coker (a) ayant la propriéié
suivante : st x € Ker (¢), ye B et t' e« A’ vérifient les relations o(y) =
k(z) et u'(t") = bly), on a d(x) = p(t'). De plus la suite

(*) Ker (a) —— Ker (b) —> Ker (c) AN

> Coker (@) —=- Coker (b) —2> Coker (c}

est exacte.
Prouvons (i). Comme u; et ¢, ont mémes graphes que
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les restrictions de u et ¢ & Ker(a) et Ker(b) respectivement, on a
preua; = 0. On a Ker(¢,) = Ker(b) n Ker(¢) = Ker(b) n Im(u) =
Im(j) nIm(u). Mais d’aprés la prop. 1, (i), on a Ker(¢) =
Im(jou,) = Im(w,) si u’' est injectif.

Prouvons (ii). Comme u, et ¢, proviennent de u et ¢ par passage
aux quotients, il est clair que vyou, = 0. Supposons ¢ surjectif ;
comme ¢ et p sont surjectifs, on a, en vertu des hypothéses et de la
prop. 1, (ii)

Ker (vy) — g(Ker (04)) = g(Ker (') + Im (8)) = g(Ker (¢"))
= g(Im (@) = Im (gou’) = Im (o p) = Im (uy).

Prouvons enfin (iii). Pour z € Ker (c), il existe y = B tel que
v(y) = k(x) puisque ¢ est surjectif ; en outre, on a ¢'(b(y)) =
c(k(z)) = O, et par suite il existe un unique t' € A’ tel que u'(t’) =
b(y) puisque u’ est injectif. Montrons que I'élément p(t') e Coker (a)
est indépendant de P'élément y e B tel que o(y) = X(x). En effet,
si ¥y’ e B est un second élément tel que o(y’) = k(z), on a ¥y’ =
y + u(z) ot ze A ; montrons que si ¢t € A’ est tel que u'(t”") = b(y’)
onat’ =1t -+ a(z);en effet on a u' (i’ + a(2)) = u' (') + u'(a(z)) =
b(y) + b(u(2)) = bly + u(z)) = b(y’). Enfin, on en conclut que
pt""y = p(t') + pla(z)) = p(t’). On peut donc poser d(z) = p(t) et
on a ainst défini une application d : Ker (¢) — Coker (a).

Simaintenant x,, x, sont des éléments de Ker(¢) et x = z; + x5,
on prendra des éléments y, et y, de B tels que o(y,) = k(z,) et
o(y,) = k(x,) et on choisira pour y € B I'élément y; 4 y,; il est
alors immédiat que d(z) = d(z,) + d(z;), done d est un homo-
morphisme.

Supposons que z = ¢,(z’) pour un 2’ € Ker (b) ; on prendra
alors pour y € B I'élément j(z'). Comme b(j(z’)) = 0, on en con-
clut d(z) =0, donec dov, = 0. Inversement, supposons que
d(xz) = 0. Avec les notations précédentes, on a donc t' = a(s),
ou se A. Dans ce cas, on a b(y) = u'(t') = u'(a(s)) = b(u(s)), ou
encore b(y — u(s)) = 0. L’élément y — u(s) est donc de la forme
j(n) pour neKer(d), et on a k(xr) = o(y) = o(u(s) 4 j(n)) =
¢(j(n)) = k(vy(n)) ; comme k£ est injectif, x = ¢y(n), ce qui prouve
que la suite (*) est exacte en Ker (c).

Enfin, on a (toujours avec les mémes notations) u,(d(x)) =
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uy(p(t')) = q(u'(t")) = q(b(y)) = 0 donc wu,od = 0. Inversement,
supposons qu'un élément w = p(t') de Coker (a) soit tel que
(W) = uy(p(t')) = 0 (avec t'eA’). On a donc ¢(u'(t)) = 0, et
par suite u'(#') = b(y) pour un y € B; comme ¢'(u'(1"))) = 0, on a
o' (b(y)) = 0, donc c(v(y)) = 0, autrement dit ¢(y) = k(z) pour
un z < Ker (¢), et par définition w = d(z), ce qui montre que la
suite (*) est exacte en Coker (a¢). On a vu dans (i) qu’elle est
exacte en Ker (b) et dans (ii) qu’elle est exacte en Coker (b), ce
qui achéve de prouver (iii).

Remarque. — Lorsque les groupes du diagramme (10) sont tous
des modules (& droite par exemple) sur un anneau A et les homo-
morphismes des homomorphismes de A-modules, on vérifie aussi-
tO0t que ’homomorphisme d défini dans la prop. 2, (iii) est encore un
homomorphisme de A-modules : si e Ker (¢) et xe A, et siyeB
est tel que v(y) = k(z), il suffit de remarquer que ¢(yo) = k(zx).

CoroLrLaiRE 1. — Supposons que le diagramme (10) soit
commutatif et ait ses lignes exactes. Alors :

(i) St u', a et ¢ sont injectifs, b est tnjectif.

(ii) St v, a et ¢ sont surjectifs, b est surjectif.

L’assertion (i) est conséquence de 'assertion (i) de la prop. 2:
en effet on a Ker (¢) = 0 et Ker (¢) = 0, donc Ker () = 0.

I’assertion (ii) est conséquence de "assertion (ii) de la prop. 2 :
en effet, on a Coker (a) = 0 et Coker (¢) = 0, donc Coker () = 0.

CoRrOLLAIRE 2. — Supposons que le diagramme (10) soit
commudtatif et ait ses lignes exactes. Dans ces conditions :
(1) St b est injectif et st a et ¢ sont surjectifs, alors c est tnjectif.
(i1) ST b est surjectif et st ¢ et u' sont injectifs, alors a est sur-
jectif.
Pour prouver (i), considérons le diagramme
a(A) " B "5 C
a by <y
uw'(A") > B ——

ou a’ est Papplication ayant méme graphe que la restriction de b
a u(A), w et o’ les injections canoniques ; il est clair que ce dia-
gramme est commutatif et a ses lignes exactes. En outre o’ est
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injectif, et par hypotheése ¢ est surjectif ; on a done par la prop. 2,
(i11), une suite exacte.

0 = Ker (b) - Ker (¢) > Coker (a') = 0

puisque b est injectif et que a’ est surjectif ; d’ott Ker (¢) = 0.
Pour prouver (ii), considérons le diagramme
A5 B 2> v(B)

a\], b\L c’\L

AI _‘_u_,% Bl 7 V’(BI)

ou cette fois ¢’ est 'application ayant méme graphe que la restric-
tion de ¢ 4 ¢(B), et w et w’ ont respectivernent mémes graphes que v
et ¢v'; ce diagramme est commutatif et ses lignes sont exactes.
En outre w est surjectif et par hypothése u’ est injectif
donc, par la prop. 2, (iii), une suite exacte

;on a

0 = Ker(¢') > Coker (a) — Coker (b) = 0

puisque b est surjectif et que ¢’ est injectif ; d’out Coker (a) = 0.

§ 2. Modules plats (*)

1. Rappel sur les produits tensoriels.

Soient A un anneau, E un A-module a droite, M un A-module
& gauche. On a défini en Alg., chap. 11, 3¢ éd., § 3, n° 1, le produit
tensoriel E®@.M, qui est un Z-module. Si E’ (resp. M’) est un
A-module a droite (resp. & gauche)etu: E -» E’ (resp. ¢ 1 M — M)
un homomorphisme, on a aussi défini (loc. cit., n°® 2) un Z-homo-

morphisme
u@y :E®AM - E’®AM’.

Lemme 1. — Soit M’ > M 5 M” — 0 une suite exacte de
A-modules a gauche, et soit E un A-module d droite. La suite
1R 10w

E®AM’—>E®AM—_>E”®AM—"'>O

est alors une suite exacte de groupes commutatifs.

(*) Signalons aux lecteurs déja au courant de I’Algébre homologique qu’ils
trouveront au § & d’autres caractérisations des modules plats.



no 2 MODULES PLATS 23

C’est le cor. de la prop. 5 d’Alg., chap. 11, 3¢ éd., § 3,n°6.

On en conclut que pour tout homomorphisme u : M — N de
A-modules a gauche, E®,(Coker u) s’identifie canoniquement
a Coker (1;® u), comme le montre le lemme 1 appliqué & la suite
exacte

M = N -> Coker u — 0.

Les notations étant celles du lemme 1, on sait (loc. cit.) que si
¢ est injectif, c’est-a-dire si la suite 0 — M’ 5 M5 M 0 est
exacte, il n’en résulte pas nécessairement que 1, ® ¢ soit injectif
et ’on ne peut done pas en général identifier E®. M’ & un sous-
groupe de E ®, M. Rappelons toutefois (Alg., chap. II, 3¢ éd.,
§3,n°7 cor. 5 delaprop. 7) le résultat suivant :

Lemme 2. — S5i 0 : M’ — M est injectif et si o(M’) est facteur
direct de M, ’homomorphisme 1, ® ¢ est injectif, et son image est
facteur direct de E @, M.

2. Modules M-plats.

DErinNiTION 1. — Soient A un anneau, E un A-module d droite
et M un A-module & gauche. On dit que E est plat pour M (ou M-plat)
si, pour toui A-module @ gauche M’ et tout homomorphisme injeclif
g : M > M, Phomomorphisme 1,00 : EQM - E&M est
injectif. ‘

On définit de méme, pour tout A-module a droite N, la no-
tion de module ¢ gauche N-plat. Dire qu’un A-module & droite E
est plat pour un A-module & gauche M équivaut & dire que E,
considéré comme A%-module a gauche (on rappelle que A® désigne
Panneau opposé de A), est plat pour le A%-module a droite M.

Lemme 3. — Pour qu’'un A-module a droite E soit M-plat, il
suffit que pour tout sous-module de type fini M’ de M, ’homomor-
phisme canonique 1,®j : EQ.M' —>E®M (j étant Pinjection
canonique M’ — M) soit injectif.
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En effet, supposons cette condition vérifiée et soit N un
sous-module quelconque de M. Supposons que I'image canonique
dans E@M dun élément z = 2z Qyye EQu N (2 € E, y; € N)

]

soit nulle, et soit M’ le sous-module de type fini de N engen-

dré par les y; ; comme par hypothése I'application composée

E@M - E® N—E ® M est injective, la somme 2 = Xy ® y;,
i

considérée comme élément de E ®iM’, est nulle. Comme z est
Pimage de z’, on a aussi z = 0, d’ot le lemme.

Lemme 4. — Soient E un A-module d drotte et M un A-module
& gauche tel que E soit M-plat. St N est, soit un sous-module, soit un
module quotient de M, alors E est N-plat.

Le cas ou N est un sous-module est facile, car si N’ est un
sous-module de N, I’homomorphisme composé

E@QN —-—E@&N ->E.M

est injectif, donc il en est de méme de E®, N’ — E &, N. Suppo-
sons donc que N soit un module quotient de M, ¢’est-a-dire qu’il

existe une suite exacte 0 — R SMAN - 0. Soient N’ un sous-

module de N, et M" = ;(N’). Notons ¢’ Papplication de R dans M’
ayant méme graphe que t, p’ la surjection M’ — N’, ayant méme
graphe que la restriction de p & M’, r Papplication identique de R
sur R, m linjection canonique M’ — M, n Pinjection canonique
N’ — N. Le diagramme

I

0 R M N 0
ry m 2
0 R M N 0

P

est commutatif, et ses lignes sont exactes.

Pour simplifier écriture, posons T(Q) = E®,(Q pour tout
A-module & gauche ) et T(¢) = 1;® ¢ pour tout homomorphisme
¢ de A-modules a gauche. Le diagramme

T(R) 22 Ty 2% T(N') —— 0
) | Tem) | ()
T(R) —= T(M) —> T(N) —— 0

T(@) T(p)

est commutatif, et ses lignes sont exactes en vertudun®1, lemme 1.
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De plus, puisque E est M-plat, ’homomorphisme T(m) est injec-
tif. Comme T(r) et T(p’) sont surjectifs, il résaulte du § 1, n° 4, cor. 2
de la prop. 2, que T(n) est injectif, ce qui démontre le lemme.

Lemme 5. — Soit (M,),e; une famille de A-modules & gauche,

M= EBIML leur somme directe, et ¥ un A-module a droite. St, pour
=

tout e I, E est plat pour M,, alors E est plat pour M.

a) Supposons d’abord que I = {1, 2{, et soit M’ un sous-
module de M = M, ®M,, M, et M, étant canoniquement identi-
fiés a des sous-modules de M. Désignons par M; l'intersection
M’'nM,, par M; I'image de M’ dans M, par la projection cano-
nique p de M sur M,. On a un diagramme

0 M s M T M 0
u o o
0 M, — M —— M, 0

ol ¢y, ¢, v, 1, ¢’ sont les injections canoniques et p’ 'application
ayant méme graphe que la restriction de p & M’, qui est surjec-
tive. On vérifie aussitdt que ce diagramme est commutatif et que
ses lignes sont exactes. Les notations T(Q) et T(¢) ayant le méme
sens que dans la démonstration du lemme 4, on a un diagramme
commutatif
T(My) = T(M') =2 T(M;)
Ty ) ) | T(ey) |
o TMy) > TM) e T(M,)

En vertu du lemme 1 du n° 1, les deux lignes de ce diagramme
sont exactes ; comme K est plat pour M, et M,, T(¢,) et T(v,) sont
injectifs ; en outre, en vertu du lemme 2 du n® 1, T(¢) est injectif.
Le cor. 1 de la prop. 2 du § 1, n° 4 montre alors que T(¢) est injec-
tif et par suite E est M-plat.

b) Si I est un ensemble fini & n éléments, on procéde par ré-
eurrence sur n en utilisant a).

¢) Dans le cas général, soit M’ un sous-module de type fini de
M. 11 existe alors une partie finie J de 'ensemble d’indices I telle

que M’ soit contenu dans la somme directe M, = EBJML. En
te

vertu de b), E est plat pour M, ; 'homomorphisme canonique
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E®y M’ — E Qi M; est donc injectif. D’autre part, comme M, est
facteur direct de M, ’homomorphisme canonique EQ@:M; - E®@: M
est injectif (n° 1, lemme 2). Par composition, on en déduit que
E®@:M — E® M est injectif, et E est plat pour M en vertu
du lemme 3.

3. Modules plais.

PropositioN 1. — Sott E un A-module d drotte. Les trois pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

a) E est plat pour A, (autrement dit, pour tout tdéal & gauche a
de A, Phomomorphisme canonique E ®:a — E Q. A; = E est injectif).

b) E est M-plat pour tout A-module @ gauche M.

¢) Pour toute suite exacte de A-modules d gauche et d’ homomor-
phismes

M s M s M

la suite

EanM “25 E oM 2% E o, M

est exacte.

Il est immédiat que b) entraine a). Inversement supposons a)
vérifiée ; en vertu dun® 2, lemme 5, E est plat pour tout A-module
a gauche libre ; comme tout A-module & gauche est isomorphe a
un quotient d’un module libre (Alg., chap. II, 3¢ éd., § 1, no 11,
prop. 20), il résulte dun® 2, lemme 4 que E est plat pour M.

Montrons que ¢) implique 4). Si ¢ : M’ — M est un homomor-

phisme injectif, la suite 0 — M’ 5 M est exacte ; en vertu de c),

la suite 0 - E®, M’ 1—(g)—v>E<X>AM est exacte ; cela signifie que

1® v est injectif, autrement dit que E est M-plat.

Enfin, Pimplication b) = ¢) est la conséquence du lemme
plus précis suivant :

Lemme 6. — Si M’ >M 5 M est une suite exacte de A-
modules & gauche et si E est un A-module & droite plat pour M",

la suite

EoaM -2 EeuM 2% o.M

est exacle.
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Utilisons les notations T(Q) et T(¢) avec le méme sens que
dans la démonstration du lemme 4 du n° 2. Posons M;" = w(M) et
soient ¢ : M;" - M’ I'injection canonique et p I'application de M
dans M;’ ayétnt méme graphe que w. La suite M’ >M 5 M}’ > 0
étant exacte, il résulte du n° 1, lemme 1 que la suite

T(M"
est exacte. Par ailleurs, comme E est M'’’-plat, D’application

T(@) : T(M]") - T(M"') est injective, et comme T(z) o T(p) = T(w),
la suite

T(v)

TM) 22 T(M}) -0

TM') 25 T(M) =25 T(M'")

est exacte (§ 1, n° 3).

DEriNiTION 2. — On dit qu’un A-module a droite E est plat
s’il vérifie les propriéiés équivalentes de la prop. 1.

On définit de méme les A-modules 4 gauche plats. Dire qu'un
A-module a droite E est plat équivaut a dire que E, considéré
comme A%-module a gauche, est plat.

Remarques. — 1) En vertu du n° 2, lemme 3, pour qu’'un
A-module & droite E soit plat, il faut et il suffit que, pour tout
idéal a gauche a de A, de type fini, 'application canonique
E®sa - E (prop. 1) d’image Eaq, soit injective.

2) Soit E un A-module a droite plat. Si M’ est un sous-
module d'un A-module & gauche M, [Pinjection canonique
E®Q.M — E®.M permet d’identifier E®: M’ & un sous-groupe
de E ®; M. Ceci étant, soient N un A-module a gauche, u: M - N
un homomorphisme, K = Ker u, ] = Im u. La considération de la
suite exacte.

0>-K->MZXEN

mountre aussitét (prop. 1) que E ®. (Ker u) s’identifie ¢ Ker (15 ® u).
D’autre part, en notant u’ I’homomorphisme surjectif M — I
ayant méme graphe que u, et ¢ 'injection canonique I — N, 1, ® u’
est surjectif (n° 1, lemme 1) et 1; ® i est injectif puisque E est
plat. Comme 1;®u = (1®1i)o(1z® u’), E®s(Im u) s’identifie a
Im (1 ® u).
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Prorosirion 2. — (1) Soit (E),e1 une famille de A-modules
d droite. Pour que E = @El sott plat, il faut et il suffit que chacun
des E, soit plat.

(11) Soient I un ensemble ordonné, (Eq, fa.) un systéme inductif
de A-modules a droite (Alg., chap. I1, 3¢ éd., § 6, n° 6). Si chacun
des E, est plat, alors E = lim E, est plat.

Soit M" - M un homoymorphisme injectif de A-modules a

gauche.
(1) Pour que ’'homomorphisme somme directe

D (BE. @ M) - L@(EL@A M)

el
soit injectif, il faut et il suffit que chacun des homomorphismes
E.Q.M —E @M le soit (Alg., chap. I, 3¢ éd., §1, n°6, cor. 1
de la prop. 7), ce qui démontre (i), puisque @(EL®A M) s’iden-
e
tifie canoniquement 4 E®. M (4lg., chap. I, 3¢ éd., § 3, n° 7,
prop. 7).
(ii) Par hypothése, chacune des suites

0—->E, &M —-E. &M

-est exacte ; il en est donc de méme de la suite

O—~>E®AM’~—>-E®AM

puisque le passage a la limite mductive commute avec le produit
tensoriel (Alg., chap. II, 3e éd., § 6, n® 7, prop. 12) et conserve
Fexactitude (ibid., § 6, n® 6, prop. 8).

4. Exemples de modules plats.

1) Pour tout anneau A, il est clair que A4 est un A-module
plat (Alg., chap. I, 3¢ éd., § 3, n° 4, prop. 4). 11 résulte alors de la
prop. 2, (i), du n° 3 que tout A-module & droite libre, et plus géné-
ralement tout A-module a drotte projectif (Alg., chap. 11, 3¢ éd.,
§ 2, n° 2) est un A-module plat.

2) Si A est un anneau semi-simple (Alg., chap. VIII, §5,no 4,
déf. 1) tout A-module & droite E est semi-simple, donc somme
directe de modules simples ; comme chacun de ces derniers est
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isomorphe a un facteur direct de Ay (2bid., § 5, n° 1, prop. 6), E est
projectif, et par suite plat d’aprés 1) (cf. exerc. 16).

~*3) Aux chap. II et IlI, nous étudierons en détail deux
exemples importants de A-modules plats : les anneaux de frac-
tions S—1A et les séparés complétés Ade A pour les topologies
J-adiques.

ProrosiTioN 3. — Soient A un anneau, £ un A-module a
droite.

(1) Supposons que E soit plat. Pour tout élément a de A qui
n’est pas diviseur @ droite de O (*), les relations z€ E, za =0
entrainent x = 0.

(1i) On suppose que A est un anneau commutatif intégre dans
lequel tout idéal de type fini est principal (par exemple un anneau
principal (Alg., chap. VII, § 1, no 1)). Alors, pour que E soit plat,
il faut et il suffit que E soit sans torsion.

Prouvons (i). Soit ¢ : As; - A; I’homomorphisme ¢ ta
de A-modules & gauche ; I’hypothése signifie que ¢ est injectif.
Comme E est plat, ’homomorphisme 1,®¢ : EQs A; > E Q@4 A
est aussi injectif. Lorsque 'on identifie canoniquement E ®i A
a E, 1,®¢ devient endomorphisme & — za¢ de E. Donec la rela-
tion za = 0 entraine x = 0.

Prouvons (it). D’aprés (i), s1 E est plat, E est sans torsion.
Inversement, soit E un A-module sans torsion ; vérifions que,
pour tout idéal de type fini a de A, Phomomorphisme canonique
E®sa — E est injectifl (n° 3, Remarque 1). Cette assertion est
évidente si a = (0); sinon, on a par hypothése a = Aa avec
acA et a #0,et t —ta est alors un isomorphisme ¢ de A sur a;
notant ¢ Pinjection canonique a — A, io¢ est Phomothétie de
rapport a dans A. Alors 1, ® (7o ¢) est ’homothétie de rapport «
dans E, et est injective puisque E est supposé sans torsion.
Or, on a 1;®@(tov) = (1g®@ 1) o (15®0) ; comme 1;® ¢ est un iso-
morphisme, 1;® 7 est injective, ce qui achéve la démonstra-
tion.

{*) Rappelons qu'un diviseur & droite (resp. a gauche) de 0 dansun anneau
A est un élément b € A tel que 'application z — zb (resp. x — bx) ne soit pas
injective.
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Ezemple. — Appliquant la prop. 3 & Panneau Z, on voit que Q
est un Z-module plat, mais que Z/rZ (pour n > 2) n’est pas un
Z-module plat.

5. Platitude des modules quotients.

ProprosiTioN 4. — Soit E un A-module & droite. Les trois
propriétés suivantes sont équivalentes :

a) E est plat.

b) Pour toute suite exacte de A-modules a droite de la forme

(1) 0>G>H3E >0

et tout A-module & gauche F, la suite

2) 0— G F 2 Hon F 2L E® F — 0
est exacte.

¢) Il existe une suite exacte (1), ot H est plat, telle que la suite
(2) soit exacte pour tout A-module a gauche F de la forme Agfa, on
a est un tdéal & gauche de type fint de A.

Montrons d’abord que a) implique ). Le A-module & gauche
F est isomorphe & un quotient d’un module libre (Alg., chap. II,
3eéd., §1,n° 11, prop. 20) ; autrement dit, on a une suite exacte

0>R>L5F>0

ou L est libre. Considérons le diagramme

v®ln w®1g

GOR— HQQR— E®R
1G®il 1H®il 1E®il
v
(3) GOL — HoL — E®L

ey &
1(;®pl ill;@pl "
GRF-—>H®F

v 1p

Il est immeédiat que ce diagramme est commutatif, et ses lignes et
colonnes sont exactes en vertu dun® 1, lemme 1 ; en outre, comme
1s@p et 1;®@ p sont surjectifs (n° 1, lemme 1), on a GOF =
Coker (1;,®17), H® F = Coker (1;®1) ; w® 1; est surjectif (n° 1,
lemme 1) ; enfin, comme L est libre, donc plat, v®1, est injec-
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tif. On peut donc appliquer le diagramme du serpent (§ 4, n° 4,
prop. 2, (iii)) qui prouve l'existence d’une suite exacte

(4)  Ker(1,®i) — Ker(1,01) —— GOF 22 HQF.
Cela, étant, si E est plat, 1,®1¢ est injectif, autrement dit
Ker (1, ®1) = 0, et la suite exacte (4) montre que ¢v®1; est
injectif, donc la suite (2) est exacte (compte tenu dun® 1, lemme 1).
Comme b) implique évidemment c¢), il nous reste a prouver
que c) entraine a). Considérons le diagramme (3) dans le cas R == a,
L = A;, F = A /a, et appliquons la suite exacte (4). Par hypo-
thése, ¢v® 1; est injectif, donc Im (d) = 0; en outre, comme H
est plat, on a Ker (1z® ) = 0; 'exactitude de la suite (4) en-
traine donc Ker (1;®1) = 0, autrement dit 1;®: est injectif
et cela prouve que E est plat (n° 3, Remarque 1).

ProposITION 5. — Soit 0 > B > E S E” >0 une suite
exacte de A-modules a droite. Supposons que E’’ soit plat. Alors,
pour que ¥ soit plat, i faut et il suffit que E soit plat.

Soit u : F' - F un homomorphisme injectif de A-modules &
gauche. Considérons le diagramme

EI@FI&E@FIMEH@FI

1E’®u\l, 1E®u\l, IE"®u\L
E®QF —E®F — E'®F

&1y w@1p

I1 est commutatif et ses lignes sont exactes (n° 1, lernme 1). Puisque
E" est plat, 1, ® u est injectif ; en ountre, la prop. 4 prouve que
v @1 et v® 1, sont injectifs. Cela étant, si E est plat, 1,®u
est injectif, donc aussi (1@ u)o(¢®1y) = (¢ ® 1) (ly®u) ; on
en conclut que 1,y @ u est injectif, et par suite E’ est plat. Réci-
proquement, si E’ est plat, 1, ® u est injectif ; on conclut alors
du §1,n° 4, cor. 1 de la prop. 2, que 15 ® u est injectif, et par suite
E est plat.

Remarques. — 1) 11 peut se faire que E et E’ soient plats
sans que E’’ le soit, comme le montre exemple des Z-modules
E=2, B =nZ E" =2Z/nZ (n > 2).



32 ALGEBRE COMMUTATIVE chap. I, § 2

2) Un sous-module d’un module plat n’est pas nécessairement
un module plat (exerc. 3).

6. Propriétés d’intersection.

Lemme 7. — Sotent E un A-module a droite, ¥ un A-module a
gauche, ¥', ¥ deux sous-modules de F tels que F = F' -+ F",
Alors Utntersection des images canoniques de EQ F' et EQF" dans
E® F est égale a U'image canonique de EQ (F' n F").

Considérons en effet le diagramme

0—~>F nEF"” F’ FiFnF")—0
¥ v B
00— F'"—F 4+ F" > (F' + F")/F" -0

ou les fleches non spécifiées sont les injections et surjections ca-
noniques et j est 'isomorphisme canonique défini dans (Alg.,
chap. I, § 6, n° 13, th. 6). Ce diagramme est commutatif et ses
lignes sont exactes. On en déduit (puisque F = F’ 4 F’’) un
diagramme commutatif
EQ(F' nF') > E®F - E(F/(F' nF"))
¥ ¥ m®i |
E®F' ——E®F s E®(F/F")

Les lignes de ce diagramme sont exactes (n® 1, lemme 1) et
1y @ j est un isomorphisme. Notre assertion est alors un cas parti-
culierdu § 1, no 4, prop. 1, (i). (Cf. exerc. 5.)

ProprosiTioN 6. — Soient E un A-module @ droite et F un
A-module @ gauche tels que B soit plat pour F. Pour toul sous-
module ¥' de ¥, notons o(F’) Pimage de EQF' par Papplication
canonigue de EQF' dans It ® ¥ (qui est injective en vertu de la déf. 1
du no 2). Alors, st ¥', F'" sont deux sous-modules de ¥, on a

o(F nF") = o(F') n o(F").

En effet, comme E est plat pour F, o(F" -+ F"') s’identifie a
E®(F 4 F), et les sous-modules o(F’), o(F") et o(F' n F") s’iden-
tifient aux images canoniques de EQF', EQF"” et E® (F' nF’)
dans E® (F’ + F’’) respectivement. La prop. 6 résulte alors du
lemme 7.



