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CHAPITRE VHI

Dimension

Dans ce chapitre, tous les anneaux sont supposés commutatifs, les algébres sont
associatives, commutatives et uniféres.

Soit A un anneau. Si a est un idéal de A et n un entier négatif, on pose a” = A. Pour
tout idéal premier p de A, on note k(p) le corps résiduel de I'anneau local A, ; il est
canoniquement isomorphe au corps des fractions de ’anneau A/p (I1, § 3, n° 1, prop. 2).
Si A est local, on note my, son idéal maximal et x, = Ajm, = x(m,) son corps résiduel.

Soit p:A — B un homomorphisme d’anneaux. On note °p [’application continue
de Spec(B) dans Spec(A) associée a p (I1, § 4, n° 3). On dit (V, § 2, n° 1, déf. 1) gu’un
idéal premier q de B est au-dessus de I’idéal premier p de A si p est 'image de q par °p,
Cest-d-dire si p~1(q) = p. Soit M un B-module ; lorsque nous considérerons M comme
A-module, il sagira toujours de la structure de A-module p,(M) définie par la loi
externe (a, m)— p(a).m (A, IL p. 30).

Soit M un A-module. Si U (resp. V) est un sous-groupe additif de A (resp. M), on
note UV ou U.V le sous-groupe additif de M engendré par les produits uv, pour u € U
et ve V. Si S est une partie de A, on note SM le sous-module Z sM de M ; lidéal S

se8

de A engendré par S est égal da SA et 'on a S.M = SM.

§ 1. DIMENSION DE KRULL D'UN ANNEAU

1. Dimension de Krull d’'un espace topologique

DEFINITION 1. — Soit 1 un ensemble ordonné. Une partie finie non vide et totalement
ordonnée de 1 est appelée une chaine de 1. Soit ¢ une chaine de 1; le plus petit et le plus
grand élément de ¢ sont appelés les extrémités de c. L’entier Card(c) — 1 est appelé la
longueur de c. La relation d’inclusion dans I’ensemble des parties de 1 induit une
relation d’ordre dans 'ensemble des chaines de 1. Une chaine ¢ de 1 est dite saturée
si elle est maximale parmi les chaines de 1 ayant les mémes extrémités que c.
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Pour désigner une chaine ¢ de longueur n, on écrira souvent : «la chaine
ig < - < i, » oules i, sont les éléments de ¢ indexés de fagon strictement croissante
par les entiers de 0 & n.

Soit X un espace topologique. On munit 'ensemble des parties fermées irréductibles
de X (IT, § 4, n° 1, déf. 1) de 1a relation d’ordre définie par 'inclusion. Lorsque I'on
parlera d’une chaine de parties fermées irréductibles de X, il s’agira toujours d’une
chalne au sens de cette relation d’ordre.

DEFINITION 2. — On appelle dimension de Krull de espace topologique X et on
note dim kr(X) ou simplement dim(X) la borne supérieure dans R de Pensemble des
longueurs des chaines de parties fermées irréductibles de X.

Pour tout point x de X, on appelle dimension de Krull de X en x et on note dim, (X)
la borne inférieure des dimensions des voisinages ouverts de x.

Onadim(¢J) = — oo. Par contre, si X n’est pas vide, 'adhérence de tout point de X
est une partie fermée irréductible de X (I1, § 4, n° 1, prop. 2) et la dimension de X
est donc + oo ou un entier positif. Supposons que X soit séparé et non vide ; alors
toute partie irréductible de X est réduite a un point, et X est de dimension 0.

La définition de la dimension de Krull est donc dénuée d’'intérét pour les espaces
séparés, mais elle est spécialement adaptée aux espaces topologiques rencontrés
en Algebre Commutative (spectres d’anneaux, * schémas , ...). Dans ce chapitre,

Z aucune confusion n'est a craindre avec d’autres notions de dimension des espaces
topologiques (par exemple, celle de Lebesgue), et nous dirons 51mplement « dimen-
sion » pour «dimension de Krull ».

PrROPOSITION 1. — Soit X un espace topologique.

a) Si Y est un sous-espace de X, on a dim(Y) < dim(X), et dim (Y) < dim (X)
pour tout point v de Y.

b) Soient x un point de X et V un voisinage de x dans X. On a dim(X) = dim, (V).

¢} Soit (X;); une famille finie de parties fermées de X telle que X = U X;. On a

iel
alors dim(X) = sup dim(X,) et, pour tout point x de X, on a dim,(X) = sup dim, (X;),
iel el
ou J, désigne ’ensemble des i €1 tels que x € X,.

Démontrons a). Si Z est une partie fermée irréductible de Y, son adhérence Z
dans X est irréductible (IL, § 4, n° 1, prop.2)etfonaZ n Y = Z. Ainsi, toute chaine ¢
de parties fermées irréductibles de Y définit, par passage a 'adhérence dans X, une
chaine de parties fermées irréductibles de X, de méme longueur que c. L’inégalité
dim(Y) < dim(X) résulte de cela. Si U est une partic ouverte de X contenant un
point y de Y, on a donc dim(U n Y) < dim(U), d’ott dim(Y) < dim(X).

Démontrons b). On a par définition dim, (X) < dim,(V), et I'inégalité opposée
résulte de a). o

Démontrons c¢). Soit Z, < ... = Z, une chaine de parties fermées irréductibles
de X. On aZ, = U (Z,nX;) et chacun des ensembles Z, n X, est fermé dans Z,;

iel
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comme | est fini, Z, est contenu dans 'un des X;. Par suite, on a dim(X) < sup dim(X;),

d’ou I’égalité d’aprés a).
Soient maintenant x un point de X et n = sup dim,(X;), ou J est comme dans
i)y
I'énoncé. On a dim, (X) = n d’apres a), et, pour établir 'égalité, on peut supposer n
fini. Pour tout i € J, soit U, un voisinage ouvert de x dans X, tel que dim(U; n X;) < n.
Posons U = (N U)n( N [ X;); l'ensemble U est ouvert dans X. De plus, on a

(5. iel—J
dim(U) = sup dim(U n X;) < n d’aprés l'alinéa précédent, donc dim (X) < n.
iel,
COROLLAIRE. — a) La dimension de Uespace topologique X est la borne supérieure

des dimensions de ses composantes irréductibles (11, § 4, n° 1, déf. 2).
b) Soit x un point de X. On a dim(X) = sup dim (X;), ou X; parcourt la famille

des composantes irréductibles de X qui contiennent x; il y a égalité si x posséde un
voisinage V qui wa qu'un nombre fini de composantes irréductibles (ce qui est le cas
par exemple si V est noethérien).

La premiere assertion est immédiate puisque les chaines de parties fermées irré-
ductibles de X sont les chaines de parties fermées irréductibles des composantes
irréductibles de X (11, § 4, n° 1, prop. 5). L’inégalité dim, (X) > sup dim_(X;) résulte

de la prop. 1, a). Soit V un voisinage de x qui ne posséde qu’un nombre fini de compo-
santes irréductibles, et soit (V;),; la famille des composantes irréductibles de V qui
contiennent x. Il résulte de la prop. 1, b) et ¢) qu'on a
dim (X) = dim (V) = sup dim(V,);
Jjel
on conclut en remarquant que chacun des V; est contenu dans 'un des X;, ie]
et qu'on a par conséquent sup dim_(V;) < sup dim(X;).

Jjel iclye

x?

PROPOSITION 2. — Soit X un espace topologique. On a dim(X) = sup dim,(X).

xeX

En effet, on a par définition dim(X) > dim_ (X) pour tout x € X. D’autre part,
si Zy < ... @ Z, est une chaine de parties fermées irréductibles de X, pour tout
x € Z, et tout voisinage ouvert U de x, les ensembles Z, » U, ..., Z, n U constituent
une chaine de parties fermées irréductibles de U (II, § 4, n© 1, prop. 7). On a donc
dim_(X) = n, dot dim(X) < sup dim(X).

xeX
COROLLAIRE. — Si (X,),ca €SI un recouvrement ouvert, ou un recouvrement fermé
localement fini, d’un espace topologique X, on a
' dim(X) = sup dim(X,) .

acA

I1 suffit de démontrer que, pour tout point x de X, on a dim (X) = sup dim (X,),

ocA

ou A, est Pensemble des o € A tels que x € X,,. Ceci est clair dans le cas d"un recouvre-
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ment ouvert, et résulte de la prop. 1, ¢), dans le cas d’un recouvrement fermé locale-
ment fini.

2. Codimension d’une partie fermée

DEFmNITION 3. — Soit X un espace topologique.

a) Si'Y est une partie fermée irréductible de X, on appelle codimension de Y dans X
la borne supérieure dans R des longueurs des chaines de parties fermées irréductibles
de X dont Y est le plus petit élément.

b) Si'Y est une partie fermée de X, on appelle codimension de Y dans X, et on note
codim(Y, X) la borne inférieure dans R des codimensions, dans X, des composantes
irréductibles de Y.

Remarques. — 1) La codimension d’une partie fermée Y de X est donc la borne infé-
rieure des codimensions des parties fermées irréductibles de Y. On a
codim(F, X) = + oo et, si X n’est pas vide, codim(X, X) = 0. Toute partie fermée
non vide de X contient une partie fermée irréductible (IL, § 4, n° 1, prop. 5); la codi-
mension dans X d’une partie fermée Y est donc toujours un entier positif ou + oo ;
elle est nulle si et seulement si Y contient une composante irréductible de X.

2) S1Y est une partie fermée non vide de X, on a codim(Y, X) < dim(X). On a
dim(X) = sup codim(Y, X), ot Y parcourt I'ensemble des partics fermées irréduc-

Y

tibles de X. Si Y et Y’ sont deux parties fermées de X telles que Y < Y, on a
codim(Y, X) < codim(Y’, X).

3) Soient Y une partie fermée de 'espace topologique X et (X, ),.a (resp. (Y )pep)
la famille des composantes irréductibles de X (resp. de Y). Pour tout §§ € B, notons
A(B) I'ensemble des o € A tels que Y = X,. Du fait que toute partie irréductible de
X est contenue dans 'un des X, (11, § 4, n° 1, prop. 5), il résulte de la déf. 3 que 'on a :

codim(Y, X) = inf sup codim(Yy, X,) .
BeB acA(B)

une famille finie de parties fermées de X etY =U Y;;ona

iel

4) Soient (Y,;)

iel

codim(Y, X) = inf codim(Y,, X).
iel
En effet, toute composante irréductible de Y est contenuc dans 'un des Y;.

i

PROPOSITION 3. — Soit X un espace topologique.
a) Pour toute partie fermée non vide Y de X, on a

dim(Y) + codim(Y, X) < dim(X).
b) SiY, Z, T sont des parties fermées de X tellesque Y < Z < T, ona
codim(Y, Z) + codim(Z, T) < codim(Y, T).
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11 suffit de démontrer P'assertion a) dans le cas ou dim(X) est fini. Dans ce cas,

dim(Y) et codim(Y, X) sont finis. Il existe une chaine Y, < ... = Y, de parties
fermées irréductibles de Y, de longueur n = dim(Y) et une chaine Y, < ... = Y, ,
de parties fermées irréductibles de X, de longueur p = codim(Y, X). On en déduit
que dim(X) = n + p, d’ou a). Pour établir b), on peut supposer Y irréductible.
Comme on ~a codim(Y,Z) < codim(Y,T), I'mégalité est démontrée si
codim(Y, Z) = + oo. Sinon, soit Z, une composante irréductible de Z contenant
Y et telle que codim(Y, Z) = codim(Y, Z,). On a codim(Z, T) < codim(Z,, T),
et on voit, comme ci-dessus, que codim(Y, Z,) + codim(Z,, T) < codim(Y, T),
d’ou b).

DEFINITION 4. — Un espace topologique X est dit caténaire si, pour tout couple (Y, Z.)
de parties fermées irréductibles de X telles que Y < Z, toute chaine saturée de parties
Sfermées irréductibles d’extrémités Y et Z. est de longueur codim(Y, Z).

Il revient au méme de dire que, pour tout couple (Y, Z) de parties fermées irré-
ductibles de X tel que codim(Y, Z) soit fini, toutes les chaines saturées d’extrémités Y
et Z ont méme longueur, et que, pour tout couple (Y, Z) tel que codim(Y, Z) = + oo,
il n’existe aucune chaine saturée d’extrémités Y et Z.

Tout sous-espace fermé d’un espace caténaire est caténaire. Pour qu’un espace
soit caténaire, il faut et il suffit que ses composantes irréductibles le soient.

PrOPOSITION 4. — Soit X un espace topologique. Pour que X soit caténaire, il faut
et il suffit que, pour tout triplet (Y, Z, T) de parties fermées irréductibles de X tel que
YacZcT,onait :

codim(Y, T) = codim(Y, Z) + codim(Z, T) .

Supposons X caténaire. Compte tenu de la prop. 3, b), il suffit de démontrer la
relation lorsque codim(Y, Z) et codim(Z, T) sont finis. En mettant bout a bout
une chaine saturée de parties fermées irréductibles d’extrémités Y et Z, de longueur
codim(Y, Z), et une chaine saturée de parties fermées irréductibles d’extrémités Z
et T, de longueur codim(Z, T), on obtient une chaine saturée d’extrémités Y et T,
delongueur codim(Y, Z) + codim(Z, T). Mais, comme X est caténaire, cette longueur
est nécessairement égale a codim(Y, T).

Réciproquement, supposons que I'on ait codim(Y, T) = codim(Y, Z) + codim(Z, T)
quelles que soient les partics fermées irréductibles Y, Z, Tde X tellesque Y « Z < T,
et démontrons que X est caténaire. Pour cela, démontrons par récurrence sur Pentier
n = 0 que, pour toute chaine saturée Z, < ... = Z, de parties fermées irréductibles
de X, on a codim(Z,, Z,) = n. Si n = 0, c’est clair. Soit n > 0, et supposons la
propriété satisfaite pour les chaines de longueur < n — 1.SiZ, = ... = Z, est une
chaine saturée de longueur n, alors Z, — ... = Z,_, est une chaine saturée de
longueur n — 1, donc codim(Z,, Z,_,) = n — 1. Vu I’hypothése faite sur X, on a
codim(Z,, Z,) = codim(Z,, Z,,_ ;) + codim(Z,_,,Z)=n— 1)+ 1 =n

4
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COROLLAIRE. — Soit X un espace topologique irréductible et de dimension finie. Pour
que X soit caténaire, il faut et il suffit que, pour tout couple (Y, Z) de parties fermées
irréductibles de X telles que Y < Z, on ait codim(Y, X) = codim(Y, Z) + codim(Z, X).

La condition est nécessaire d’aprés la prop. 4. Inversement, supposons-la vérifice,
et notons ¢(Z) l'entier codim(Z, X) pour toute partie fermée irréductible Z de X.
SiY, Z, T sont trois parties fermées irréductibles de X tellessque Y @« Z < T, on a

codim(Y, Z) + codim(Z, T) = (c(Y) — ¢(Z)) + (c(Z) — <(T))
oY) — ofT)
codim(Y, T),

i

et X est caténaire d’aprés la prop. 4.

PROPOSITION 5. — Soit X un espace topologique de dimension finie. Supposons que
toutes les chaines maximales de parties fermées irréductibles de X aient méme longueur.
Alors X est caténaire ; pour toute partie fermée irréductible Z de X, on a

codim(Z, X) = dim(X) — dim(Z);
pour tout couple (Y, Z) de parties fermées irréductibles de X tel que Y < Z, on a
codim(Y, Z) = dim(Z) — dim(Y) .

Soient Y et Z deux parties fermées irréductibles de X telles que Y < Z. Soient
Yo = ... = Y, une chaine telle que Y, =Y et p=dim(Y), Z, = ... = Z, une
chaine telle que Z, = Zetg = codim(Z, X). Pour toute chaine saturée T, < ... <= T,
telle que T, = Y et T, = Z, la chaine

Yoc..cY,cThco..cT,cZ . cZ,

est maximale, et de longueur p + g + r; d’aprés '’hypothése faite sur X, on a donc
p + g + r = dim(X), soit r = dim(X) — dim(Y) — codim(Z, X). 1l en résulte que
X est caténaire et que, pour Y et Z comme ci-dessus, on a

dim(Y) + codim(Y, Z) = dim(X) — codim(Z, X) .

Prenant Y = Z, on voit que le second membre est égal a dim(Z), d’ot la propo-
sition.

3. Dimension d’un anneau, hauteur d’un idéal

DEFINITION 5. — On appelle dimension de Krull, ou simplement dimension, d’un
anneau (commutatif) A et on note dim(A), la dimension de Krull de I’espace topo-
logique Spec(A) (1L, § 4, n° 3, déf. 4). Si p est un idéal premier de A, on appelle dimension
de A en p, et on note dimp(A), le nombre dimy(Spec(A)).
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L’application p + V(p) est une bijection décroissante de I'ensemble des idéaux
premiers de A sur 'ensemble des parties fermées irréductibles de Spec(A) (loc. cit.,
cor. 2 a la prop. 14). La dimension de A est donc la borne supérieure de I'ensemble
des longueurs des chaines d’idéaux premiers de A ; elle est égale a — o0, + o0 ou a
un entier positif.

Soit p € Spec(A); les ensembles Spec(A),, ot f parcourt A, forment une base
de la topologie de Spec(A), et p appartient a 'ouvert Spec(A), si et seulement si f
n’appartient pas a p. Par conséquent, dim,(A) est la borne inférieure des nombres
dim(A,), ou f parcourt A — p (IL, § 5, n° 1, prop. 1).

Exemples. — 1) On a dim(A) < 0 si et seulement si A est réduit a 0. Pour que 'on
aitdim(A) < 0, il faut et il suffit que tout idéal premier de A soit maximal. Les anneaux
intégres de dimension 0 sont les corps. Un anneau noethérien est de dimension < 0
si et seulement s’il est artinien (IV, § 2, n® 5, prop. 9).

2) Les anneaux de Dedekind sont les anneaux noethériens intégralement clos
de dimension < 1 (VII, § 2, n° 2, th. 1). Plus généralement, d’aprés V, § 1, n° 2,
cor. 2 a la prop. 9, un anneau est un produit fini d’anneaux de Dedekind si et seule-
ment s’il est noethérien, réduit, intégralement fermé dans son anneau total des
fractions, et de dimension < 1.

3) St A est un anneau de valuation (VL § 1, n° 2, déf. 2), sa dimension est égale a
la hauteur de ia valuation (VI, § 4, n° 4, prop. 5).

4) Soit A un anneau. On a

dim(A[X]) > dim(A) + 1.

En effet, si p, = ... © p, est une chaine d’idéaux premiers de A, de longueur n,
on obtient une chaine p, < ... = p,,,; d’idéaux premiers de A[X], de longueur
n + 1, en posant p; = p,A{X] pour 0 < i < n, et p,,, = p,A[X] + XA[X]

Par le méme raisonnement, on prouve inégalité dim(A[[X]]) = dim(A) + 1.Onen
déduit par récurrence les inégalités

dim(A[X,, ..., X,]) = dim(A) +n,
dim(A[[X,, ..., X,]]) = dim(A) + n.

Nous démontrerons plus loin (§ 3, n° 4, cor. 3 de la prop. 7 et cor. 3 de la prop. 8) que
I'on a égalité dans les deux formules précédentes lorsque A est noethérien.

* 5) Soit X une variété analytique complexe. Si X est de dimension complexe n
en un point x de X, 'anneau local des germes en x de fonctions analytiques sur X est
de dimension n.

6) Soient k un corps et A une k-algebre entiére non nulle. Alors on a dim(A) = 0.
Cela résulte du cor. 1 ala prop. 1de 'V, § 2, n° 1, et du fait que dim(k} = 0.

7) Si n est un nilidéal de A, Spec(A) est homéomorphe a Spec(A/n) (11, § 4, n° 3,
remarque). On a donc dim(A/n) = dim(A); en particulier, on a dim(A) = dim(A,.,)
ol A4 est le quotient de 'anneau A par son nilradical.
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8) Il existe des anneaux noecthériens de dimension infinie (p. 83, exerc. 13).
Nous verrons ci-dessous (§ 3, n® 1, cor. 1 a la prop. 2) que tout anneau local noethérien
est de dimension finie.

PROPOSITION 6. — Soit A un anneau.
a) Sia est un idéal de A, on a dim(A/a) < dim(A).
b) Si S est une partie multiplicative de A, on a dim(S™'A) < dim(A).
¢) On a dim(A) = sup dim(A/p), ou p parcourt U'ensemble des idéaux premiers
P

minimaux de A.
d) Si A wa gqu'un nombre fini d’idéaux premiers minimaux {par exemple si A est
noethérien (11, § 4, n° 3, cor. 3 a la prop. 14)) et si p est un idéal premier de A, on a

dimy(A) = Sl:p dimy,4(A/q),

ou q parcourt I’ensemble des idéaux premiers minimaux de A contenus dans p.

e) Soit aunidéal de A qui west contenu dans aucun idéal premier minimal de A ;on a
alorsdim(A) = dim(A/a)+ 1. En particulier, si A est intégre, on a dim(A) = dim{A/a)+ 1
pour tout idéal non nul a de A.

D’aprés la remarque de 11, § 4, n° 3, si a est un idéal de A, I'espace topologique
Spec(A/a) est homéomorphe au sous-espace fermé V(a) de Spec(A). L’assertion a)
résulte de cela et delaprop. 1, a)dune 1. L assertion b) résulte de loc. cit., corollaire a la
prop. 13. D’aprés loc. cit., cor. 2 a la prop. 14, les composantes irréductibles de Spec(A)
sont homéomorphes aux espaces Spec(A/p), ou p est un idéal premier minimal de A,
et I'assertion ¢) résulte du corollaire de la prop. 1 du n° 1. Sous '’hypothése de d),
I'espace Spec(A) n’a qu'un nombre fini de composantes irréductibles ; les compo-
santes irréductibles de Spec(A) contenant p sont les ensembles V(q), ou q est un idéal
premier minumal contenu dans p. L’assertion d) résulte alors du cor., b) de la prop. |
dune 1.

Démontrons enfin e). Il s’agit de prouver que, pour toute chaine p, < ... < p,
d’idéaux premiers de A telle que a = p,, on a dim(A) = n + 1. Vu l’hypothése faite
sur a, il existe un id¢al premier p_, de A contenu dans p,, distinct de p,, et
P_{ S Py < ...  p, est une chaine d’'idéaux premiers de A, de longueur n + 1.

Remarque 1. — Soit p:A — B un homomorphisme d’anneaux. Alors dim(B) est la
borne supérieure des nombres dim(B/p(p).B), ou p parcourt I'ensemble des idéaux
premiers minimaux de A : en effet, pour tout idéal premier minimal g de B, il existe
un idéal premier minimal p de A contenu dans p~ *(q) (I, § 2, n® 6, lemme 2) et 'on a

dim(B/q) < dim(B/p(p).B) < dim(B)
par la prop. 6, a); on conclut par la prop. 6, c).

DEFINITION 6. — Soit a un idéal d’un anneau A. La codimension de V{a) dans Spec(A)
est appelée hauteur de ’idéal a et notée ht(a).
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Supposdns A intégre. Alors les idéaux premiers de hauteur 1 de A au sens de la déf. 4
de VII, § 1, n° 6, sont les idéaux premiers de hauteur 1 au sens de la définition ci-
dessus.

PrOPOSITION 7. — a) La hauteur d’un idéal premier p de A est la borne supérieure des
longueurs des chaines d’idéaux premiers p, < ... < p, telles que p, = p.

by Soient p un idéal premier de A et a un idéal de A. Alors on a dim(AyfaA,) = — oo
si a west pas contenu dans p et dim(Ay/aA;) = codim(V(p), V(a)) si a est contenu dans
p. En particulier, si p est un idéal premier de A, on a dim(A,) = ht(p).

¢) Siaestunidéalde A, onaht(a) = i{)lf ht(p) = iI;f dim(A,) ou p parcourt I’ensem-

ble des idéaux premiers de A contenant a.

L’assertion a) est la traduction de la déf. 3, a) du n°® 2. L’assertion b) résulte du
fait que I'application q +— g{Ap/aA ) est un isomorphisme croissant de 'ensemble des
idéaux premiers g de A tels que a = q < p sur I'ensemble des idéaux premiers de
lanneau local Ay/aA, (11, § 2, n° 5, prop. 11). Soit a un idéal de A ; les parties fermées
irréductibles de V(a) sont les ensembles V(p), ou p est un idéal premier de A contenant
a. L’assertion ¢) résulte donc de la remarque 1 dun® 2.

COROLLAIRE. — Soient p un idéal premier de A et S une partie multiplicative de A ne
rencontrant pas p. Alors ht(p) = ht(S™'p).
Cela résulte de la prop. 7, a), et de 11, § 2, n© 5, prop. 1.

PROPOSITION 8. — Soit A un anneau.
a) Onadim(A) = sup dim(A ;) = sup ht(m), ou m parcourt ’ensemble des idéaux
m m

maximaux (resp. premiers) de A.

b) Soient b un idéal de A distinct de A et a un idéal de A contenu dans b. Alors on a
codim(V(b), V(a)) + dim(A/b) < dim(A/a). En particulier, pour tout idéal b de A
distinct de A, on a Uinégalité ht(b) + dim(A/b) < dim(A).

La premiére assertion résulte de la remarque 2 du n° 2 et de la prop. 7, b). La
seconde résulte de la prop. 3, a) du n® 2 et des relations dim(A/b) = dim(V(b)),
dim(A/a) = dim(V(a)).

DEFINITION 7. — On dit gu’un anneau A est caténaire si I’espace topologique Spec(A)
est caténaire (n° 2, déf. 4). '

Cela signifie donc que, pour tout couple (p, ) d’idéaux premiers de A tel que
q < p, toutes les chaines saturées d’idéaux premiers de A d’extrémités p et q ont pour
longueur codim(V(p), V(q)) = dim(A,/qA,).

Remarques. — 2) Tout anneau quotient d’'un anneau caténaire est caténaire. Pour
que 'anneau A soit caténaire, il faut et il suffit que, pour tout idéal premier p de A,
I'anneau A, soit caténaire.

3) Dapréslaprop. 7, b)etla prop. 4 dune 2, Panneau A est caténaire si et seulement
si, pour tout triplet (p, q, r) d'idéaux premiers de A tel que r = g = p, on a
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dim(Ay/qA,) + dim(Aq/rA,) = dim(A,/rA,). Si A est intégre et de dimension finie,
alors A est caténaire si et seulement si on a ht(q) + dim(A,/qA,) = ht(p) pour tout
couple (p, q) d’'idéaux premiers de A tel que g < p. En effet, 'espace topologique
Spec(A) est alors irréductible et de dimension finie, et on applique le corollaire a la
prop. 4 dune 2.

4) Sott A un anneau de dimension finie, dont toutes les chaines maximales d’idéaux
premiers ont méme longueur. Alors A est caténaire, on a ht(p) + dim(A/p) = dim(A)
pour tout idéal premier p de A, et dim(A,/qA,) + dim(A/p) = dim(A/q) pour tout
couple (f), q) d’idéaux premiers de A tel que g < p (n° 2, prop. 5). ‘

5) Nous verrons au § 2, n° 4, que toute algébre de type fini sur un corps est un
anneau caténaire. Il existe des anneaux locaux noethériens qui ne sont pas caténaires
(p. 83, exerc. 16).

4. Dimension ¢’'un module de type fini

DEFINITION 8. — Soient A un anneau et M un A-module de type fini. On appelle
dimension de Krull (ou simplement dimension ') du A-module M et on note dim, (M)
(ou dim(M) s’il W’y a pas d’ambiguité) la dimension de Krull du support de M (I, § 4,
no 4, déf. 5).

Le support du A-module A est Spec(A); la dimension du A-module A est donc
¢égale 4 la dimension de Panneau A.
Soient M un A-module de type fini et a son annulateur ; on a

Supp(M) = V(a) = Supp(A/a)

(IL, § 4, n° 4, prop. 17). Par suite coincident la dimension du A-madule M, la dimension
du A-module A/a, la dimension de Fanneau Aja et la dimension du (A/a)-module M ;
cest la borne supérieure de I'ensemble des longueurs des chaines p, < ... < p,
d’idéaux premiers de A telles que a = p,,. D’apreés la prop. 6, ¢) du n° 3, la dimension
de M est aussi la borne supérieure des dimensions des anneaux (ou des A-modules)
A/p, ou p parcourt 'ensemble des idéaux premiers de A, minimaux parmi ceux qui
contiennent a.

Remarques. — 1) Soient A un anneau noethérien et M un A-module de type fini.
I est équivalent de dire que dim,(M) < 0, ou que les éléments de Supp(M) sont des
idéaux maximaux de A, ou que M est de longueur finie (IV, § 2, n° 5, prop. 7).

2) Si M est un module de type fini sur un anneau noethérien A, dim,(M) est la
borne supérieure des nombres dim(A/p), ou p parcourt 'ensemble Ass,(M) des
idéaux premiers de A associésa M (IV,§ 1, n°4, th. 2).

! Si A est un corps, la dimension de Krull de M est < 0. Tl y aura lieu de ne pas confondre
la dimension de Krull de M et la dimension (ou rang) de 1’espace vectoriel M sur le corps A
(A, T1, p. 97, déf. 1).
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PROPOSITION 9. — Soient A un anneau et M un A-module de type fini.

a) Pour tout p € Supp(M), on a dim, (M;) = codim(V(p), Supp(M)).

b) dim,(M) est la borne supérieure des dim, (M), ou p parcourt Spec(A) (resp. oit p
parcourt I’ensemble des idéaux maximaux de A appartenant @ Supp(M)).

¢) Soit M’ un sous-module de type fini de M ; alors

dim,(M) = sup(dim,(M’), dim,(M/M")).

a) Soit a lannulateur de M ; alors 'annulateur du Ap,-module M, est aA, (IL § 2,
n° 4, formule (9)), d’ou dim, (M,) = dim(Ay/aAy,). On conclut par la prop. 7, ) du
n° 3.

b) Cela résulte aussitot de a) et du fait que dimAp(Mp) = — o0 si p nappartient
pas a Supp(M).

¢} OnaSupp(M) = Supp(M’) U Supp(MyM')(I1, §4, n° 4, prop. 16), et on applique
la prop. 1 dun® 1.

Remarque 3. — Sous les conditions de la prop. 9, ¢), on a codim(Supp(M), Spec(A)) =
inflcodim(Supp(M’'), Spec(A)), codim(Supp(M/M’), Spec(A))). Cela résulte de la
formule Supp(M) = Supp(M’) U Supp(M/M’) et de la remarque 4 dun° 2.

5. Cycles associés a un module

Dans ce numéro, on note A un anneau noethérien.

Soit Z(A) le Z-module libre de base 'ensemble des parties fermées irréductibles
de Spec(A); pour toute partie fermée irréductible Y de Spec(A), on note [Y] I’¢1ément
correspondant de Z(A). Les éléments de Z(A) s’appellent parfois des cveles.

Soit' M un A-module de type fini. Pour tout idéal premier p de A qui est un ¢lément
minimal de Supp(M), ona 0 < longAp(Mp) < o0 (IV,§2,n° 5, cor. 2 a la prop. 7 et
§ 1, n° 4, th. 2) ; on pose

2(M) = Y long, (M,).[V(p)],
P

ou p parcourt I'ensemble fini des idéaux premiers minimaux de Supp(M).

Remarque. — Pour tout p € Spec(A), on a z(A/p) = [V(p)]. Plus généralement, soit

M un A-module de type fini, et soit (M,),<;<, une suite de composition de M telle

que pour 0 < i < n — 1, le module My/M,, | soit isomorphe a A/p;, ou p, est un

idéal premier de A (¢f 1V, § 1, n° 4, th. 1); alors on a z(M) = ) [V(p,)], ou Jest la
i€}

partie de I formée des i tels que p; soit un élément minimal de {pg, ..., p,_ } UV, § L,

n°4, th.2et§2,n° 5 remarque 1).

Pour tout entier d, notons Z , (resp. Z,, resp. Z~*, resp. Z*) le sous-Z-module de

Z(A) engendré par les éléments [V(p)] ou p est un idéal premier de A tel que
dim(A/p) < d (resp. dim(A/p) = d, resp. hi(p) = d, resp. ht(p) = d). On dit que les
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éléments de Z, (resp. Z¢) sont les cycles de dimension d (resp. de codimension d). On a
évidemment

ZSd — Z$d#1 @ Zd’ ZZd — Z>d+1 @ Zd.

Soit par ailleurs C 'ensemble des classes de A-modules de type fini (A, VIII, § 3, n° 5),
et pour chaque entier d, soit C, (resp. C*?%) la partic de C formée des classes de
A-modules de type fini de dimension < d (resp. dont le support est de codimension
= d dans Spec(A)).

Lemme 1. — Soient M un A-module de type fini et d un entier.
a) Pour que M soit de type C y, il faut et il suffit que z(M) € Z 4 ; la projection z,(M)
de z(M) sur Z, parallélement a Z . ,_ , est alors donnée par

zM) = Y long, (M,).[V(p)].
dim(Afp)=d
b) Pour que M soit de type C> il faut et il suffit que z(M)e Z>%; la projection
24M) de z(M) sur Z* parallélement ¢ Z7**1 est alors donnée par

M) = ) longAp(Mp)-[V(P)] -
hi(p) =d

Pour que M soit de type C,, c’est-a-dire de dimension < 4, il faut et il suffit que
pour tout idéal premier minimal p de Supp(M), on ait dim(A/p) < d, ce qui signifie
que z(M)e Z, Supposons quon ait dim(M) < d, et soit p € Spec(A) tel que
dim(A/p) = d; alors, ou bien p ¢ Supp(M) et donc M, = 0, ou bien p € Supp(M),
et p est un élément minimal de Supp(M); le coefficient de | V(p)] dans z(M) est dans
les deux cas longAp(Mp), d’ou a). La partie b) se démontre de fagon analogue; on
notera qu’un module M de type fini est de type C” si et seulement si 'on a M, = 0
pour tout idéal premier p de hauteur < d.

D’aprés la prop. 9, ¢) et la remarque 3 du n° 4, les ensembles C . , et C** sont hérédi-
taires (A, VI, § 10, n° 1, déf. 1), et I'on peut considérer les groupes de Grothendieck
K(C.,) et K(C*?) correspondants (loc. cit., n® 2); pour tout A-module M de type
C, (resp. C7%), notons [M], (resp. [M]?9) Iélément associé dans K(C.,) (resp.
K(C?>). D’aprés le lemme 1, les fonctions z, et z¢ sont additives; il existe donc
(loc. cit., prop. 3) des homomorphismes

LK(Cey) > 7, CK(E7) - 27

tels que {([M]<,) = z,(M) pour tout A-module M de type C, et ({[N}*%) = z/(N)
pour tout A-module N de type €. Par ailleurs, puisque C,_, = C, et CZ4" L = C?4
on a des homomorphismes canoniques

i KCeyoy) » K@) et #:K(@E>41) o K(€CY).

Avec ces notations :
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PROPOSITION 10. -— Les suites de Z-modules et d’homomorphismes

K(Cey ) ——K(Cep) —“>Z,—0

S,zi 40

K(e>d+ 1) ‘a K(@Zd)
sont exactes.

On a{,0i, = 0 d’aprés le lemme 1. Pour tout p € Spec(A) tel que dim(A/p) = d,
onal([A/pl<s) = z,(A/p) = [V(p)], donc ’homomorphisme £, est surjectif. D’aprés
IV,§1,n°4, th. 1, K(C,)estengendré par les[A/p] <4, 0Up € Spec(A) et dim(A/p) < d;

k

par conséquent, tout élément & de K(C,) peut s'écrire § = i)n) + > nfA/pleq,
i=1

k
avec 1 € K(Cg, ), n; € Z et dim(A/p;)=d pour 1<i<k; ona (&)= ) n[V(p)]
i=1

et par conséquent {,(5) = 0 implique & = i,(n) € Im(i,), d’ou Ker(Z,) = Im(,).
On raisonne de méme pour la seconde suite.

Exemples. — 1) Supposons A noethérien et intégre. Alors on a Z° = Z.[Spec(A)];
onaC?? = Cet z°(M) = rg(M).[Spec(A)]. Les modules de type C** sont donc les
modules de torsion.

2) Supposons A noethérien et intégralement clos. Alors Z! s’identifie au groupe D(A)
des diviseurs de A introduit au chapitre VII(§ 1, n° 3, th. 2, et n° 6, th. 3). Les modules
de type C” 2 sont les modules pseudo-nuls (VIL, § 4, n° 4, déf. 2) ; si M est un module de
torsion de type fini, alors z' (M) € Z' = D(A) est le contenu y(M) de M (VIL §4,n° 5,
déf. 4). Les prop. 10 et 11 de loc. cit. sont donc équivalentes a Pexactitude de la suite
K(*?) - KEe*YHY -2 - 0.

3) Les modules de type C., sont les modules de dimension < 0, cest-a-dire les
modules de longueur finie (n° 4, remarque 1). On a long,(M) = &(z,(M)) pour tout
A-module de longueur finie M, ou £:Z, — Z associc a la combinaison linédire
Y nu[V(m)] Tentier ) n,,(IV,§2,n° 5, corollaire a la prop. 8).

m

m
4) Supposons A intégre et de dimension finie. Posons d = dim(A). Alors on a

Cey = G, Z, = Z.[Spec(A)] = Z° z,(M) = rg(M).[Spec(A)] = z°(M), et les mo-
dules de type C,_, sont les modules de torsion.

§ 2. DIMENSION DES ALGEBRES

1. Dimension et platitude

Soit p:A — B un homomorphisme d’anneaux. On note (PM) la condition sui-
vante :
(PM) Il existe un B-module N fidélement plat sur A tel que, pour rout idéal premier q
de B, on ait N ®,, x(q) # 0.
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Remarques. — 1) La condition (PM) est satisfaite lorsqu’il existe un B-module de
type fini, fidelement plat sur A et de support égal a Spec(B). C’est le cas, en particulier,
si le A-module B est fidélement plat.

2) L’existence d'un B-module N fidélement plat sur A implique linjectivité de p
(I, § 3, n° 5, prop. 8), et la surjectivité de Fapplication “p :Spec(B) — Spec(A) (IL, § 2,
ne 5, cor. 4 a la prop. 11).

3) Supposons que p:A — B soit un homomorphisme local d’anneaux locaux et
qu’il existe un B-module N plar sur A et tel que N ®5 x(q) # 0 pour tout idéal pre-
mier q de B. Alors N est fidélement plat sur A et p jouit donc de la propriété (PM) :
en effet on a NymyyN = N ®,, k(my) # 0, donc N # m;N et a fortiori N # m,N,
et la conclusion résulte de la prop. 1 de [, § 3, ne 1.

PROPOSITION 1. — Soit p:A — B un homomorphisme d’anneaux satisfaisant a la
condition (PM).

a) Soit h:A — A" un homomorphisme d’anneaux. Alors [’homomorphisme
p' A" = A' ®, Bdéduit de p satisfait a la condition (PM).

b) Soient q un idéal premier de B et p = p '(q). L’homomorphisme canonique
Pq 1Ay — By satisfait a la condition (PM).

¢) Soient q un idéal premier de B et p = p~1(q). Pour tout idéal premier v’ de A
contenu dans p, il existe un idéal premier q' de B au-dessus de p’ et contenu dans q.

Soit N un B-module fidélement plat sur A et tel que N ®,, x(q) # 0 pour tout idéal
premier q de B.

Démontrons «). Le A'-module N' = A" ®, N est fidélement plat (I, § 3, n° 3,
prop. 5);soient ¢’ un idéal premierde B’ = A" ®, B et q son image réciproque dans B.
On a des isomorphismes

N ®p k(@) = N @, k(q) = (N ® x(q)) ® *(a);

comme on a N ®, k(q) # 0, on a aussi N’ ®y. k(q') # O.

Démontrons b). D’apres les prop. 13 et 14 de 11, § 3, n® 4, le Ap,-module N, est plat.
D’autre part, soit b’ un idéal premier de By ; il est de la forme bB, ou b est un idéal
premier de B contenu dans q(I1, § 3, n° 1, prop. 3);ona N ®,, x(b) # 0vul'hypothése
faite sur N, et comme Ny ®,, x(b’yestisomorphea N ®;; x(b’), ona Ny ®,, x(b) #0.
La remarque 3 permet de conclure.

Démontrons ¢). L’homomorphisme local p,:A, —» By déduit de p satisfait a la
condition (PM) d’aprés b). L’application Spec(B,) — Spec(A;) est donc surjective
(remarque 2), ce quon voulait démontrer.

COROLLAIRE. — Soit F une partie fermée de Spec(A). Si Y est une composante irréduc-
tible de I’image réciproque de ¥ par Uapplication “p :Spec(B) — Spec(A), alors I’adhé-
rence de “p{Y) est une composante irréductible de F.

Soient en effet a un idéal de A tel que F = V(a) et g I'idéal premier de B tel que
Y = V(q). L'image réciproque par “p de F est la partie V(p(a)B) de Spec(B) et
I'adherence de “p(Y) est la partie fermée irréductible V(p~ (q)) de Spec(A).
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Il s’agit de prouver que si q est minimal parmi les idéaux premiers de B contenant
p(a), alors p~!(q) est minimal parmi les idéaux premiers de A contenant a. Dans le
cas contraire, il existerait un idéal premier p’de Aavecac p' < p~1(q)etp’ # p~ 1(q);
d’aprésla prop. 1, c), il existerait un idéal premier q'de Btelqueq' = getp’ = p~(q'),
d’oup(a) = q = qetq’ # qcontrairement a ’hypothése faite sur g.

PROPOSITION 2. — Soit p:A — B un homomorphisme d’anneaux non nuls possédant
la propriété (PM). On a linégalité
(1) dim(B) > dim(A) + inf dim(B/mB)
meS
ou S est 'ensemble des idéaux maximaux de A.
On sait que I'on a dim(A) = sup dim(A) (§ 1, n° 3, prop. 8). Il suffit donc d’établir
I'inégalité mes

(2) dim(B) > dim(A,,) + dim(B/mB)
pour tout idéal maximal m de A. Autrement dit, il s’agit de prouver 'inégalité
3) dimB) =z n +r

si po=...< p, est une chaine d’idéaux premiers de A contenus dans m et g, <...<7q,
une chaine d’idéaux premiers de B/mB. Pour 0 < i < r, il existe un idéal premier
0,+; de B au-dessus de m tel que q; = q,, ymB, et q, < ... < q,,, est une chaine
d’idéaux premiers de B. Posons p; = p,pour0 < i< n — letp, = m,de sorte que
Po < ... = p, est une chaine d’idéaux premiers de A et que q, est au-dessus de p;. Si
g; est un idéal premier de B au-dessus de p; (1 < i < n), la prop. 1, ¢) prouve qu’il
existe un idéal premier q;_, de B au-dessus de p;_, et contenu dans q;. Par récurrence
descendante, on construit donc une chaine q, < ... < q, d’idéaux premiers de B telle
que q; soit au-dessus de p; pour 0 < i < n. Comme q, < ... = q,,, est une chaine
d’idéaux premiers de B, on a prouvé 'inégalité (3).

Remarque 4. — Soit p:A — B un homomorphisme local d’anneaux locaux noethé-
riens satisfaisant a la condition (PM). On verra plus loin (§ 3, n° 4, prop. 7) qu'on
a dans ce cas égalité dans (1). Dans le cas général il peut y avoir inégalité stricte
(p. 84, exercice 1).

COROLLAIRE. — Pour tout idéal a de A, on a ht(a) < ht(p(a)B).

Soient q un idéal premier de B contenant p(a)B, et p = p~!(q). D’aprés la prop. 1,
'homomorphisme local p,:A, — B, déduit de p satisfait a (PM), et 'on a donc
dim(A;) <dim(By) d’aprés la prop. 2. D’aprés la prop. 7du § 7, n° 3, on a ht(a) < dim(A,)
puisque p contient a, d’ott ht(a) < dim(B,) pour tout idéal premier q de B contenant
p(a)B. Le corollaire résulte alors de loc. cit.

Lemme 1. — Soient p:A — B un homomorphisme d’anneaux et p un idéal premier de A.
Lapplication continue °h:Spec(B ® 4 x(p)) — Spec(B), associée d I’homomorphisme
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canonique h:B — B ®, k(p), induit un homéomorphisme de Spec(B ®, x(p)) sur le
sous-espace (°p)” ' (p) de Spec(B) formé des idéaux premiers de B au-dessus de p.

L’homomorphisme h est composé de 'homomorphisme de passage au quotient
de B dans B/p(p) B et de PThomomorphisme canonique de B/p(p) B dans son anneau de’
fractions (p(A — p))” '(B/p(p) B). D’aprés la remarque et le corollaire a la prop. 13 de
IL, § 4, n° 3, °h induit donc un homéomorphisme de Spec(B ®, k(p)) sur le sous-
espace de Spec(B) formé des idéaux premiers q de B qui contiennent p(p) et sont
disjoints de p(A — p), c’est-a-dire qui sont au-dessus de p.

Remarque 5. — D’aprés la prop. 2 et le lemme 1, on a donc, sous les hypothéses de la
prop. 2, 'inégalité
) dim(Spec(B)) = dim(Spec(A)) + inf  dim(“p~'(p)).

peSpec(A)

2. Dimension d’une algébre de type fini

PROPOSITION 3. — Soit p:A - B un  homomorphisme d’anneaux. Posons
n=sup dim(B ®, x(p)). On a ’inégalité

peSpec(A)

dim(B) + 1 < (dim(A) + 1).(n + 1).

On peut supposer dim(A) # — o et n < + co. Soit g, = ... = q,, une chaine
d’idéaux premiers de B; posons p, = p~ !(q;). La suite des p, est croissante, donc
I'ensemble de ses valeurs est de cardinal < dim{A) + 1. Pour chaque p € Spec(A),
ensemble des q; tels que p; = p est une chaine de la partie “p~'(p) de Spec(B),
donc est de cardinal inférieur a dim(B ®, x(p)) + 1 (n° 1, lemme 1), et par
conséquent a (n + 1). Il en résulte que m + 1 < (dim(A) + 1)(n + 1), d’ou la
proposition.

Remarque 1. — Si les anneaux A et B sont noethériens, nous verrons ci-dessous (§ 3,
n° 4, cor. 2 a la prop. 7) qu’on a 'inégalité dim(B) < dim(A) + #, plus forte que celle
de la prop. 3.

COROLLAIRE 1. — Supposons gwon ait dim(A) < + oo et qu’il existe un entier n tel
gue dim(B ®, x(p)) < n pour tout p € Spec(A). Alors on a dim(B) < + 0.

COROLLAIRE 2. — Soient A un anneau et B = A[X] Panneau des polynémes en une
indéterminée a coefficients dans A. On a :

1 + dim(A) < dim(B) < 1 + 2 dim(A).

La premicre inégalité a déja été démontrée (§ 1, n° 3, exemple 4). Démontrons la
seconde. Pour tout idéal premier p de A, 'anneau B ®, x(p), isomorphe a «(p)[X],
est principal et n’est pas un corps, donc est de dimension 1 (§ 1, n° 3, exemple 2), et
I'inégalité résulte de la prop. 3.
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Remarque 2. — Nous verrons plus loin (§ 3, n° 4, cor. 3 a la prop. 7) que, si A est
noethérien, on a dim(A[X]) = 1 + dim(A).

Cependant, quels que soient les entiers n et g avec n + 1 < g < 2n + 1, 1l existe
un anneau A de dimension #n tel que dim(A[X]) = g (voir p. 84, exerc. 7).

COROLLAIRE 3. — Si A est de dimension finie, toute A-algébre non nulle de type fini
est de dimension finie.

On déduit en effet du cor. 2, par récurrence sur n, que l'anneau A[T,, .., Tn]
est de dimension finie si A est de dimension finie ; a fortiori, tout quotient non nul de
A[T,, ..., T,] est de dimension finie (§ 1, n° 3, prop. 6).

3. Dimension d’une algébre entiére

Lemme 2. — Soit p:A — B un homomorphisme d’anneaux tel que, pour tout idéal
premier p de A, la x(p)-algébre B ®, k(p) soit entiére (V, § 1, n° 1, déf. 2). Soient q
et ' deux idéaux premiers de B tels que q < q' et q # q'. Alors p~1(aq) # p~ ().

En effet, si g et q" sont au-dessus d’'un méme idéal premier p de A, on a
dim(B ®, x(p)) = 1 daprés le lemme 1 du n° 1, ce qui contredit le fait que
dim(B ®, k(p)) <0 (§ 1, n° 3, exemple 6).

THEOREME 1. — Soit p:A — B un homomorphisme d’anneaux faisant de B une A-
algébre entiere. V

a) Soit M un A-module de type fini. Alors on a dimg(M ®, B) < dim,(M). En
particulier, on a dim(B) < dim(A). Si lapplication “p :Spec(B) — Spec(A) est sur-
Jjective, par exemple (V, § 2, n° 1, th. 1) si p est injectif, on a dimy(M ®, B) = dim,(M),
et en particulier dim(B) = dim(A).

b) Soient b un idéal de B et a = p '(b) son image réciproque dans A.
On a ht(b) < ht(a) et dim(B/b) = dim{A/a). Si “p :Spec B — Spec A est surjective,
on a ht(aB) < ht(a) pour tout idéal a de A.

¢) Supposons B finie sur A et soit N un B-module de type fini. Alors on a
dimy(N) = dim,(N). En particulier, on a dim(B) = dim,(B).

Démontrons a). D’aprés la prop. 5 de V, § 1, n° 1, la x(p)-algébre B ®, x(p)
est entiére pour tout idéal premier p de A. Soit q, = ... < q,, une chaine d’idéaux
premiers de B ; d’aprés le lemme 2, les idéaux p, = p~*(q;) sont deux a deux distincts,
donc p, < ... = p,, est une chaine d’'idéaux premiers de A, d’ott m < dim(A). On a
donc dim(B) < dim(A).

Supposons maintenant que l'application “p soit surjective. Soit p, < ... = p,
une chaine d’idéaux premiers de A ; il existe donc un idéal premier q, de B au-dessus
de p,. D’aprés le cor. 2 au premier théoréme d’existence (V, § 2, n° 1, th. 1), on peut
construire, par récurrence sur »n, une chaine g, < ... = q, d’'idéaux premiers de B
telle que g, soit au-dessus de p; pour 0 < i < n. On a donc n < dim(B) et par suite
dim(A) < dim(B).
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Cela démontre a) dans le cas ot M = A. Dans le cas général, notons a I'annu-
lateur de M, de sorte que le support de M s’identific a Spec(A/a), et quon a
dim,(M) = dim(A/a). D’apres 11, § 4, n° 4, prop. 19, le support de M ®, B est
P'image réciproque par “p du support de M, donc s’identifie & Spec(B/p(a) B), et on a
dim;(M ®, B) = dim(B/p(a) B). Il restc & remarquer que I’homomorphisme
p’ :Aja — B/p(a) B déduit de p fait de B/p(a) B une (A/a)-algébre entiére, et que “p’
est surjectif lorsque “p Test.

Démontrons b). D’aprés la prop. 7 du §1, n° 3, il suffit de prouver que
ht(b) < dim(A,) pour tout idéal premier p de A contenant a; soit p un tel idéal.
D’aprés V, § 2, n° 1, cor. 2 au th. 1, il existe un idéal premier q de B au-dessus de p
et contenant b, et on a ht(b) < dim(B,) d’apres la prop. 7 du § 1, n° 3.

Or B, s’identifie 3 un anneau de fractions de la A,-algébre enticre B ®, A,,
d’ou

dim(B,) < dim(B ®, A;) < dim(A,)

d’aprés la prop. 6 du § 1, n° 3 et I'assertion a) ci-dessus. On a ainsi prouvé I'iné-
galité¢ ht(b) < ht(a). Par ailleurs, 'homomorphisme de A/a dans B/b déduit de p
est injectif et fait de B/b une (A/a)-algebre entiére ; on a donc dim(B/b) = dim(A/a)
d’aprés a). Supposons “p surjective et soient a un idéal de A et p un idéal premier
de A contenant a. 1l existe par hypothése un idéal premier q de B au-dessus de p.
On a aB < g, d’'ot ht(aB) < ht{q) < ht(p) d’aprés ce qui précéde. Passant a la
borne inférieure, on obtient ht(aB) < ht(a).
Enfin, ¢) résulte de b) appliqué a Pannulateur b de N.

THEOREME 2. — Soient A un anneau intégralement clos, et B un anneau contenant A,
entier sur A. On suppose que B est un A-module sans torsion. Pour tout idéal a de A,
on a ht(a) = ht(aB). Seient b un idéal de B et a = b ~ A ; on a alors ht(a) = ht(b).

Soit p I'application canonique de A dans B. Soient a un idéal de A. Si a = A,
la premiére égalité est claire. Supposons a # A. Comme p est injectif, *p est sur-
jectif (V, § 2, no 1, th. 1). Par suite aB # B. Soit alors q un idéal premier de B con-
tenant aB. Posons p = g n A. On a a < p, d’ou ht(a) < ht(p). Soit p, < ... = p,
une chaine d’idéaux premiers de A avec p, = p. D’aprés le deuxiéme théoréme
d’existence (V, § 2, n° 4, th. 3), on construit par récurrence une chaine q, < ... < q,
d’idéaux premiers de B telle que g, = q et g; soit au-dessus de p; pour 0 < i < n.
On a n < ht(q), d’ou ht(a) < ht(q). En passant i la borne inférieure on obtient
ht(a) < ht(aB) (§ 1, n° 3, prop. 7). L’inégalité ht(aB) < ht(a) résulte du th. 1, d’ou
la premiére égalité. Soit b un idéal de B. Posons a = p~ '(b). On a aB < b, d’ol
ht(a) = ht(aB) < ht(b). L’inégalité ht(b) < ht(a) résulte du th. 1, d’ou le théoréme.

Remarque. — Solent A un anneau intégre et B un anneau contenant A, entier sur
A. Soit p un idéal premier de A tel que la clture intégrale de A, soit un anneau local.
On peut démontrer que, pour tout idéal premier q de B au-dessus de p, on a
ht(p) = ht(q) (p. 85, exerc. 9) loisque B est intégre.



