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Vorwort

Reich ist man nicht durch das, was man besitzt, sondern mehr noch durch das,
was man mit Wiirde zu entbehren weif$, und es kénnte sein, dass die Menschheit
reicher wird, indem sie drmer wird und gewinnt, indem sie verliert.

Immanuel Kant*

Kaum treffender lisst sich dieser Ausspruch Kants auf das Thema die-
ser Arbeit tibertragen. Um es kurz zu umreiflen: Fiir Optimierungsproble-
me kadmpfen selbst aktuelle Losungsverfahren mit dem schwerwiegenden
Nachteil, zum Auffinden einer optimalen Losung Informationen verarbei-
ten zu miissen, die fiir die Bestimmung der optimalen Losung keinerlei
Beitrag leisten und in diesem Sinne iiberfliissig sind. Leider wird uns zu
spéit — ndmlich erst mit Kenntnis der optimalen Loésung — gewiss, welche
Informationen von vornherein hétten ignoriert werden kénnen. Mit neuen
theoretischen Erkenntnissen und darauf basierenden Losungsverfahren las-
sen sich moglicherweise solcherart iiberfliissige Informationen identifizieren
und ignorieren. Wir wiirden ,,gewinnen“, indem wir , verlieren“.

Diese Arbeit entstand als Dissertation im Rahmen meiner Tétigkeit
als wissenschaftlicher Mitarbeiter am Fachgebiet Operations Research der
Wirtschafts- und Sozialwissenschaftlichen Fakultét an der Technischen Uni-
versitdt Dortmund. Sie wurde wesentlich motiviert durch die vorausgehen-
den Arbeiten meines Doktorvaters Herrn Prof. Dr. Peter Recht zur Iden-
tifikation nicht-aktiver Restriktionen fiir die konvex-quadratische Optimie-
rung. An erster Stelle gebiihrt ihm mein herzlichster Dank. Er erméglichte
mir nicht nur, diesen akademischen Schritt zu gehen, nein, vielmehr ermun-
terte er mich ganz zu Beginn sogar erst dazu. Sehr zu schitzen gelernt habe
ich zudem das auflergewohnlich freie, unabhingige und familidre Arbeits-
klima an seinem Lehrstuhl und den férderlichen gemeinsamen Umgang, der
wohl wesentlich auch meine Personlichkeit gepriagt hat. Mit Freude denke
ich an diese Lehr(stuhl)jahre zuriick.

Bedanken mdochte ich mich auch bei meinem Zweitgutachter Herrn Prof.
Dr. Wolfgang Achtziger vom Fachbereich Mathematik und meinem dritten

LAus Kénigsberger Weisheiten — Eine ebenso ergétzliche wie nachdenkliche Samm-
lung von Ausspriichen Konigsberger Denker und Dichter, Gréife und Unzer Verlag,
Konigsberg (Pr.), ca. 1940.
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terstiitzung unseres Programmierprojektes ¢ipp und schliefllich fiir seine
herrlich erfrischende Art und seine unterhaltsamen Erzéhlungen und An-
ekdoten. Uber ihn lernte ich Herrn Dr. Kay Moritzen kennen, in dem ich
nicht nur einen begeisterten gipp-Mitinitiator und kritischen Kollegen ge-
wonnen habe, sondern vielmehr auch einen lieben Freund. IThm danke ich
fiir die permanente Unterstiitzung bei der Entwicklung von ¢ipp und die
vielen fachlichen und privaten Diskussionen.

Die intensive Beschéftigung mit dieser Arbeit hinterlie§ zudem merkbare
Spuren auch in meinem Privatleben. Ich bedanke mich bei allen meinen
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1 Einfiihrung

Die Komplexitéat heutiger technisch-6konomischer Systeme bringt es mit
sich, dass im Rahmen der unternehmensstrategischen Steuerungsprozesse
regelmiBig vielfiltige Entscheidungen zu ebenso komplexen betriebswirt-
schaftlichen Sachverhalten zu treffen sind. In diesem Zusammenhang bedarf
es geeigneter entscheidungsunterstiitzender ,, Werkzeuge“ und Methoden.
Mit dem Operations Research steht an dieser Stelle ein interdisziplinéres
Wissenschaftsgebiet zur Verfiigung, dass sich als ein Bindeglied zur Be-
triebswirtschaft mit den praxisrelevanten Problemstellungen auf der einen
Seite und zur Optimierung als ein Teilgebiet der numerischen Mathematik
auf der anderen Seite versteht. Die enge Verzahnung mit der betriebswirt-
schaftlichen Steuerung macht im Englischen der synonym verwendete Be-
griff des Management Science deutlich. Dariiber hinaus spielt das Operati-
ons Research heute ebenfalls fiir das Wirtschaftsingenieurwesen im Rahmen
der Fertigungsplanung und -organisation eine immer bedeutendere Rolle.

Waéhrend im allgemeinen Sprachverstédndnis der Begriff ,,optimieren® fast
ausschliefllich im Sinne von ,etwas verbessern“ verwendet wird, meint die
strenge Begrifflichkeit des ,,Optimierens“ die Bestimmung einer optima-
len — d. h. bestmdglichen — Festlegung bestimmter entscheidungsrelevanter
Groflen (iiber sog. Entscheidungsfragen) innerhalb eines technisch-6kono-
mischen Systems hinsichtlich einer definierten Zielstellung (sog. Entschei-
dungsziel) und unter Beriicksichtigung von vorgegebenen Beschriankungen
fiir die Entscheidung (sog. Entscheidungsschranken). Das Operations Re-
search hat daher die Aufgabe, fiir die Bereitstellung der Festlegung die-
ser Entscheidungsgroflen eine geeignete mathematische Formulierung der
Okonomischen Fragestellung aufzustellen. Dabei werden die Entscheidungs-
fragen iiber sog. Entscheidungsvariablen, die Entscheidungsschranken tiber
sog. Nebenbedingungen und das Entscheidungsziel iiber eine Zielfunktion
im Rahmen eines Optimierungsmodells bzw. -problems dargestellt.

Fiir eine Klassifikation der Typen von Entscheidungsproblemen unter-
scheidet man allgemein lineare und nicht-lineare Optimierungsprobleme.
Bei der linearen Optimierung stehen die Entscheidungsvariablen innerhalb
der Zielfunktion und der Nebenbedingungen in einem linearen Zusammen-
hang. Nicht-lineare Optimierungsprobleme weisen dagegen allgemein nicht-
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lineare Zusammenhénge auf. Wihrend fiir die linearen Optimierungsproble-
me beispielsweise mit dem Simplex-Verfahren geeignete Losungsverfahren
zur Verfiigung stehen, existieren dagegen fiir die nicht-lineare Optimierung
keine universellen Verfahren zur Losung dieser Probleme.

Eine Teilkategorie der nicht-linearen Probleme stellen die konvexen Opti-
mierungsprobleme dar, von denen die konvez-quadratischen Optimierungs-
probleme wiederum eine wichtige Unterklasse bilden. Bei den konvexen
Problemen liegen die Zielfunktion und die Nebenbedingungen als konvexe
Funktionen vor. Quadratische Optimierungsprobleme zeichnen sich speziell
durch eine quadratische Zielfunktion und lineare Nebenbedingungen aus.

Viele 6konomische Fragestellungen sind in Form eines quadratisches Op-
timierungsproblems darstellbar. Konkret finden quadratische Entscheid-
ungsprobleme beispielsweise Anwendung in der Strombedarfsplanung [123]
oder Kraftwerkssteuerung [33], in der Strahlenforschung innerhalb der Me-
dizin [61], in der Landwirtschaft [78] oder in der Statistik im Zusammen-
hang mit der Varianz- bzw. Regressionsanalyse und der ,Methode der
kleinsten Quadrate® [50]. Eine Vielzahl von Finanz- und versicherungs-
mathematischen Fragestellungen lassen sich zudem im Rahmen der sog.
Portefeuille-Optimierung als quadratisches Optimierungsproblem model-
lieren (siehe z.B. [80, 118, 38, 53] bzw. [79, 16, 103]). Dariiber hinaus
werden innerhalb der mathematischen Optimierung quadratische Optimie-
rungsprobleme oftmals als Unterprobleme in Verfahren fiir allgemein nicht-
lineare Optimierungsprobleme gelost. In diesem Zusammenhang sind bei-
spielsweise die sog. SQP-Verfahren! [67, Kap. 13] zu nennen, die heute
gemeinhin als die wichtigste Klasse von Verfahren zur Loésung von allge-
meinen nicht-linearen Optimierungsproblemen gelten [44, Kap. 5.5].

Die Vielfaltigkeit heutiger betriebswirtschaftlicher Entscheidungsproble-
me impliziert, dass das Operations Research nicht als ein starrer Werk-
zeugkasten vorgefertigter ,, Modellformulierungen“ verstanden werden kann,
sondern vielmehr als eine allgemeingiiltige und flexible Methodenbasis, die
der individuellen Behandlung der jeweiligen ckonomischen Fragestellung
gerecht wird. Es ist daher ebenso Aufgabe des Operations Research, in die-
ser Weise geeignete Methoden, Verfahren und Techniken zu entwickeln und
bereitzustellen.

Wihrend sich die Komplexitét heutiger Entscheidungsprobleme schlief3-
lich in der Art und der Grofle der resultierenden mathematischen Mo-
dellformulierungen widerspiegelt, werden wir zusétzlich mit der Anforde-

1Dabei steht die Abkiirzung SQP fiir Sequential Quadratic Programming.
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rung konfrontiert, die Entscheidung und damit die Losung des Problems
in kirzestmdglicher Zeit bzw. innerhalb definierter Zeitvorgaben zu lie-
fern. Anstelle einer optimalen Losung lédsst sich daher haufig iiber Néahe-
rungsverfahren (sog. Heuristiken) lediglich eine Niherungslésung in geeig-
neter Losungszeit angeben. Die durch das Operations Research bereitzu-
stellenden Verfahren miissen daher in der Lage sein, die mit den Ent-
scheidungsproblemen korrespondierenden mathematischen Modelle sowohl
in ihrer Grofle als dariiber hinaus auch hinreichend schnell , verarbeiten*
zu konnen. Eine aktuelle und relevante Fragestellung fiir die Steuerung
des européischen und des amerikanischen Luftverkehrssystems motiviert
im Folgenden beispielhaft die Notwendigkeit fiir solche Verfahren.

Notwendigkeit der Steuerung des europiischen und
amerikanischen Luftverkehrssystems

Dem Jahresbericht 2006 der européischen Flugverkehrssicherung (EURO-
CONTROL) [37] entnimmt man, dass der européische Luftverkehr seit Mitte
der 90er Jahre um etwa 50 Prozent zugenommen hat. Ausgehend von ca. 9,6
Millionen registrierten Fliigen im Jahr 2006 wird ein Luftverkehrswachstum
bis zum Jahr 2011 um 21,7 % erwartet. Fiir das Jahr 2025 prognostiziert das
SES ATM Research? (SESAR) Konsortium ein weiteres Wachstum auf ins-
gesamt bis zu 22 Millionen kommerzieller Fliige [37]. Das stetige Wachstum
des Luftverkehrs fithrt schon heute zu Kapazitdtsengpissen sowohl fiir die
Flughéifen als auch fiir die einzelnen Sektoren des Luftraums. Wahrend Ka-
pazititsengpésse fiir den Straflenverkehr durch den Bau zusétzlicher Stra-
Ben entscharft werden konnen, kann dem Wachstum des Luftverkehrs nur
mit der effizienteren Nutzung existierender Infrastrukturen bzw. mit der
Einfithrung neuer Technologien begegnet werden.

Die Luftverkehrssteuerung (engl. Air Traffic Manangement, kurz ATM)
gewinnt damit immer weiter an Bedeutung. Thre Aufgabe besteht im We-
sentlichen darin, allen Teilnehmern am Luftverkehr die Einhaltung der ge-
planten Flugpléne fiir Abflug und Landung zu ermdoglichen. Das Air Traffic
Flow Management (ATFM) umfasst dabei eine Reihe von Aktivitdten, um
einen ,,optimalen* Fluss des Luftverkehrs innerhalb des Luftverkehrsraums
sicherzustellen, insbesondere dann, wenn die Nachfrage die verfiighare Ka-

2Das ,,Single European Sky Air Traffic Management Research Programme* ist ein von
der Europiischen Kommission in Zusammenarbeit mit der europiischen Flugver-
kehrssicherung EUROCONTROL initiiertes Projekt im Rahmen des européischen
Flugverkehrsmanagements.
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pazitit des Luftverkehrssystems tibersteigt bzw. ein Kapazitéitsengpass pro-
gnostiziert wird.

Die durch ausgeschopfte Kapazititen des Luftverkehrsraums bedingten
unmittelbaren Auswirkungen auf den Verkehrsfluss haben Verzégerungen
fiir das gesamte Luftverkehrssystem zur Folge mit betrichtlichen finanzi-
ellen Implikationen (engl. delay costs). Jede Verspiatungsminute ruft dabei
durchschnittlich Kosten in Hohe von 109€ hervor [36].3 Téglich durch-
schnittlich 50 279 Verspatungsminuten [35] verursachten damit fiir das Jahr
2006 innerhalb des européischen Luftverkehrssystems Kosten allein fiir Ver-
spatungen im Luftverkehr in Hohe von mindestens 2,0 Milliarden<€. Im
gleichen Zeitraum bezifferte die amerikanische Air Transport Association
(ATA) die Kosten in Folge von Verspédtungen mit 116,5 Millionen Ver-
spatungsminuten innerhalb des amerikanischen Luftverkehrssystems auf
7,7 Milliarden US-Dollar [2].

Diese Kostengroflen verdeutlichen nachgerade die Notwendigkeit einer ef-
fizienten Flugverkehrssteuerung. Die Aktivititen des Air Traffic Flow Ma-
nagements zur Organisation und Steuerung des Verkehrsflusses miissen da-
her darauf ausgerichtet sein, allen Teilnehmern am Flugverkehr einen siche-
ren, geordneten und schnellen Flug zu gewéhrleisten, wihrend die verfiigha-
re Kapazitit des gesamten Luftverkehrssystems zu jeder Zeit und an jedem
Ort zu beriicksichtigten ist.

Ein wichtiges Instrument innerhalb des ATFM ist das sog. Ground De-
lay Program (GDP). Im Rahmen dessen wird der Abflug eines startberei-
ten Flugzeuges am Abflughafen gezielt so lange verzogert, bis die Kapa-
zitdt am Ankunftsflughafen zu der prognostizierten Ankunftszeit fiir eine
direkte Landung ausreicht. Solche Programme werden immer dann einge-
setzt, wenn die Landungsrate an den Zielflughéfen beispielsweise auf Grund
schlechten Wetters eingeschriankt ist oder allgemein immer dann, wenn die
prognostizierte Nachfrage die vorhandenen Kapazitéiten fiir eine bestimmte
Periode iiberschreitet. Auf diese Weise kann der Bedarf an Landungen auf
einem akzeptablen Niveau gehalten, das Fliegen von Warteschleifen (engl.
holding) iiber dem Zielgebiet vermieden oder die Umleitung zu Ausweich-
flughéfen verhindert werden.

Dem Piloten eines startbereiten Flugzeugs wird zu diesem Zweck mit
seinem Kommando ,ready for take-off“ auf Basis einer Entscheidung im
Rahmen des GDP eine erwartete freigegebene Abflugzeit (EDCT, engl. ez-

3Die angegebenen Durchschnittskosten basieren dabei auf Daten des ,, Westminister
Reports“ [117] aus dem Jahr 2004 und wurden auf das Preisniveau des Jahres 2006
projiziert.
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pected departure clearance time) mitgeteilt. Die zugewiesene Abflugverzoge-
rung (DA, engl. delay assignment) muss dabei unter anderem sowohl die
Kapazitatsbeschrankungen innerhalb der Luftsektoren der Flugroute, das
Gesamtaufkommen aller startenden und landenden Flugzeuge am Zielflug-
hafen sowie etwaige Anschlussfliige der zu- und umsteigenden Passagiere
beriicksichtigen. Ein funktionierendes GDP muss daher zur Entscheidungs-
findung eine systemweite Betrachtung mit entsprechend schnellen Reakti-
onszeiten voraussetzen.

Der européische Luftverkehrsraum ist aktuell in 1 246 kontrollierte Sekto-
ren (sog. FMP, engl. flow management position) aufgeteilt, die sowohl reine
Luftraumsegmente als auch Flughéifen umfassen. Fiir das européische Luft-
verkehrssystem wurden im Jahr 2006 tédglich durchschnittlich 26 286 Fliige
verzeichnet (mit einer héchsten jemals registrierten Spitzenbelastung am
15.9.2006 mit 31914 Fliigen). [35]

Damit wird deutlich, dass in ein realitétsnahes, tagesbasiertes Abbild des
Luftverkehrssystems innerhalb eines entscheidungsunterstiitzenden Modells
fir das GDP je nach Art der Modellierung bis zu mehreren Millionen
entscheidungsrelevanter Informationen (Variablen und Nebenbedingungen)
einfliefen miissen. Kurzfristige ad-hoc-Entscheidungen fiir den Piloten di-
rekt vor dem Abflug sind auf diese Weise rechentechnisch nicht realisier-
bar. Neben dem Aufstellen geeigneter Entscheidungsmodelle bedarf es da-
her ebenfalls entsprechender Losungsverfahren, die in der Lage sind, selbst
fiir derart grofiskalierte Entscheidungsprobleme optimale Entscheidungen
in kiirzester Zeit zu generieren.

In [8] wurde beispielsweise ausgehend von einem linearen determinis-
tischen Modell ein quadratisches Optimierungsproblem abgeleitet. Beide
Problemtypen werden im Folgenden kurz vorgestellt. Dazu sei A C N die
Menge der fiir den Zeitraum von einer Stunde zu betrachtenden Flugzeu-
ge. Es sei n := card (A) die Kardinalitét der Menge A, d.h. die Anzahl
der Flugzeuge. Fiir jedes der n Flugzeuge i € A sei v; € Ry die im Rah-
men des GDP zugewiesene Abflugverzogerung (DA) in Minuten und damit
v = (v1,...,v,)" die fiir das Entscheidungsproblem relevante vektorwertige
Variable. Es beschreibe S C N die Menge der betrachteten Luftraumsek-
toren und ¢ € N, die verfiighare Kapazitit jedes Sektors k € S an Flug-
zeugen pro Stunde. Wir bezeichnen mit ¢5 ; € N4 die geplante Eintrittszeit
jedes Flugzeugs i € A fiir den Sektor k € S. Zur Vermeidung von Kapa-
zitdtsengpédssen muss fiir alle Sektoren k£ € S und fiir je zwei Flugzeuge
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i,j € A schliellich die folgende Kapazititsbedingung
60 .
(tk,i + ;) — (tk,j +Uj) > P Vi, je A, VkeS
k

erfiillt sein. Mit dieser Bedingung wird jedem in den k-ten Sektor eintreten-
den Flugzeug ein eigenes Zeitfenster der Linge 60/c, Minuten zugesichert.
Auf diese Weise wird gewiihrleistet, dass die Kapazitéit je Sektor k von ¢
Flugzeugen pro Stunde nicht iiberschritten wird.

Wir erhalten auf diese Weise ein lineares Optimierungsproblem zur Mini-
mierung der zuzuweisenden Gesamtverzogerung v = (v1, . . ., v,)" der Form

min E w; - V4
vE]RZ'r' 4
€A

1.1
u.d.N. vi—vj260/ck+tk,j—tk’i, VkeS Vi, jeA ( )
v; >0, VieA,

wobei iiber einen Gewichtsvektor w = (w;)ica € RI die zugewiesene
Verzogerung gewichtet werden kann. Der Leser beachte die Dimension die-
ses Optimierungsproblems fiir den Fall, dass der gesamte européische Luft-
raum mit 1246 Sektoren simultan betrachtet werden wiirde. Mit durch-
schnittlich n = 1095 Fliigen pro Stunde (im Jahr 2006) miissten hier
insgesamt m = 1246 - 1095 - 1095 = 1493985150 Nebenbedingungen
und zusétzlich 1246 Variablenbeschriankungen beriicksichtigt werden. Ein
Losungsverfahren zur linearen Optimierung hétte in diesem Beispiel eine
Nebenbedingungsmatrix der Dimension 1493 985 150 x 1095 zu ,,verarbei-
ten“, eine Matrix also mit ca. 1,5 Milliarden Zeilen und eintausendeinhun-
dert Spalten.

Eine iibliche Erweiterung als quadratisches Optimierungsproblem erhal-
ten wir, wenn das Verkehrsaufkommen innerhalb der Luftraumsektoren als
stochastisch angenommen wird.* Daher werde der Gewichtsvektor w €
R” jetzt als Zufallsvektor W = (Wh,...,W,)" von Zufallsvariablen Wj,
i = 1,...,n eines geeigneten Wahrscheinlichkeitsraums angegeben. Wir
bezeichnen mit p = E(W) den Erwartungswertvektor und mit K :=
E(W — p)(W — p)") die Kovarianzmatrix fiir W. Wahrend in Vektor-
schreibweise im deterministischen Modell (1.1) als Entscheidungsziel w™v
minimiert wird, ergibt sich in der stochastischen Formulierung ein Ska-

4Zur Motivation dieser Annahme werde das Verkehrsaufkommen beispielsweise allein
durch das jeweilige Wetter innerhalb von Sektor k£ nicht-deterministisch beeinflusst.
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larprodukt (W,v) bestehend aus dem Vektor der Verzogerungen v € R’}
und dem Zufallsvektor der Gewichte W. Wegen E((W,v)) = (E(W),v) =
w"v und var ((W,v)) = v"Kv erhalten wir eine innerhalb der Portfolio-
Optimierung ibliche Formulierung fiir die Zielfunktion als Minimierung
von Erwartungswert und Varianz (sog. Mean-Variance-Ansatz, sieche zum
Beispiel Markowitz [81] oder Steiner und Bruns [104]) als

min E((W,v)) + Avar ((W, v))

veR™
mit einem Steuerungsparameter A > 0 fiir die Risikoeinstellung des Ent-
scheiders. Fiir das GDP ergibt sich damit unter Beriicksichtigung des Ri-
sikos iiber den quadratischen Term v"Kv das quadratische Optimierungs-
problem

min p v+ A" Kv
veR?

uw.d.N. v; —v; >60/cp +tg,; —tpi, VkeS VijeA
v; > 0, Vie A

mit einer auf Grund der Kovarianz symmetrischen und positiv-semidefini-
ten Matrix K € R™ ™. Die Aussagen iiber die Dimension des Problems
gelten damit uneingeschrinkt auch fiir die quadratische Formulierung. Ein
Problem dieser Groflenordnung ist derzeit sowohl fiir die lineare als auch
fiir die quadratische Optimierung nicht in angemessener Zeit zu l6sen.

1.1 Zielstellung dieser Arbeit

Die mathematische Modellformulierung zur Abbildung aktueller, praxisre-
levanter Fragestellungen innerhalb von technisch-6konomischen Entschei-
dungssystemen fithrt — wie beispielhaft gezeigt wurde — schnell zu quadrati-
schen Optimierungsproblemen mit einigen Tausend entscheidungsrelevan-
ten Variablen und Nebenbedingungen. Letztere schrinken die Menge der
moglichen Losungen fiir die Probleme auf die sog. Menge zuldssiger Losun-
gen ein. Die Bestimmung einer Menge von optimalen Losungen unter den
zuldssigen Losungen unter Beriicksichtigung aller Nebenbedingungen des
Problems gestaltet sich rechentechnisch aufwindig. In diesem Sinne wer-
den effiziente Losungsverfahren benttigt.

Lassen sich die einzelnen Nebenbedingungen fiir ein Optimierungspro-
blem in Abhéngigkeit der gesuchten Variablenwerte z1,...,z, € R durch
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einen linearen Zusammenhang ausdriicken, d. h. es gilt >." | a;z; < b mit
geeigneten, vorgegebenen Koeflizienten aq,...,a, € R und b € R, so spre-
chen wir von linearen Nebenbedingungssystemen. Solche Systeme von li-
nearen Nebenbedingungen sind in der Realitét hdufig anzutreffen. Obwohl
fiir Nebenbedingungen auch funktionale Zusammenhénge héherer Ordnung
vorkommen (bspw. logarithmisch, quadratisch, kubisch o.4.), werden in
dieser Arbeit ausschlielich lineare Nebenbedingungssysteme betrachtet.

Aus der Anschauung wissen wir, dass sich ein Punkt (21, z2)” in der Ebe-
ne eindeutig als Schnittpunkt zweier Geraden angeben lédsst. Einen Punkt
(21,22,23)" in einem dreidimensionalen Raum finden wir dagegen eindeu-
tig als Schnittpunkt dreier Ebenen. Allgemein in einem n-dimensionalen
Raum sprechen wir in diesem Zusammenhang von Hyperebenen. Ein Punkt
(x1,...,2,)" eines n-dimensionalen Raumes ldsst sich damit eindeutig als
Schnittpunkt von n Hyperebenen angeben. Fiir die linearen Nebenbedin-
gungssysteme bedeutet das, dass fiir die Bestimmung einer n-dimensionalen
Losung des betrachteten Optimierungsproblems als ein Punkt der zuléssi-
gen Menge hochstens® n dieser Nebenbedingungen betrachtet werden miis-
sen. Bestehen die Nebenbedingungssysteme aus m > n Nebenbedingun-
gen, sind in diesem Sinne mindestens m — n Nebenbedingungen fiir die
Angabe einer optimalen Losung nicht relevant und kénnten daher inner-
halb eines Losungsverfahrens ignoriert werden. Fiir ein Losungsverfahren,
welches lediglich die so reduzierte Menge der relevanten Nebenbedingun-
gen zum Auffinden einer Losung beriicksichtigt, lieen sich auf diese Weise
der rechentechnische Aufwand und damit die Losungszeiten deutlich ver-
ringern.

Logischerweise lédsst sich ohne die Kenntnis der Losung nicht angeben,
welche Auswahl von hochstens n der m Nebenbedingungen beriicksich-
tigt werden miisste. Es ergeben sich (:?)7 (n"fl), ol (T) mégliche Kom-
binationen zu betrachtender Nebenbedingungen, aus denen die relevante
daher nur mit hohem rechentechnischen Aufwand auszuwihlen wire. Da
wir zunédchst keine Anhaltspunkte haben, nach welchen Kriterien eine sol-
che Kombination gew#hlt werden kann, ldsst es sich nicht vermeiden, das
komplette System der m Nebenbedingungen durch die Lésungsverfahren
zu ,verarbeiten“. Die Bestimmung der optimalen Lésungsmenge innerhalb
der Losungsverfahren wird auf diese Weise durch unnotige Informationen
wegen der unvermeidbaren Einbeziehung solcher Nebenbedingungen we-

5Das ist immer genau dann der Fall, wenn das Optimum des Optimierungsproblems in
einer Ecke der sich durch die linearen Nebenbedingungen ergebenden Menge zul&ssi-
ger Punkte angenommen wird.
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sentlich (und moglicherweise nachteilig) beeinflusst. Zudem werden Syste-
me betrachtet, die damit deutlich grofier als notwendig fiir die Bestimmung
einer optimalen Losung sind.

Seit den sechziger Jahren — also seit der Einfiihrung der linearen Op-
timierung — sind sich Forscher des Problems dieser iiberfliissigen Neben-
bedingungen bewusst. Schon Dantzig [21] erwiihnte, dass es Nebenbedin-
gungen gibt, die fiir die Bestimmung des Optimums nicht relevant sind
und vorhergesagt werden konnten. In der Folgezeit untersuchte man in
diesem Zusammenhang sog. redundante Nebenbedingungen als eine Unter-
menge der iiberfliissigen Nebenbedingungen. Das sind Nebenbedingungen,
die fiir die Beschreibung der zuléssigen Menge der Losungen nicht rele-
vant sind und damit ignoriert werden kénnten, ohne die zuldssige Menge
zu verdndern. Fiir die linearen Optimierungsprobleme zeigte sich, dass die
Angabe dieser redundanten Nebenbedingungen genauso aufwendig ist, wie
die Bestimmung der Losung des Problems selber [32]. Fiir die quadratische
Optimierung lassen sich auf Grund der besonderen Gestalt dieser Probleme
Kriterien angeben, mit denen Nebenbedingungen erkannt werden, die fiir
das Optimum nicht relevant sind [94]. Wir sprechen in diesem Zusammen-
hang von nicht-bindenden Nebenbedingungen.

Mit den sog. Innere-Punkte-Methoden verfiigen wir heute fiir die qua-
dratische Optimierung {iber eine geeignete Verfahrensklasse zur iterativen
Losung solcher Optimierungsprobleme. Die Art und Weise wie im Ver-
lauf dieser Verfahren Iterationspunkte erzeugt werden, ist zudem préades-
tiniert fiir die Anwendung der erwéhnten Kriterien zur Idenfikation nicht-
bindender Nebenbedingungen. So kénnten bei Anwendung dieser Kritieri-
en von Iteration zu Iteration solcherart Nebenbedingungen eliminiert wer-
den, so dass sukzessive die Problemgrofie reduziert und in Folge dessen die
Losung des quadratischen Optimierungsproblems beschleunigt wird.

Es ist damit das Ziel dieser Arbeit festzustellen, wie die bestehenden
Innere-Punkte-Verfahren fiir die quadratische Optimierung um die Tech-
niken zur Identifikation und der Eliminierung von nicht-bindenden Neben-
bedingungen erweitert werden konnen. In diesem Zusammenhang untersu-
chen wir, welchen Einfluss die nicht-bindenden Nebenbedingungen auf den
Losungsprozess iiben und insbesondere welche Auswirkungen die Elimina-
tion dieser Nebenbedingungen auf ebendiesen haben. Aufbauend auf den
theoretischen Uberlegungen und den Beobachtungen, die in dieser Weise
erstmals fiir die quadratische Optimierung dargestellt werden, entwerfen
wir ein modifiziertes Innere-Punkte-Verfahren. Mit der anschliefenden Im-
plementierung des Verfahrens entwickeln wir einen praxistauglichen Pro-
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grammcode (ein sog. Solver oder Léser) namens gipp zur Losung quadra-
tischer Optimierungsprobleme iiber Innere-Punkte-Verfahren. Uber einen
Optionsschalter lisst sich dabei die Erkennung und Eliminierung nicht-
bindender Nebenbedingungen aktivieren. Die Resultate fiir das Laufzeit-
verhalten bei einer umfangreichen Auswahl von Beispielproblemen werden
abschlielend dargestellt.

1.2 Aufbau der Arbeit

Die Arbeit ist in folgender Weise aufgebaut: Im Anschluss an diese Einlei-
tung stellen wir in Kapitel 2 kurz die wesentlichen Eigenschaften quadra-
tischer Optimierungsprobleme vor. Mit Hilfe der Dualitétstheorie werden
zunichst das korrespondierende duale Programm aufgestellt und einfithrend
grundlegende Optimalitatskriterien fiir die quadratische Optimierung be-
sprochen. Wir setzen das Kapitel mit einer tiberblicklichen Vorstellung der
Innere-Punkte-Verfahren und einer heute iiblichen Klassifizierung der ein-
zelnen Verfahrenstypen fort. Weiter vertiefen wir die Betrachtung hin zu
den Pfadverfolgungsverfahren bzw. weitergehend zu Pridiktor-Korrektor-
Verfahren. Mit den Vorschldgen von Mehrotra und Gondzio werden zwei
heute iibliche Erweiterungen fiir die Implementierung von Innere-Punkte-
Verfahren im Detail vorgestellt.

Die wesentlichen theoretischen Hintergriinde fiir die Identifizierung nicht-
aktiver Restriktionen im Kontext der quadratischen Optimierung finden
wir in Kapitel 3. Ein vorangehender Uberblick iiber die geschichtliche Ent-
wicklung zur Theorie und Praxis der Redundanzerkennung verdeutlicht auf
der einen Seite die zentrale Bedeutung der Arbeiten in diesem Gebiet, zeigt
aber auf der anderen Seite mit den nur wenigen Arbeiten zu diesem Thema
die Schwierigkeiten, die offenbar damit verbunden sind. Ausfiithrlich wer-
den anschlieflend die Kriterien zur Identifikation nicht-aktiver Nebenbedin-
gungen vorgestellt, die innerhalb des spéter zu entwickelnden Verfahrens
eingesetzt werden.

In Kapitel 4 zeigen wir den theoretisch wichtigen Zusammenhang zwi-
schen der logarithmischen Barriere-Funktion und den Innere-Punkte-Ver-
fahren und liefern damit grundlegende theoretische Kenntnisse fiir die an-
schlieBende Untersuchung. Uber theoretische Ausfithrungen zu Abstands-
maflen und dem sog. zentralen Pfad werden erstmals die Besonderheiten
im Zusammenhang mit der Elimination von iiberfliissigen Nebenbedingun-
gen im Rahmen der Innere-Punkte-Verfahren fiir die quadratische Opti-
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mierung erarbeitet. Sie motivieren die grundlegende Vorgehensweise fiir die
Implementierung eines geeigneten Verfahrens in dem nachfolgenden Kapi-
tel. Ziel dieses Kapitels ist die Erarbeitung eines algorithmischen Schemas
fiir ein Losungsverfahren im Rahmen der Innere-Punkte-Verfahren, das die
Fritherkennung der Redundanzen unterstiitzt und durch Eliminieren letzt-
lich praktiziert.

Das Kapitel 5 stellt detailliert alle Hintergriinde der Implementierung des
Innere-Punkte-Verfahrens fiir die quadratische Optimierung unter Einbe-
ziehung der Moglichkeiten zur Identifikation und Eliminierung nicht-aktiver
Restriktionen vor. Dabei werden die Besonderheiten fiir die Implementie-
rung des Verfahrens und die Auswirkungen der Elimination nicht-aktiver
Restriktionen auf die primal-duale Programmstruktur verdeutlicht. Eine
Auswertung der ersten rechentechnischen Ergebnisse und der Vergleich
zwischen der Losung mit und ohne der Eliminierung identifizierter nicht-
aktiver Restriktionen finden wir in dem sechsten Kapitel.

Die wesentlichen Ergebnisse dieser Arbeit und Anregungen, wo und wie
eine weiterfithrende Forschung sinnvoll ist und ansetzen konnte, gibt die
abschliefende Zusammenfassung samt Ausblick wieder.

1.3 Verwendete Notation

Fiir den gesamten der Verlauf der Arbeit bezeichne R die Menge der reellen
Zahlen sowie IN die Menge der natiirlichen Zahlen. Die Menge der nicht-
negativen reellen bzw. natiirlichen Zahlen schreiben wir dabei als Ry bzw.
N, die damit explizit die Null als Element enthalten. Grobuchstaben be-
schreiben Mengen, Abbildungen oder auch Matrizen, wiihrend Skalare und
Vektoren immer mit kleinen Buchstaben angegeben werden. Die Transpo-
nierte einer Matrix M bzw. eines Vektors v geben wir mit M 7™ bzw. v” an.
Fiir eine Matrix A = (a;;)i=1,...,m,j=1,...n € R"™*" bezeichnet der Vektor
a; = (ai1,...,ain)" die i-te Zeile der Matrix. Die Einheitsmatrix im R"
wird immer mit I,, dargestellt. Wird die Dimension der Matrix im Kon-
text deutlich, so verzichten wir auf die Angabe des Subskripts n. Einheits-
vektoren im R™ werden durch e¢; = (0,...,0,1,0,...,0)" € R" kenntlich
gemacht, wobei die i-te Komponente jeweils die 1 ist. Die Summe der Ein-

heitsvektoren ergibt den Einsvektor, den wir mit e := (1,...,1)" = 1 =
>, e; bezeichnen.
Mit ||-|| sei immer die Euklidische Norm ||-||, gemeint, |-|| . meint die

Maximumsnorm, d.h. fir z € R™ gilt ||z||,, = max;—1,.. n|z;|, wobei x;



