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Chapitre 1
LES SCHEMAS FLUIDES EN HYDRODYNAMIQUE RELATIVISTE

$1. GENERALITES SUR LA
DYNAMIQUE RELATIVISTE DES FLUIDES

1. Le cadre géométrique,

La mécanique relativiste des fluides a pour cadre géométrique 1'espace-
temps qui est une variété differentiable V de dimension 4, de classe C*,
sur laguelle est donnée une structure pseudo-riemannienne g de signature
+---  La géométrie de 1'espace-temps (V, g) est celle de la connexion rie-
mannienne canoniquement associée & g,

La métrique définie par g est dite de type hyperbolique normal. Elle in-
duit sur 1'espace vectoriel tangent Tx (V) en chaque point x de V une
structure d'espace-temps plat de Minkowski. En coordonngeslocales (x%)

on a
(1.1) g gap dxe dxt (a,B=0,1,2,3).

Le tenseur g4y dit tenseur fondamental de gravitation est assujetti a véri
fier un systéme d'équations aux dérivées partielles du second ordre qui géné
ralise les équations de Laplace,-Poisson et qui donne naissance aux condi -

tions de conservation, Ces équations sont les dix équations d'Einstein

(1.2) S = X Tep

ol S“ ne dépend que de la structure riemannienne g de l'espace-temps,

T“ est de signification purement mécanique et y un facteur constant.
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Le tenseur T” dit tenseur d'impulsion-énergie du fluide doit décrire
au mieux la distribution énergétique dans 1'espace-temps. Le tenseur S“
est astreint aux deux conditions suivantes:

1. S;’ ne dépendent que de gyg , de leurs dérivées des deux pre -
miers ordres, sont linéaires par rapport aux dérivées du second ordre

2. Sqp est conservatif, c'est-a-dire tel que
(1.3) %S = 0
On démontre“) qu'on a nécessairement
Sep = NRep- 5 (R+k)gep)

ol R” est la courbure de Ricci, R la courbure scalaire de (V,g), h et k
deux constantes arbitraires. k est la constante cosmologique, ne joue pas de
role dans la description des fluides. On peut supposer k = 0. En supprimant

d'autre part le facteur surabondant h, on prendra pour premier membre des

équations d'Einstein
(1.4) Sa = Rya - . R
. ap = Dap - 5 NBap
S“ sera dit tenseur d'Einstein,
Le tenseur d'Einstein S“ étant conservatif, il en est de meéme du tenseur

d'impulsion-énergie Tap . Les équations

(1.5) VT -0

(‘) E. CARTAN. - J. Math. pures et appliquées, 1. p. 141-203. (1922)
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expriment alors la conservation de 1'impulsion-énergie et définiront 1'évo-

lution du fluide,

2. Le tenseur d'impulsion-énergie.

Dans toute théorie relativiste des fluides, le premier pas consiste 2
choisir 1'expression du tenseur d'impulsion-énergie Ty, . Chaque expres-
sion de Tqy définit un schéma de fluide. Typ doit étre symétrique sil'on
veut satisfaire aux équations d'Einstein, Mais pour que T4y puisse décri-
re un fluide physique, il faut qu'il existe un champ de vecteurs unitaires u®

orientés dans le temps
(2.1) gep Pub = +1

pour lequel le scalaire Ty uw*u? soit positif. u® est dit vecteur vitesse uni
taire du fluide et ses trajectoires définissent les lignes de courant,

En fait les fluides réels sont doués de propriétés diverses, Les forces
de liaisons internes qui jouent un r6le fondamental dans 1'étude dynamique
se traduisent par le tenseur des pressions propres. Les phénomeénes calo-
rifiques introduisent un scalaire @ dit champ de température propre. Les
propriétés électromagnétiques sont susceptibles d'étre représentées par
deux champs de tenseurs antisymétriques Hgqp , G” comme on le verra,
Il convient d'autre part d'étudier 1'évolution thermodynamique du fluide,
Ces diverses propriétés peuvent tre envisagées dans une décomposition
géométrique du tenseur d'impulsion-énergie,

On est aussi conduit a mettre Ty sous la forme

(2.2) Tap =P Uaup - Typ- Qup + Ty
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ol ¢ estun scalaire positif représentant la densité propre de matiére-
énergie ponderable, Ty les pressions propres, Qup les échenges ther
miques par conduction et ‘V.(, le tenseur d'énergie électromagnétique, Si
1'on néglige certaines propriétés, les termes correspondants ne figurent
pas dans la décomposition, De mé&me on peut introduire de nouveaux ter-
mes pour étudier de nouvelles propriétés,

A chaque expression de Tu’ , correspond alors un schéma fluide.
Dans chaque cas, 1'évolution du fluide sera défini par les équations de

a

conservation (1,5) qui, tenant compte du caractere unitaire de u®, con

duisent aux équations suivantes

(2.3) up T = 0

(2.4) (g% - utuy T =0
(2.3) est dite 1'équationsde continuité et (2.4) constitue le systéme diffé-
rentiel aux lignes de courant,

A ces équations on adjoindra éventuellement d'autres équations telles que
les équations thermodynamiques, les équations du champ électromagnétique.
On obtiendra de cette maniére le systéme fondamental des équations du sché-
ma considéré, Ainsile schéma fluide pur a fait 1'objet de nombreuses études
divenues classiques, en particulier celles de L, P, Eisenhart et de A. Lichne-
rowicz, Le schéma fluide thermodynamique a été étudiée par C. Eckart et
par l'auteur dans sa thése en 1954, Le schéma fluide champ électromagnéti-
que a fait 1'objet des travaux de A, Lichnerowicz, de ceux de l'auteur datant
de 1955 qui ont suscité depuis de nombreux travaux, notamment ceux de G,

Pichon. Il a conduit dans un cas particulier & la magnétohydrodynamique re
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lativiste dont 1'étude a fait 1'objet de trés beaux travaux de Y. Choquet-
Bruhat, A. Lichnerowicz.
C'est 1'étude mathématique de quelques uns de ces schémas qui consti

tue le sujet de ces conférences,

3. Repére propre,

On appelle repére propre en un point x de l'espace-temps (V4, g) un re
pére orthonormé (Vy ) dont le premier vecteur Vg coincide avec le vecteur
vitesse unitaire u et dont les trois autres vecteurs Vi/ définissent 1'espa-
ce associé a la direction de temps u.

On peut rapporter 1'espace-temps dans le voisinage de tout point & un
champ de repéres propres qu'on supposera différentiable (mais non néces-
sairement intégrable)., La métrique d'univers prend alors la forme canonique

U B R T Uy
’ L3 3
(3.1) g:.lwwwiwow'-w'ow' _wlew _wew

ol les wl‘ sont les 1- formes duales des champs de vecteurs Vjy' i.e. tel-
les que <w Vu' > = s ,“ i, s étant le symbole de Kronecker égal a 1

z =@ et 0 si )v # M. Les (01 constituent donc quatre formes de
Pfaff linéairement indépendantes,

La considération du repére propre est fort utile, En effet 1'espace vecto-
riel tangent TX(V) a une structure d'espace-temps de Minkowski le repére
propre Vj doit etre identifié & un repére galiléenlocal ol le fluide a une vi-
tesse nulle, Si on connait les composantes d'un tenseur t relativement au
repére propre, ses composantes dans un repére quelconque (ey) se dédui-
sent des premiére's par des formules de transformation connues,

En effet si (A"¢) est la matrice de passage du repére (eg) au repére
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propre (Vy!) et (A‘,‘r) la matrice inverse, on a

L | a
(32) AO’ =u Ai' = V(i;’)

o1
(3.21) Ky =y A = - vt

Si t estuntenseur d'ordre 2, ses composantes tqp dans le repére (ey)
se déduisent de ses composantes tz'p‘ dans le repére propre par les formu

les

>
(3. 3) t¢’ = Ad A' t"w
On a en particulier pour le tenseur métrique

(3.4) gap = - Vi Vidu e Vi (o

Ainsi pour déterminer 1'expression du tenseur d'impulsion-énergie d'un
fluide pur, on le rapporte d'abord au repére propre. Le fluide y est caracté
risé par sa densité propre de matiére-énergie ¢, son tenseur des pressions
partielles 1{;.,'. . Son tenseur d'impulsion-énergie a pour composantes dans
le repére propre

Too =4 Ti'j' = . Tf;ljc

Rapportons maintenant 1'espace-temps 4 des coordonnées locales x%, on a

| 1
w)' = Az'd dx® et 1'application des formules (3,3) donne



Pham

(3.5) Tap “$uqup - Xep
S “ - Z “‘I' A." A',’ . f . . .
ot Wyp= o iy Ay p satisfait aux identités
).
(3. 6) "«P u =0

On voit que dans le cas d'un fluide pur, le tenseur d'impulsion-énergie se
décompose relativement a uu une composante temp@relle ¢ uyug et en
une composante spatiale ﬂ“.

Définition - On dit que le fluide est parfait si la quadrique des pressions
dans le repére propre est une sphére i, e, si -m- pS , p estdite
pression scalaire du fluide.

Pour un fluide parfait, on a 1&, p Z, A Ap , Soit en tenant compte
de (3.2) et (3.4) de' (g“P - Uy Ug ). A1n81 le tenseur d'impulsion-éner-

gie d'un fluide parfait est donné par

(3.7) Tap = ( § *P)ug up -PEup.

Appelons repére principal en x le repére orthonormé (WI) dont chaque
vecteurs W,’ est vectenr propre de la matrice (Ry ’) par rapport & la ma-
trice (g“). Les directions définies par W3, ne sont autres que les direc -
tions principales de Ricci, Or en vertu des équations d'Einstein, Wz sont
aussi vecteurs propres de la matrice (T“) relativement A la matrice (g”).

On peut exprimer les composantes de T“ a partir des valeurs propres

et vecteur propres comme

(3.8) Tap = S0 WioyaWiop 5'4 S Wapiig
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On voit qu'en général le repére propre d'un fluide thermodynamique char

gé est different du repére principal, sauf dans le cas d'un fluide pur ot
= - W-‘ . .
T“p 911“11’ iz;}' "'l‘ V("I)“V()’)P

pour lequel ¢ = s, et on peut faire une rotation du 3-plan espace de
maniére & amener Vi' sur Wi" s, sont alors les valeurs propres

de la matrice ( T
§2. LE FLUIDE THERMODYNAMIQUE

4, Le fluide parfait et les variables thermodynamiques.

le tenseur d'impulsion-énergie d'un fluide parfait non conducteur de

chaleur est

(8.1) Tap = ($7Plugup - pPggp
11 est clair que u¥ est vecteur propre orienté dans le temps et ¢ la
valeur propre correspondante de (T“), Tout repere propre de ce fluide
coincide avec un repére principal qui est indéterminé a cause de la va-
leur propre triple -p.

En vue de 1'étude énergétique, on décompose la densité propre @ en
la somme d'une densité de matiére r et d'une densité d'énergie vitesse

se rg ou ¢ est 1'énergie interne spécifique

(4.2) 0= r(l+e)
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On est amené 4 introduire l'indice f du fluide défini par
- p
= 1+€+ =

(4.3) f 1+6€ -

Dans ces formules et dans la suite, les unités physiques ont été choi-
sies de maniére que la vitesse limite c¢ soit égale a 1. Autrement,
il faudra remplacer £ ,p par 60-2, pc-z.

Le tenseur d'impulsion-énergie d'un fluide parfait non conducteur

de la chaleur prend alors la forme
(4.4) qu = rfugup - Pap

Du point de vue thermodynamique, la température propre 0 et
1" entropie spécifique propre S peuvent etre définis comme en
hydrodinamique classique par la relation

(4.5) 0ds = de + pdv

ou T ¢ ; est le volume spécifique. En tenant compte de (4.3), et en
prenant f,s,p comme variables thermodynamiques (non indépendantes)

on peut écrire (4,5) sous la forme équivalente
(4.6) r8ds = rdf - dp
Ces relations expriment qu'il existe parmi les variables r,6,f,5,p,

seulement deux variables indépendantes pour lesquelles on choisira

souvent f et S ou S et p.
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Si on prend f et S comme variables indépendantes et si 1'on se
donne p en fonction de f et S, la relation (4.6) entraine

r9: - ap&

(S

=R

an

La premiére relation définit 1'équation d'état du fluide sous la forme
r =r(fS)

et la seconde relation définit la température.
Des conditions de conservation appliquées au tenseur d'impulsion-é-
nergie (4.4) on tire 1'équation de continuité et le systéme différentiel

aux lignes de courant

(4.7) Yy (cfu®) - u"a‘p =0

(4.8) rfu‘Vdu’ - (g"- u“u')’)‘p = 0

Tenant compte de (4.6) on peut écrire 1'équation de continuité sous la

forme
(4.7)) £V (ru®) + r® v s = 0

d'oli 'on déduit
Théoréme - Pour un fluide parfait, il est équivalent de dire qu'il y a
conservation de la matiére ou que l'entropie est constante le long des

lignes de courant,
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u Va(ru“) = 0 e u"(),(s =0

un fluide tel que u%3S = 0 est dit adiabatique.
De meme tenant compte de 1'équation thermodynamique, le systéme

différentiel aux lignes de courant s'écrit avec les variables f,S
(4.8" fu'V‘u'- (g"- u‘up)'a“f + agqh‘s =0
On en déduit

Théoréme - Si le mouvement du fluide est isentropique (S = const,)

le systéme différentiel aux lignes de courant se réduit a
(4.9) AL (g™ M) ?‘Tf = 0

Nous montrerons que pour un tel fluide isentropique, il existe un

principe extrémal pour les lignes de courant

5. Le fluide visqueux,

Pour caractériser la déformation locele du fluide, nous introduisons
la derivée de Lie du tenseur métrique g suivant le vecteur vitesse u
nitaire
(L&l ~Veus +Vpuq

et nous posons

(5.1) bap= 3¥a Vs Gpup + Vo)
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ol nP est le projecteur d'espace.
Les lois contraintes-déformations sont supposées linéaires, si le

milieu est isotrope, les phénomenes de viscosité sont décrits par le

tenseur

(5.2) Sup ~ Cup by

ol

(5.3) Supih= Maplop * P (Yaglsp + o Yos)

ou compte tenu de g“ u“uP =1

(5.3 Cuper™ Mep o+ M (2ag cpin + cap 2pg )

Le tenseur d'impulsion-énergie du fluide visqueux homogeéne est

alors donné par
(5.4) T” = (@+ plugy ug - pga’+1(v‘ u‘)x"+ 2’t£dp

Cette expression est utilisée par C,Eckart, G,Pichon. A.Lichnerowicz
proposhit une autre expression de edp ol intervient dans la définition
de la viscosité le vecteur Cyg = fu, . Le tenseur d'impulsion-énergie

devient alors

(5.5) T”= (®+p -lV, ct) ugus - (p- }-V,C’) Sup +r5«p
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avec
2E“P= Vd Cp +VPCd - 52' ( V%C‘Cp +71C°C¢)
¥ désignant la dérivée covariante dans la métrique g = fzg.

6. Le fluide conducteur de chaleur,

On tient compte des échanges thermiques par conduction, Celle-ci

« . Clest 1'ex-

est définie par un vecteur q, orthogonal au vecteur u
pression de q4 , sa présencd dans le tenseur d'impulsion-énergie
qui caractérise les points de vue,

Eckart a choisi le tenseur:

9.1) Tap = (#+Pluguy -Peap +Oup - (Ugs +upga )

Les équations qui régissent 1'évolution du fluide sont données par les
conditions de conservation du tenseur d'impulsion-énergie, la conserva

tion du courant de matiere, 1'équation de définition de Qy :

V,,T“= 0
Vd (ru®) = 0
(9. 2) ag = - X (g4 - uguP) (30 - 0uf Vg up )

et une équation thermodynamique.
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L'auteur a proposé en 1954 le tenseur d'impulsion-énergie
(9.3) Tap = (¢+p) ugup - Pgap - (ug g+ up qg)
od l'on a négligé la viscosité . q, est défini par
(9.4) au = - % (g - uuP)dP

Les équations du mouvement sont constituées par les conditions de con
servation V«T“’ = 0 et l'équation thermodynamique est remplacée par

1'équation de conduction qui généralise celle de Fourier

(9.5) Vud® = Cu"3 - % u¥ X3

C est la chaleur spécifique a volum constant et { 1la chaleur de dila-
tation du fluide. Pichon a repris ce modéle en ajoutant le terme de vi-
scosité 9“ .

Pour Landau et Lifchitz, le tenseur d'impulsion-énergie d'un flui-
de conducteur de chaleur est identique a celui d'un fluide parfait, Ile
vecteur comrant de chaleur qq apporte sa contribution & trevers 1'équa

tion de conservation d'un certain vecteur Py . Il pose

(9.6) Tay = rfuyu - Pgap

(9.7) Pq = ruy - gy
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Les équations du mouvement sont données par

7y 1

"
o

WwP* =0

auxquelles ont ajoute 1'équation de définition de qq :
= 2 (b b LG

(9.8) g = B (gd - uyu )?p( R )

ot G est la fanction de Gibbs définie par

(9. 10) G=£+%-OS‘

Ces modéles se justifient par des considérations physiques et ciné-
tiques et ont tous le mérite de se réduire a la limite a la description
classique non relativiste. L'étude du probléme de Cauchy montre que les
les systémes d'équations auxquels ils donnent lieu, sont mixtes et com
portent une partie parabolique provenant soit de la viscosité, soit de la
définition du vecteur courant de chaleur Qg - Ce qui conduit a une vi-
tesse de propagation infinie.

Pour lever la difficulté provenant de gq4 , Cattaneo et Vernotte
ont suggéré de modifier 1'hypothése de Fourier par un terme de Relaxa

tion, Kranys a fait la traduction de cette hypothése en relativitée

(9.11) P+ vulfpe® - - x (P - ouf )30
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Ce vecteur qq n'est.alors plus orthogonal & ug . Adoptant le point
de vue de Landau-Lifchitz et celui de Cattaneo-Vernotte-Kranys,

Mahjoreb a proposé une nouvelle théorie cette année.
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$3,LE CHAMP ELECTROMAGNETIOUE

10. Représentation du champ électromagnétique.

S'il existe un champ électromagnétique, le fluide est soumis 4 des
inductions électromagnétiques qu'on peut décrire a l'aide de deux  2-
formes: la 2-forme champ électrique-induction magnétique H et la
2-forme induction électrique-champ magnétique G. On note «H, «G
leurs formes duales au sens de 1'élément de volume riemannien ] de

l'espace-champ. On a en composantes

(10.1) (*H)yy = ':i"lm;* e

(10.2) (%Clyy - -;-Mw ity

On appelle vecteurs champs et inductions électriques et magnétiques

les vecteurs définis par les 1-formes

(10. 3) e =i H d=1G h =i

u u u('G) b= lu(‘H)

ol iu est le produit intérieur par le vecteur vitesse unitaire u . En

composantes, on a

dg = u G hy = w(2G) by = uS (¥H)gg

=t
(10. 4) e u'H -

ta

Ces vecteurs sont orthogonaux a u®

Inversement, H, G, #H, #*G s'expriment en fonction de e ,d,h,b
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par les formules

(10. 5) H = uAe - * (uAb) G = (uAd) - e(uAh)

(10. 6) sH

uAb + #fuAe) ®G = uah + #(uAd)

Dans les deux derniéres relations le signe + provient du fait que sur

une variété riemannienne l'opérateur # satisfait & la -relation *2 =
= eg (-l)p (n'p)

signe du det, g. On en déduit les relations suivantes qui donnent lescom

ol n=dimV , p = degré de la forme et &g le

composantes

H“P= ugep - Upey - "‘P"F’ upt

A
Ggp= uadp - updy - '(aplpu n*

En théorie électromagnétique de Maxwell, les inductions dépendent
linéairement des champs. Dans le cas isotrope ol le fluide a une per-

mitivité diélectrique )« et une perméabilité magnétique w, on a
(10.7) d=he b =mh
Les deux relations (10, 5) donnent alors

(10. 8) G = H +

% )"“,‘;1_ uAiuH



- 2] -

Pham

soit en composantes

(10.8") Gup~ 7 Hep *

(10.9) Gapz

ol

L'induction électromagnétique H, G satisfait aux équations de

Maxwell

(10.10) dH = 0

(10.11) bc

n
y

ol 3 est la codifférentielle, J wune 1-forme dont le vecteur asso-
cié définit le courant électrique. L'équation (10.10) signifie que la
2-forme H est localement exacte i.e. qu'il existe localement une
1-forme ¢ telle que H = d¢. ¢ s'appelle le potentiel vecteur élec-

2
tromagnétique, (10.11) donne en remarquant que Y -0

(10.12) 7 -0
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équation qui exprime la conservation du courant électrique.

En composantes, les équations (10.10), (10.11), (10.12) s'écri-

vent
1 abtd
=1 VaHpp = 0
gt - o
Vo™ = 0

On décompose le courant électrique J en un courant de convec-
tion colinéaire & u et un courant de conduction f' orthogonal & wu.
r peut etre défini par 1'hypothése d'Ohm [ =€ ot € est la conduc
tivité électrique du fluide. On a alors

. d
(10.13) 3yt e

1 s'appelle la densité de charge.

11. Le tenseur d'énergie électromagnétique,

A partir de H”, G“ on construit le tenseur d'impulsion-énergie
électromagnétique '(,’“ dont la divergence donne la densité de force é-
lectromagnétique agissant sur le fluide., En généralisant un résultat con
nu dans le cas non inductif )' =p=1, on obtient le tenseur donné par

Minkowski



Pham

—

(11.1) T = T Ep G H™) - Go H'p

Pour interpréter ce tenseur, on va l'exprimer & 1'aide des vec-
teurs e,d, h,b:

On obtient.

(11.2) %= (egd® + b’ ) (ugup - ;— gap) - (eqdp + hybp ) -

+ (Pdl&p’r U«Qp )

ol

R oy
B e h'u _ d b
(11.3) Py = o Qq =udpv
Pu est le vecteur de Poynting et Q‘ = )o»P“ . Sur (11,2) on voit la
signification de chaque groupe de termes.
't’“ n'est pas symétrique. On peut prendre l'expression proposée
par Abraham

(11.4) Ty = - (egd® + ngb?) (up - — Bap) - (cadp = Babp) -

+ (Paup + u“P’ ).

On peut penser a le symétriser [ ] , mais les raisons physiques

sont obscures.
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Nous conservons l'expression (11.1) . En prenant la divergence

de ce tenseur, nous avons

(s W= V&P ay, GG gy ¢ T GV Hy + 1y Ty G5

Or les équations de Maxwell du 157 groupe s'écrivent encore

Va H” +V’HM +V,H«9 =0

Par multiplication contractée avec [ehdd , il vient

os - ae
En portant dans (11.4), on a alors en tenant compte de la définition
de J

(1.5 e 0%yt (G Ve - Hy HO)

On peut transformer la parenthése en utilisant les équations de liai-

son ce qui donne finalement

(11.6) %= 07 Hyy + (-1 VpufBy + - (eg 8 Oph + nghf YY)

ol

=Yt - Elege’ ) up + B4 Py
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La signification du groupe J’H” est claire, Le tenseur supple'men-
taire (M‘r-l)Vp w Pq est nul si )'F” 1 ow P‘ = 0, c'est-a-dire

® est un champ a

si 7” esk symcltrique. Il est encore nul si u
dclrivele covariante nulle, Le terme supplelmentaire ;— (e’ e’?plw
+ heh’ 7“‘) correspond aux phénoménes de magnétostriction et d'é-

lectrostriction, En fait )«)ﬂdépendent des variables d'état,

12, Cas ol Tag défini par (11.1) est syme{trique.

Le tenseur ‘l'” n'est pas symétrique en général, Son antisymétri-
sé est ().p-l) (ude +ug Py ). Comme uy et Py sont orthogo -

naux, l'antjsymétrisé est nul i.e. que 'l'“p est syme’trique si:

1.- )v]t= 1, cas non inductif

2 {
2.-  Fg=0, ce quiest verifie soit que ey = 0 soit que hy = 0.

Dans le cas non inductif, on prend A == 1, alors Hup = Gdﬁ =

= F“p . Le tenseur d'énergie électromagnétique s'écrit

1
(12.1) %= T EpF FT) - BTy
et
(12.2) (A TR
: (A8 1]

Le cas e‘ao correspond & celui de la magnétohydrodynamique ou
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fluides de conductivité § = . Comme le courant électrique doit etre
borné §€<® on a nécessairement € = 0 . Le tenseur d'impulsion-

énergie électromagnétique s'écrit alors

(12.3) Tap = /“ilhl2 (ugup - ;— gup ) - huhp}
Le cas hﬂ = 0 conduit a

(12.4) ’t'“ = li|e|2 (ugug - ;— Eup ) - e“ep}

Il convient pour la description d'un électron considéré comme une
boule continue.

Dans chacun de ces cas, le tenseur d'impulsion-énergie du fluide
s'obtient a ajoutant Tug 4 l'expression déja connue, On obtient un
tenseur d'impulsion-énergie du fluide qui est symétrique, par suite on

peut écrir les équations d'Einstein,

13. Le fluide parfait chargé sans inductions.

On a dans ce cas le tenseur d'impulsion-énergie total

(13.1) Tup = (@ +p) Uglp - PEdp +"up
ol
! ¢
Tup " T %ap Py FY) - By P

Les équations du mouvement sont données par les conditions de
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conservation

(13.2) A ™ - o
1'équation thermodynamique

(13.3) r@ds = rdf - dp

et les équations de Maxwell

1)
(13.4) ‘;"L“" VyFpy = 0

(13, 5) v, - ot

]

Ou supposons la conductivité 8 = 0, de sorte que Jp ={u et
(13.6) Vu(§u®) =0

En prenant f{,S comme variables thermodynamiques, les condi-
tions de conservation (13.2) donnent 1'équation de continuité et le

systéme différentiel aux lignes de courant

(13.7) riu® Vi ub - (g“’ - ) ’O“p -{u“ Fmp = 0

(13.8) fvu(ru‘) +rfd® 3“5 =0



