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Chapitre 1 

LES SCHEMAS FLUIDES EN HYDRODYNAMIQUE RELATIVISTE 

;1. GENERALITES SUR LA 

DYNAMIQUE RELATIVISTE DES FLUIDES 

1. Le cadre geometrique. 

La mecanique relativiste des fluides a pour cadre geometrique l'espace­

temps qui est une variete differentiable V de dimension 4, de classe C"', 

sur larquelle est donnee une structure pseudo-riemannienne g de signature 

+~--. La geometrie de l'espace-temps (V, g) est celle de la connexion rie­

mannienne canoniquement associee a g. 

La metrique definie par g est dite de type hyperbolique normal. Elle in­

duit sur l'espace vectoriel tangent T (V) en chaque point x de V une x 
structure d'espace-temps plat de Minkowski. En coordon~es locales (xd.) 

on a 

(1. 1) ( «, ~ = 0, 1, 2, 3). 

Le tenseur g,,~ dit tenseur fondamental de gravitation est assujetti a veri 

fier un systeme d'equations aux derivees partielles du second ordre qui gen~ 

ralise Ies equations de Laplace.-Poisson et qui donne naissance aux condi -

tions de conservation. Ces equations sont Ies dix equations d'Einstein 

(1.2) 

ou St(~ ne depend que de la structure riemannienne g de I'espace-temps, 

TC(, est de signification purement mecanique et X un facteur constant. 
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Le tenseur T If dit tenseur d'impulsion-energie du fluide doit decrire 

au mieux la distribution energetique dans l'espace-temps. Le tenseur S., 
est astreint aux deux conditions suivantes: 

1. S., ne dependent que de g.~, de leurs derivees des deux pre -

miers ordres, sont lineaires par rapport aux cterivees du second ordre 

2. SClit est conservatif, c 'est-a.-dire tel que 

(1.3) 

On demontre (~) qu 'on a necessairement 

Oll Rca, est la courbure de Ricci, R la courbure scalaire de (V, gl, h et k 

deux constantes arbitraires. k est la constante cosmologique, ne joue pas de 

rOle dans la description des fluides. On peut supposer k = O. En supprimant 

d'autre part Ie facteur surabondant h, on prendra pour premier membre des 

equations d 'Einstein 

(1. 4) 

S., sera dit tenseur d 'Einstein. 

Le tenseur d'Einstein Sd, etant conservatif, il en est de m~me du tenseur 

d'impulsion-energie Til, . Les equations 

(4) E. CARTAN. - J. Math. pures et appliquees, 1. p. 141-203. (1922) 
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expriment alors la conservation de l'impulsion-energie et definiront l'evo­

lution du fluide. 

2. Le tenseur d'impulsion-energie. 

Dans toute theorie relativiste des fluides, Ie premier pas consiste a 
choisir l'expression du tenseur d'impulsion-energie T.~ . Chaque expres­

sion de T.,~ definit un schema de fluide. Til, doit @tre symetrique si lIon 

veut satisfaire aux equations d'Einstein. Mais pour que T.c, puisse decri­

re un fluide physique, il faut qu'il existe un champ de vecteurs unitaires u· 
orhmtes dans Ie temps 

(2.1) 

pour lequelle scalaire T., if'u' soit positif. u· est dit vecteur vitesse un.!. 

taire du fluide et ses trajectoires definissent les lignes de courant. 

En fait les fluides reels sont doues de proprietes diverses. Les forces 

de liaisons internes qui jouent un rOle fondamental dans I 'etude dynamique 

se traduisent par Ie tenseur des pressions propres. Les phenomenes calo­

rifiques introduisent un scalaire 9 dit champ de temperature propre. Les 

proprietes electromagnetiques sont susceptihles d'@tre representees par 

deux champs de tenseurs antisymetriques H., ,G., comme on Ie verra. 

n convient d'autre part d'etudier l'evolution thermodynamique du fluide. 

Ces diverses proprietes peuvent @tre envisagees dans une decomposition 

geometrique du tenseur d'impulsion-energie. 

On est aussi conduit it mettre T.c, sous la forme 

(2.2) 
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ou f est un scalaire positif representant la densite propre de matiere­

energie ponderable, 1(.~ les pressions propres, Q.~ les echllIlges the~ 

miques par conduction et fll, Ie tenseur d'energie electromagnetique. Si 

lIon neglige certaines proprietes, les termes correspondants ne figurent 

pas dans la decomposition. De m(!me on peut introduire de nouveaux ter­

mes pour etudier de nouvelles proprietes. 

A chaque expression de ToI~' correspond alors un schema fluide. 

Dans chaque cas, l'evolution du fluide sera defini par les equations de 

conservation (1. 5) qui, tenant compte du caractere unitaire de uGl, con 

duisent aux equations sliivantes 

(2. 3) 

(2.4) 

(2.3) est dite l'equationaie continuite et (2.4) constitue Ie systeme diffe­

rentiel aux lignes de courant. 

A ces equations on adjoindra eventuellement d'autres equations telles que 

les equations thermodynamiques, les equations du champ electromagnetique. 

On obtiendra de cette maniere Ie systeme fondamental des equations du sche­

ma considere. Ainsi Ie schema fluide pur a fait l'objet de nombreuses etudes 

divenues c1assiques, en particulier celles de L. P. Eisenhart et de A. Lichne­

rowicz. Le schema fluide thermodynamique a He Hudiee par C. Eckart et 

par l'auteur dans sa these en 1954. Le schema fluide champ electromagneti­

que a fait l'objet des travaux de A. Lichnerowicz, de ceux de l'auteur datant 

de 1955 qui ont suscite depuis de nombreux travaux, notamment ceux de G. 

Pichon.. n a conduit dans un cas particulier a la magnetohydrodynamique r~ 
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lativiste dont l'etude a fait l'objet de tres beaux travaux de Y. Choquet­

Bruhat, A. Lichnerowicz. 

C 'est 1 'etude mathematique de quelques uns de ces schemas qui consti 

tue Ie sujet de ces conferences. 

3. Repere propre. 

On appelle repere propre en un point x de I 'espace-temps (V 4' g) un r~ 

pere orthonorme (V~ ) dont Ie premier vecteur V.' coincide avec Ie vecteur 

vitesse unitaire u et dont les trois autres vecteurs Vi! definissent I 'espa­

ce associe a la direction de temps u. 

On peut rapporter I 'espace-temps dans Ie voisinage de tout point a un 

champ de reperes propres qu 'on supposera differentiable (mais non neces­

sairement integrable). La metrique d 'univers prend alors la forme canonique 

(3.1) 
r !' 

sea) _(I) 

~I 
Oll les u> sont les I-formes duales des champs de vecteurs VJ: i. e. tel-

~' ,: ~ 
les que < W , V"., > = $ /,-', \,.', etant Ie symbole de Kronecker egal a 

I , 'It' 
si .t = p.' et 0 si 4 r p.'. Les lA.I constituent donc quatre formes de 

Pfaff lineairement independantes. 

La consideration du repere propre est fort utile. En effet l'espace vecto­

riel tangent T (V) a une structure d'espace-temps de Minkowski Ie repere 
x 

propre V~ doit Hre identifie a un repere galileenlocal ou Ie fluide a une vi-

tesse nulle. Si on connait les composantes d 'un tenseur t relativement au 

repere propre, ses composantes dans un repere quelconque (eod se dedui­

sent des premieres par des formules de transformation connues. 

En effet si (A~.) est la matrice de passage du repere (e,) au repere 
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propre (Vl.') et (It 'i) la matrice inverse, on a 

(3. 2) 
CI II 01 

A" " u A·, = V(~r ~ 

" 0' - (.') (3.2') Ad. = utI A~ - - Vel " 

Si t est un tenseur d'ordre 2, ses composantes t., dans le repere (eat) 

se deduisent de ses composantes t,:"., dans le repere propre par les form~ 

les 

(3. 3) 

On a en particulier pour le tenseur metrique 

Ainsi pour determiner l'expression du tenseur d'impulsion-energie d'un 

fluide pur, on le rapporte d'abord au rep ere propre. Le fluide y est caract~ 

rise par sa densite propre de matiere-energie " son tenseur des pressions 

partielles ff.'j' . Son tenseur d'impulsion-energie a pour composantes dans 

le repere propre 

T,',' =, T·", , J 11'"" ~J 

Rapportons maintenant 1 'espace-temps a des coordonnees locales xGl, on a 
I ~ 

Q/~" ArJ. dxlil et l'application des formules (3.3) donne 
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0.5) 

satisfait aux identites 

(3. 6) 

On voit que dans Ie cas d'un fluide pur, Ie tenseur d'impulsion-energie se 

decompose relativement a uti. une composante tempGrelle , u. u. et en 

une compos ante spatiale n.,. 
Definition - On dit que Ie fluide est parfait si la quadrique des pressions 

dans Ie repere propre est une sphere i. e. si 1l't'jl = p ~~, j' , pest dite 

pression scalaire du fluide. 
'1 .. 

Pour un fluide parfait, on a 1I'aI. = p .; A~ A', , soit en tenant compte 

de (3.2) et (3.4) 1l'G1,= P (gil, - uCil u, ). Ainsi Ie tenseur d'impuision-ener­

gie d 'un fluide parfait est donne par 

(3.7) 

Appelons repere principal en x Ie repere orthonorme (Wa,) dont chaque 

vecteurs W" est vectenr propre de la matrice (R •• ) par rapport a la ma­

trice (gil,). Les directions definies par Wl ne sont autres que Ies direc -

tions principales de Ricci. Or en vertu des equations d'Einstein, W~ sont 

aussi vecteurs propres de la matrice (T",) relativement ala matrice (gil,). 

On peut exprimer les composantes de Tel, a partir des valeurs propres 

et vecteur propres comme 

S 
(3.8) TU' = s, W(o)tJ, W(o..,- f.i s~ W(~ ,.W(~)~ 
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On voit qu' en general Ie repere propre d 'un fluide thermodynamique cha~ 

ge est different du repere principal, sauf dans Ie cas d 'un fluide pur OU 

pour lequel f = s/l et on peut faire une rotation du 3-plan espace de 

maniere a amener 

de la matrice ( fl"."~ ~J"I. 

v., sur W ..• s. sont alorslesvaleurs propres 
1 1 1 

§ I. LE FLUIDE THERMODYNAMIQUE 

4. Le fluide parfait et les variables thermodynamiques. 

lJ..e tenseur d'impulsion-energie d 'un fluide parfait non conducteur de 

chaleur est 

(3.1) 

II est clair que u' est vecteur propre oriente· dans Ie temps et f la 

valeur propre correspondante de (T,,_). Tout repere propre de ce fluide 

coincide avec un repere principal qui est indetermine a cause de la va-

leur propre triple ~p. 

En vue de I 'etude energetique, on decompose la densite propre " en 

la somme d 'une densite de matiere r et d 'une densite d 'energie vitesse 

se r E OU t est I 'energie interne specifique 

(4.2) t= r(1+f) 
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(4. 3) f 1 + £ + E. 
r 

Pham 

Dans ces formules et dans la suite, les unites physiques ont ete choi­

sies de maniE~re que la vitesse limite c soit egale a 1. Autrement, 
-2 -2 

il faudra remplacer E , p par E c , pc 

Le tenseur d'impulsion-energie d 'un fluide parfait non conducteur 

de la chaleur prend alors la forme 

(4.4) 

Du point de vue thermodynamique, la temperature propre e et 

I' entropie specifique propre S peuvent ~tre definis comme en 

hydrodinamique classique par la relation 

(4. 5) adS d£ + pdt' 

ou t t ~ est Ie volume specifique. En tenant compte de (4.3), et en 
r 

prenant f, s, p comme variables thermodynamiques (non independantes) 

on peut ecrire (4.5) sous la forme equivalente 

(4.6) r9dS rdf dp 

Ces relations expriment qu'il existe Iparmi les variables r, 9, f, S, p, 

seulement deux variables independantes pour lesquelles on choisira 

souvent f et S ou S et p. 
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Si on prend f et S comme variables independantes et si l'on se 

donne p en fonction de f et S, la relation (4.6) entraine 

I' = ~p 
" 1f 

r9 

La premiere relation definit l'equation d'etat du fluide sous la forme 

r r (f, S) 

et la seconde relation definit la temperature. 

Des conditions de conservation appliquees au tenseur d'impulsion-e­

nergie (4.4) on tire l'equation de continuite et Ie systeme differentiel 

aux lignes de courant 

(4.7) V. (rfu') - u"1,p 0 

(4.8) 

Tenant compte de (4. 6) on peut ecrire l'equation de continuite sous la 

forme 

(4. 7)) 

d' ou l'on deduit 

Theoreme - Pour un fluide parfait, il est equivalent de dire qu'il y a 

conservation de la matiere ou que I' entropie est constante Ie long des 

lignes de courant. 



- 13 -

Pham 

un fluide tel que ud,S = 0 est dit adiabatique. 

De m~me tenant compte de I 'equation thermodynamique, Ie systeme 

differentiel aux lignes de courant s 'ecrit avec les variables f, S 

(4.8') 

On en deduit 

TMoreme - Si Ie mouvement du fluide est isentropique (S const. ) 

Ie systeme differentiel aux lignes de courant se reduit a 

(4. 9) 

NOliS montrerons que pour un tel fluide isentropique, il existe un 

principe extremal pour les lignes de courant 

5. Le fluide visqueux. 

Pour caracteriser la deformation locale du fluide, nous introduisons 

Ia derivee de Lie du tenseur metrique g suivant Ie vecteur vitesse u 

nitaire 

et nous posons 

(5. 1) 
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ou rli~ est Ie projecteu[' d 'espace. 

Les lois contraintes-deformations sont supposees lineaires, si Ie 

milieu est isotrope, les phenomenes de viscosite sont decrits par Ie 

tenseur 

(5.2) 

011 

(5.3) 

(5.3') 

Le tenseur d'impulsion-energie du fluide visqueux homogene est 

alors donne par 

(5.4) 

Cette expression est utilisee par C. Eckart, G. Pichon. A. Lichnerowicz 

proposirlt une autre expression de ~III' 011 intervient dans Ia definition 

de Ia viscosite Ie vecteur C" = fu" . Le tenseur d'impulsion-energie 

devient alors 
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avec 

V designant la derivee covariante dans la metrique g = f2 g, 

6, Le fluide conducteur de chaleur, 

On tient compte des echanges thermiques par conduction, Celle-ci 

est definie par un vecteur qO( orthogonal au vecteur uOl, C'est l'ex­

pression de qG(' sa presence dans Ie tenseur d'impulsion-energie 

qui caracterise les points de vue, 

Eckart a choisi Ie tenseur: 

(9,1) 

Les equations qui regissent I'evolution du fluide sont donnees par les 

conditions de conservation du tenseur d'impulsion-energie, la conserva 

tion du courant de matiere, l'equation de definition de qC(: 

'if« (ruG) 0 

(9,2) 

et une equation thermodynamique, 
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L'auteur a propose en 1954 Ie tenseur d'impulsion-energie 

(9. 3) 

ou I 'on a neglige la viscosite ~ q« est dMini par 

(9.4) 

Les equations du mouvement sont constituees par les conditions de c0E. 

servation Vc( Till' "0 et I 'equation thermodynamique est remplacee par 

I 'equation de conduction qui generalise celle de Fourier 

(9. 5) 

C est la chaleur specifique a volum constant et ( la chaleur de dila­

tation du fluide. P.ichon a repris ce modele en ajoutant Ie terme de vi­

scosite 811/, . 
Pour Landau et Lifchitz, Ie tenseur d'impulsion-energie d'un flui-

de conducteur de chaleur est identique a celui d 'un fluide parfait, Ie 

vecteur conrant de chaleur qlll apporte sa contribution a travers 1 'equ~ 

tion de conservation d 'un certain vecteur POI . 11 pose 

(9. 6) 

(9.7) 
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Les equations du mouvement sont donnees par 

VIII pOi 0 

auxquelles ont ajoute l'equation de definition de qlll: 

(9. 8) 
2 • • l+G 

q. = -ore (g" - u,.u )I,( -9- ) 

01' G est la tiDnction de Gibbs definie par 

(9. 10) G = E + .£. - 9 s. 
r 

Ces modeles se justitlent par des considerations physiques et cine­

tiques et ont tops Ie merite de se reduire a la limite a la description 

classique non relativiste. L'etude du probleme de Cauchy montre que les 

les systemes d 'equations auxquels ils donnent lieu, sont mixtes et com 

portent une partie parabolique provenant soit de la viscosite, soit de la 

definition du vecteur courant de chaleur qO(. Ce qui conduit a une vi­

tesse de propagation infinie. 

Pour lever la difficulte provenant de qllL' Cattaneo et Vernotte 

ont suggere de modifier I 'hypothese de Fourier par un terme de Relax~ 

tion. Kranys a fait la traduction de cette hypothese en relativi8i~ 

(9. 11) 
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C e vecteur qat n I est alors plus orthogonal a u at. Adoptant Ie point 

de vue de Landau- Llfchitz et celui de Cattaneo-Vernotte-Kranys, 

Mahjoreb a propose une nouvelle theorie cette annee. 
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~). LE CHAMP ELECTROl\TAGNETIOUE 

10. Representation du champ electromagnetique. 

S'il existe un champ electromagnetique, Ie fluide est soumis a des 

inductions electromagnetiques qu 'on peut decrire a I' aide de deux 

formes: la 2-forme champ electrique-induction magnetique H et la 

2-forme induction electrique-champ magnetique G. On note In, IG 

leurs formes duales au sens de l'element de volume riemannien ~ de 

l'espace- champ. On a en composantes 

(10. 1) 

(10.2) 

On appelle vecteurs champs et inductions eleclriques et magnetiques 

les vecteurs definis par les 1-formes 

(10.3) e = i H 
u 

diG 
u 

h i (. G) 
u 

b i (lH) 
u 

ou i 
u 

est Ie produit interieur par Ie vecteur vitesse unitaire u. En 

composantes, on a 

(10.4) e 

Ces vecteurs sont orthogonaux a u"'. 

Inversement, H, G, *II, *G s'expriment en fonction de e,d,h,b 
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par les formules 

(10. 5) H uAe-.(uAb) G (uAd) - '(UAh) 

(10.6) • H u" b + ~u A e) 

Dans les deux dernieres relations Ie signe + provient du fait que sur 

une vari~t~ riemannienne I 'op~rateur * satisfait a larelation .. 2 

= Eg (-l)P (n-p) oil n = dim V ,p = degre de la forme et £g Ie 

signe du det. g. On en cteduit les relations suivantes qui donnent lascorn 

composantes 

En theorie electromagn~tique de Maxwell, les inductions d~pendent 

lineairement des cilamps. Dans Ie cas isotrope oil Ie fluide a une per­

mitivit~ dielectrique 1 et une permeabilite magn~tique ", on a 

(1 0.7) d =1 e b =}'-h 

Les deux relations (10.5) donnent alors 

(10.8) G 
1 ~,,-1 

uAi H H +--

'" ,,- u 
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soit en composantes 

(10.8') 

qu 'on peut mettre sous Ia forme 

(10.9) 

ou 

L'induction electromagnetique H, G satisfait aux equations de 

Maxwell 

(10.10) dH a 

(10. 11) ~ G J 

ou ~ est Ia codifferentielle, June I-forme dont Ie vecteur asso­

cie dHinit Ie courant electrique. L'equation (10.10) signifie que Ia 

2-forme H est Iocalement exacte i. e. qu'il existe Iocalement une 

I-forme + telle que H = d +. + s 'appelle Ie potentiel vecteur eIec­

tromagnetique, (10.11) donne en remarquant que ~ 2 = a 

(10.12) ~ J a 
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equation qui exprime la conservation du courant electrique. 

En composantes, les equations (10.10), (10.11), (10.12) s'ecri-

vent 

On decompose Ie courant electrique J en un courant de convec­

tion colineaire a u et un courant de conduction r orthogonal a u. 

r peut Nre ctefini par l'hypotMse d 'Ohm r =, e ou ~ est la conduc 

tivite electrique du fluide. On a alors 

(10.13) 

t s'appelle la densite de charge. 

11. Le tenseur d 'energie electromagnetique. 

A partir de HGI~' Gill, on construit Ie tenseur d'impulsion-energie 

electromagnetique 'ru~ dont la divergence donne la densite de force e­

lectromagnetique agissant sur Ie fluide. En generalisant un resultat con 

nu dans Ie cas non inductif ), =". = 1, on obtient Ie tenseur donne par 

Minkowski 
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(11. 1) 

Pour interpreter ce tenseur, on va 1 'exprimer a 1 'aide des vec-

teurs e, d, h, b: 

On obtient 

ou 

(11. 3) 

Pet. est Ie vecteur de Poynting et Q" = ~~PCI . Sur (11. 2) on voit Ia 

signification de chaque groupe de termes. 

'r~~ n 'est pas symetrique. On peut prendre 1 'expression proposee 

par Abraham 

(11. 4) 't'cl~ 

On peut penser a Ie symetriser [ 1, mais Ies raisons physiques 

sont obscures. 
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Nous conservons l'expression (11.1). En prenant la divergence 

de ce tenseur, nous avons 

(11. 5) 

Or les equations de Maxwell du {r groupe s 'ecrivent encore 

Par multiplication contractee avec Clll' , il vient 

En portant dans (11. 4), on a alors en tenant compte de la definition 

de J 

(11. 5') 

On peut transformer la parenthese en utilisant les equations de liai­

son ce qui donne finalement 

(11. 6) 

011 
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La signification du groupe J'H" est claire. Le tenseur supple'men-

taire (~f-1)V~u' Pf est nul si ).~= 1 oft P_ = 0, c'est-a.-dire 

si 1".~ ess symltrique. II est encore nul si uCl est un champ a. 

d'riv'e covariante nulle. Le terme suppltmentaire }- (e~ et'),l+ 

+ h.h' ~~ .... ) correspond aux phenomenes de magnetostriction et d 'e­

lectrostriction. En fait k,rdependent des variables d'etat. 

I 
12. Cas ou 'rill, defini par (11.1) est symetrique. 

Le tenseur -r., n'est pas symetrique en general. Son antisymetri­

se est (1", -1) (UGI p~ + u, POI ). Comme Uti et Pel sont orthogo -

naux, I 'ant)'symetrise est nul i. e. que 'r_, est symetrique si: 

1. - ~~= 1, cas non inductif 

, I 
2. - p. = 0, ce qui est verifi' soit que e. = 0 soit que hot = O. 

Dans Ie cas non inductif, on prend 1. = JA-= 1 , alors HC(~ = GcI.~ = 

F«~ . Le tenseur d'energie electromagnetique s'ecrit 

(12.1) 

et 

(12.2) 

Le cas e .. =O correspond a. celui de la magnetohydrodynamique ou 
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fluides de conductivite rt = ()(). Comme Ie courant electrique doit Nre 

borne ~ e < IJO, on a necessairement e = 0 . Le tenseur d'impulsion­

energie electromagnetique s'ecrit alors 

Le cas h. = 0 conduit a 

11 convient pour la description d 'un electron considere comme une 

boule continue. 

Dans chacun de ces cas, Ie tenseur d'impulsion-energie du fluide 

s'obtient a ajoutant 't'0(~ a l'expression deja connue. On obtient un 

tenseur d'impulsion-energie du fluide qui est symetrique, par suite on 

peut ecrir les equations d 'Einstein. 

13. Le fluide parfait charge sans inductions. 

On a dans ce cas Ie tenseur d'impulsion-energie total 

(13.1) 

ou 

Les equations du mouvement sont donnees par les conditions de 
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conservation 

(13. 2) 

I 'equation thermodynamique 

(13. 3) r 9 d S rdf - dp 

et les equations de Maxwell 

(13.4) o 

(13. 5) 

Ou supposons la conductivite i = 0, de sorte que J' = 1 u ~ et 

(13. 6) 

En prenant f, S comme variables thermodynamiques, les condi­

tions de conservation (13. 2) donnent I 'equation de continuite et Ie 

systeme differentiel aux lignes de courant 

(13.7) 

(13.8) 


