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L'ANNEAU DE CHOW D'UNE VARIETE ALGEBRIQUE
par

I. Bucur (Universita di Bucarest)

Introduction. Le probléme centrale de la théorie des classes caractéri-
stiques peut etrepresenté, en utilisant le laongage de 1la théorie des
cathéorie et foncteurs de la maniére suivante :

Soient C1 s C2 deux categories et F1 5 F2 : Cl——> C2 deux
foncteurs contravariants . Determiner tous les morphismes fonctionnels

de F1 en F2.

Rappellons qu'on a donné un morphisme fonctoriel if: Fl——>F2
de F1 en F2 si 1'on a donné pour chaque A¢€ 06 (Cl) un morphisme
f(A) : F‘l(A).._)Fz(A) de la catégorie C2 tel que la condition suivante

soit remplie :

A -—l) B étant un morphisme dans C1 , le diagramme suivante

est commutatif :

b”l(A)
Fl(A) — FZ(A)

t

F,(u) F,(u)

( F
F/(B) — 5 F,(B)
B
(B
Si par hasard C2 = Ens et F1 = hA’ ou on a designé par

h, le foncteur contravariant h Cl--)Ens défini par h,(X) =

A A
= Hom ¢ 1 (X,A), alors il est facile a démontrer que l'ensemble des
morphismes fonctoriel de hA dans F2 est en correspondance bijective

avec l'ensemble FZ(A) . Dans 1le cas topologique (ou differentiel) les

categories Cl’ C, et le foncteurs F1 , F_ sont definis comme suit :

2 2

C1 est une catégorie raisonnable d'espace topologiques (par

exemple les polyédres finis) les morphismes d'un tel espace X dans un autre

Y étant 1'énsemble des classes d'homotopie d'applications continues de-
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finies sur X & valeurs dans Y.
C 2 est la categoriedes monoides commutatifs avec des éléments
unité, les morphismes etant les homomorphismes de monoides,
F1 sera le foncteur qui associe a chaque espace X 1'énsemble
FI(X) de tous les fibrés vectoriels (re’els on complexes suivant le cas)
de n'importe quel rang et dont la base est X . Bien - entendu on identi-
fie deux espaces fibrés s'ils sont isomorphes. La somme de Whitney®
permet de munir FI(X) d'une structure de monoide, Si f: X —>Y
est une application continue alors Fl(f) (f= la classe d'homotopie def)
sera deduit de l'application qui associe & chaque espace fibré vectoriel
g de base Y l'espace fibré vectoriel f_l(f) 1'image inverse de
Epar £ .
F2(X) est le foncteur contravariant qui associe & chaque espace
topologique X 1le monoide multiplicatif des éléments de la forme

i
+a +ta_+... , . eH
1+a +a, a, e H (X)

la multiplication étant celle de 1'anneau de cohomologie.

> 3]
i : +b. +b +...)=1+ +
Si f: X—sY , alors Foy (F) (L+b +b+...)=1 ]C(bl)

c Py

Dans ce cas, un morphisme fonctoriel w :Fl——>F2 est

donné si 1l'on se donne pour chaque espace X de la categorie Cl

un homomorphisme de monoides

(1) Wi F (X) —> F,x)

tel que pour chaque application continue f: X -—>Y le diagramme

suivant est commutatif
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W
F (% _ > Fo(x)

@) F,(j) Fo(})

Fi(y) = F,y)

U
y

Mais 1le fait que W est un homomorphisme de monoides signifie que

nous avons la relation :

W (§em) =W ()W ()
qui n'est pas autre chose que la condition de dualité .
La commutativité du diagramme (2) nous dit que si lZ est un

espace vectoriel sur y alors on a:
-1  J
W (f = f (W
L) (W (o) )
c'est - & dire la condition de fonctionalité .

A

Nous sommes intéresés & instituer une théorie des classes
caracteristiques pour les cas de varietés algebriques sur un corps quel-
conque ., I1 faut donc avoir tout d'abord les catégories Cl’ C2 et les fon-
cteur Fl,F dans ce cas . En ce qui concerne les catégories C 1 C2 et

le foncteur 131 il n'existe pas des problemes serieux . En effet:

C, scra une catégorie algebriques , satisfaisant & certaines con-
ditions de regularite/s, les morphismes etant des morphismes reguliers
partout definis .

C_ sera la catégorie des monoides commutatifs & element unité

F sera le foncteur qui associe a chaque varieté algebrique X

1
1'ensemble des classes d'espaces fibrés vectoriels de n'importe quel
rang dont la base est X .

I1 nous reste & definir F2 , en fait & definir 1'anneau de coho-

mologie d'une varieté algebrique quelconque . Les travaux recents, liés
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en special avec le théoreme de Riemann-Roch ont indiqué deux candidats

raisonablespour F_ : 1l'anneaux de cohomologie etale au sens de Gro-

thendick et l'armezeau de Chow d'une varieté algébrique . Je me propose
de donner la construction de l'anneau de Chow (sous la forme de Gro-
thendick) d'une variété algebrique. Cette construction s'inspire de la
théorie des foncteurscohomologiques generalisés exposée par Monsieur
Eckmann . Elle utilise les éléments de la theorie de groupe de
Gorthendick d'une catégorie abelienne que nous exposerons tout-de sui-
te . L'anneau de Chow une fois construit, la definition des classes cara-

cteristiques (les classes de Chern) est tout-a -fait semblable avec le

cas complexe sous la forme qui a été indiqué par Monsieur Van de Ven,

1. Elements de K-théorie pour les catégories abeliennes.

Soit C wune catégorie abelienne et soit D une sous-catégo-
rie pleine de C . On dit qu'une fonction f: Ofv D —>» G dans un

groupe abelien G est additive si pour toute suite exacte de C
g ~» E' — 5 E—> B"—3» 0

telles que E!', E"  E GOKD on a

£y = £EY) + £ (®E).

’

Soit f un fonction additive de D dans un groupe abe-

lien G Les proprietés suivantes sont des consequences faciles de

<'>c) /(0)=o

A) ]f(X) =f(¥Y) si X et Y sont isomorphes .

la definition:
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7) faxewn - fo+fw

Y) Soit E = (El, dl) un complexe fini de D tel que les
objets B L =Imd, Z =ker d', H' -=2z'/H sont dams D.

Alors on a 2, (-l)if(Ei) -2 (-l)iJ[(Hi(E) ).
i i
&) Si Fe 0‘ D a wune filtration finie

0 =F <F <,,.<F =F
o 1 n

et si 1'on suppose que pour o<i< n F et F/F e%(D)
- i iF,
n i-1
F
alors £ (F) =Zf( iy )
i=1 i-1

Sp) Si D est stable par les sommes directes infinies

alors ][ =0,

Pour demontrer J’ ) on utilise les suites exactes
. . i+
0—>zi —>» g —s a1 5 o
0 —> fl—> z' —» H(E)—> 0©

Demonstration de € ) se fait par récurrence sur n en utili-
sant la suite exacte

0o —> Fn—->F—>F/F—>-0

1 n-1

Pour demontrer 50) soiet E € 04D e F =@ E . E sE ,
+
ne Z .
Alors E@ F~F et an appliquant 2’) on a f(F)=
= £(F) +#(E) donc F(E)=o0.
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Si 1'on consideére pour tout groupe abelien G le groupe abelien
AD(G) des fonctions additives de D dans G , on obtient de maniére
évidente un foncteur covariant AD tA b —> Ab . Lefoncteur AD
est representable, Un couple de représentation (KD(C) , @ ) peut etre

obtenu. de la maniére suivante,

Designant par L le groupe abelien libre endendré par les objets de
D, soit R le sous-groupe de L engendré par les éléments de la

forme E- E!' - E" pour chaque suite exacte
Q = E!' =% E —> E! cum 0

de C. (E', E, E"g(%_v) . On pose K (C) = L/

posant les @PPlications cannoniques :

R et y s'obtient en com-

MD —> L —>» L/R

Le groupe KD(C) s'appelle le groupe de Grothendick de la
sous- categorie D, Il en r esulte donc que 50 est une fonction
additive de D 3 valeurs dans KD(C) et chaque fonction additive de

D se factorise de maniére unique & travers 50

04 o
@) 4

K (C) —> G

Quand il n'y aura aucun danger de confusion on peut abreger

la notation KD(C) = K(D) .

Exemple . Soit C la catégorie des espace vectoriels sur un corps

k de dimensions finies ., Alors K(C) =2 .
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2. Eléments de la K-théorie pour les catégorie triangulées .

Soient C wune catégorie additive et T: C —>» C un automor-

phisme adilitif de C . Une suite de la forme .

X2>y Lo 727 (X)
sera appellée un triangle de la categorie C et sera designée par
(X,Y,Z2, u, v, w). Deux .triangles de C etant donnés (X,Y,Z,u,v,w),
(X', Yy, 2", u',v',w') , un morphisme du prémiter riangle dans le
second sera p;ar definition wun un triple de morphismes
X ——L‘PX', Y -__g__> Y'! , Z_—h_.) Z' tel que le diagramme sui-

vant soit commutatif

X —2s v—Y35 2z 1(X)

f g h T(f)l

X' V' ——> Z'— T(X")

u' v! w!

On appelle catégorie triangulée une catégorie additive muniC
d'un automorphisme additi'f T et d'une fammille de triangles qu'on
appelle la famille des triangles distingués tel que les axiomes suivants
soient verifiés :

a) Tout triangle isomorphe & un triangle distingué est distingué .
Tout morphisme u: X —>» Y est contenu_dans un triangle
distingué (X', Y, Z, u,v,w) . Le triangle (X, X,0, IX‘O, 0) est distingué

b) (X,Y, Z, u,v, w) distingué 4= (Y, Z, T (X), v,w. - T(u'") est

distingué .
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c) Si (X,Y, Z, u, v, w), (X', Y', Z',u',v',w') sont deux trian-
gles distingués et f: X —»X' , g: Y—>Y' sont tels que le

diagramme

X — 5y

Sy

X' e—y Y!
ul

est commutatif alors il existe un morphisme h: Z —3% Z' tel
que (f,g,h) est un morphisme de triangle.

Un triangle distingué sera designé d'habitude par

Z
W/\V
X —%Y

u

§ 3. Exemple de catégorie triangulée : la catégorie derivée d'une

catégorie abelienne.

Soit A une catégorie abelienne et C(A) la catégorie definie

de la maniére suivante :
i+l i

Oficiay) =jx' =, a,) | X<Obin), @' ay o

Hom c(a) (X,.Y') ={c1asses d'homotopie des morphismes de ¥’

dans Y

Un feHomc(A)(X;Yj sera appellé un quasi-isomorphisme si Hn(f)
est un isomorphisme pour chaque n € 2 .
Si 1'on ajoute formellement pour chaque quasi-isomorphisme

f: X'——-) Y un fleche Y' — X’ R 1'inverse de f, on obtient
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une nouvelle catégorie additive designée par D(A) et qui s'appelle
la catégorie derivée de A .

La catégorie D(A) sera munie d'une structure de catégorie
triangulée et presente pour nous un interet defisif,

Pour avoir une structure de catégorie triangulé on commence

par definir 1l'automorphisme additif T : D(A) — D(A) . Cet auto-

morphisme applique 1le complexe X* = (Xl, d1 ) dans le complexe
b'e
T(X") od
T®) T Xy
i
i i+1
d o, =d .
T(X") X

Les triangles distingués seront les triangles isomorphes dans

le sens de la catégorie derivée & destriangles de la forme suivante

S | . P . R
o x* = (x', dl zv= (2", d v* - xlev, d
(X, dy . (z', d') X'@Y, d,.)
i
I=(i ), P=(p .), R=(p . d i,
+ 1
x z' oy )
i, 1 X—X &2z, p Xz —»z'
X z
P,i
Xl — Xl Q Z1 —l——' Zl
i
. 1
i 1 Z i
d d
X Y dz
i+1 pxi+1 i+1 i+1 i+1
X ==X 0z —7Z
i_ i+l
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Il est important pour nous de considerer une sous-catégorie de D(A)

qui sera designé par Db(A) et qui est engendrée par les complexes
de D(A) a cohomologie bornée, La sous-catégorie Db(A) a une structu-
re naturele de catégorie triangulée : en effet Db(A) est stable par T
et les triangles distingués dans la categorie Db(A) seront les triangles

qui sont destingués dans la catégorie D(A)

4, Groupe de Grothendick d'une catégorie triangulée ,

Soit C une catégorie triangulée et G ua groupe abelien . On
dit qu'une fonction f de C dans G est additive si pour tout

triangle distingué

Z
w/ '\v
X —sY

u
on a f(X)+ f(Z) =1(Y) .

Etant donnée une fonction additive f, les relations suivantes

sont des consequences immédiates de la definition :
a) f(0) =0
by  H(T(X) ) = - £(X)
c) f(X) = £f(Y) si X et Y sont isomorphes .
d) (X @ Y) = 1(X) + f(Y) .

En effet les triangles suivantes sont distingués :
0 T(X) 0 T(Y)
X e——p X X —»0 X —3 Y Xy —» X
X u
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(u isomorphisme) .

Comme dans le cas des catégories abeliennes, on obtient de
la maniere evidente un foncteur A : Ab —=m3gp Ab qui associe & cha-
que groupe abelien G 1le groupe abelien A(G) des fonctions additives
sur C 2 valeurs dans G, Ce foncteur est representable et il est
facile de construire un couple de representation (K(C), CLC) - En
effet on considere tout d'abord le groupe abélien libre Z(U‘C(C))
endendré par les objets de C et puis le sous-groupe R engen-
dré par les éléments de la forme X-Y-Z, ot

X
4
Y —>» X
est un triangle distingué ., Le groupe quotient ZOG(C)/R sera K(C)
et CQ'C s'obtient en composant les deux applications canoniques :

o © —52 %O ko

5. Proprietées fonctorieles.

Etant donnée deux catégories triangulées C, C' soit
F: C—C un foncteur exact de C dans C', c'est-a-dire un
foncteur additif, "gradué" et transformant les triangles distingués en
triangles distingués . Designons comme plus haut par A, A': Ab—>Ab
les foncteurs associés aux catégories C et C!, 11 en resulte un
morphisme fonctoriel A' ——=3» A de composition avec F donc un
homomorphisme K(F): K(C) —> K(C') unique tel que le diagram-

me
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08 —y (Y

Cec l lcec '

K(C) K(C")

K(F)

soit commutatif,

I en resulte que si les foncteurs F, F1 : C —=C'" sont
isomorphes alors K(F) =K(F1) . En particulier si le foncteur F
est une equivalence de catégories,alors K(F) est un isomorphisme

Si C" est une troisiéme catégorie triangulée et
F: C ¢ C' ——» C" un bifoncteur exact en chaque variable , alors il
est claire qu'il en resulte une application bilineaire K(F) : K(C) X K(C")

—_> K(C") tel que la relation suivante soit vraie ;
K(F) (eB (). hux) =&, (F(X,X1)

6. Comparaison avec le cas des catégorie_s; Soit A un catégo-

ne abelienne et K(A) le groupe de Grothenaieck associé . D'autre
part soit Db(A) la sous-categone pleine de D(A) engendrée par les
complexes bornés de D(A) . On peut former aussi le groupe de

Grothendieck de cette categone triangulée K(Db(A)) . I1 est facile a

indiquer un homomorphisme

r b
K(A) —> K(D (A))
En effet on peut considerer le diagramme

ot (a)
NN

K(A) k(0°(a))
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/
ou le fonction f est definie de la maniére suivant : X etant

un objet de A on peut lui associer le complexe X ® dont toutes les
composantes sont nulles sauf la dimension gzepro qui est egale

a X, Alors on peut poser f(X) = c(’, b (X$ ., I est une fonction
D (A)
additive et donc se facorise par cf, . On obtient donc

b A
p:K@A) —» K(D'A) .

L'homomorphisme rx,est en fait un isomorphisme ., En effet
il est facile a construire un inverse de w en considerant la
fonction additive g: “(Db(A))—)K(A) qui as§ocie 3 chaque complexe
X *de D°(A) ltelement g(Xj= 2 (-1 ckA(H‘(x')) .

L'interet principal de considerer la catégorie derivée D(A) (oula
catégorie Db(A) ) d'une catégorie abelienne A consiste dans le fait
suivant :

Les foncteurs qu'on etudie d'habitude d'une catégorie abelienne A
dans une autre B ,ne sont pas en general des foncteurs exactes. 11 est
donc dificil & comparer les groupes de Grothendieck K(A), K(B)
ma l'aide de ces foncteurs . Par contre 1l'expeérience nous montre
que si 1'on considére les foncteurs gur les catégories derivées core-
spondantes , alors la tendence generale est que les foncteurs ainsi

obtenus devienent des foncteurs exactes,

Premier exemple, Soit (X, ®) un espace annelé et A la catégorie

abelienne des faisceaux sur X qui sont des {6-modules 3' et 9
alors on peut definir les faisceau produit tensoriel 9'069 . Le faisceau
?96'3 ainsi obtenue 'est un G‘module. Si 1'on fixe par exemple 9:,

on obtient un foncteur covariant de A dans A

Y —r ';905
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qui est bien entendue loin d'dtre exact, bien qu'il est exact & droite.

On peut coriger ce fait en regardant le foncteur produit tensoriel dans
la catégorie derivée de A |, Pour cela, nous dirons tout d'abord que
le faisceau ? de O-modules est plat si quelque soit le suite exacte

de @-modules :

6 —m A — B—sE—0
la suite obtenue par tensorisation avec ? reste encore exacte :

—> A8, 85— Bg Prla Pro

Par exemple @m est plat. Une somme directe de faisceaux plats est

un faisceau plat.

Soit U un ouvert de l'espace X et considérons le faisceau

de @-modules G)u obtenue en prolongeaut par zero le faisceau
6v en dehors U, C'est clair que Gv est un faisceau plat.

Proposition. Chaque faisceau A de G-modules est le quotient d'un
faisceau plat.

Demontration . Soit x ¢ X, ax € Ax , U une voisinage de x

v
= Gu et 1'homomor-

et a, GF(U, A) tel que o,‘;(x) =x . Pour chaque triple (x, ax, a )
de cette forme considerons le laisceau g
x,a ,a

. . X . . .
phisme de faisceaux ? : —3 A v qui envoie 1l'unité
X,a_,a., X,a .2

de ® en a (y) pour chaque yeU . Soient ?=6 ©
y v X,a,a

et ‘f P — A , P = Q(fx,ax’av . P est plat et ¢ est un

epimorphisme .
En utilisant cette proposition il est facile & etablir la propo-

sition suivante
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Si .22 est un complexe de faisceaux borné a droite, il existe
un complexe U’ dont tous les composantes sont plats et un quasi-
isomorphisme V' e— 5 x‘. Nous sommes maintenant en mesure de
definir 1le produit tensoriel dans la catégorie derivée des faisceaux
de -modules,

Soient ,x. et 3.deux complexes bornés a droite des faisceaux
de ®-modules et u‘—""x' un quasi-isomorphisme, ayant tous les
composantes plats. Dans ce cas le complexe U.'Qb‘g' ne depend pas-a
un isomorphisme prés dans 1le sens de la catégorie derivée D(A) —
de u‘ . L'un de ces complexes sera designé par x'@@y. et sera
appellé 1le produit tensoriel au sens de la catégorie derivée des

complexes x et 3

On peut montrer qu'on obtient de cette facon un bifoncteur

D(A) x D(A) ——— D~ (A)

qui est exact (au sens de la théorie des catégories triangulées) en

chaque variable, En particuliéer on a les formuls
X4 = 7% X
. L~ L ey L .
X 90(3 Q@Z)::' (I e, }) ®,7

I%@ =

On pose par definition :

i < o, T
Torb( x)g, ) Hi( x@@})

/
Deuxieme exemple., Soient (X ,(9’) , (X, @ ) deux espaces annelés

et f : (X,' (ol)--):(X, @) un morphisme du premidr espace dans le seconde.

I1 resulte alors deux foncteurs exacts
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R‘.* :DYAy—> DY (a)
R{* DY (A) —> DY (A

deduits des foncteurs "images directe" resp."image inverse",

7. Definition de 1'anneau de Chow d'une variété algebrique pro-

jective et sans singularités ,

Soit (X, 0 ) une varieté algébrique projective et sans singulari-
tés et S la catégorie abelienne des faisceaux coherents sur X ., On
pose par definition K(X) = K(S) = K(Db(S) ). Si .x., gr.sont deux com-
plexes finis de  faisceaux cohérents alors x'é}a}' est isomorphe
4 un complexe borné dont toutes leS composantes sont des faisceaux cohé-

rents. On obtient donc un bifoncteur

b b b
D(S)y x D (S) ————> D (5)
. . ‘-L-

(X F7) e X @
qui est exact en chaque variable. Il en resulte compte tenue des
resultats generaux que nous avons exposés qu'on peut introduit sur
K(X) une lois de composition commutative, associative et a element
unité, En fait K(X) devient un anneau, l'anneau de Chow non-gradué de

la varieté algébrique X,

Si 4 : X =Y est un morphisme regulidr, en utilisant
A

Rf on peut lui associer un homomorphisme d'anneaux
ft: K(Y) —» K(X)
Si en plus f est propre on peut definir en partant de
Rf 1'homomorphisme de groupes :

*
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f, KX —sKY).

Ces deux homomorphismes sont 1liés par le "formule de pro-

jection " :

f, v (X)) =1, (v) x x €K(Y),y e (K(X) .

8 . Filtration de K(X) . On peut introduire une filtration sur

K(X) par les formuies :

KX), = {§€ K(X)/V Y fermé JXeD"(s) ,

el Db(s)x =§’codim y(YnSupp ) > i

L'anneau gradué -associé s'appelle l'anneau de Chow gradué de

la varieté X.



