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DELIONSTRATION ALGEBRIQUE DU THEQREME
DE
RIEMANN~ROCH

Lection 1.
INTRODUCTION,

I1 y a trois points de vue, trois manidres de formuler et de
démontrer le Théordme de Riemann-Roch, savoir:

I- le point de vue de la Théorie des fonctions.

II- le point de vue de l'slgébre.

III~ celui de la géombtrie algébrique.

I. Dans la théorie des fonctions; le point de départ est
unc gurface de Riemann ou Riemannienne clome, Les fonctions mére~
morphes sur la Riemannienne forment un corps de fonetions K, Si Za
est une de ces fonctions, toutes les autres sont des fonftions

algébrigues de Zqe

II, Dans la théorie algébrique, le point de départ est un
corps K=k(z1,...,ar), ol k¥ est un corps de constantes arbitraire,
et ol tous les générateurs ZyseeesB, sont des fonctions algébrigues

d'un entre eux, gqui n'est pas algébrique par rapport i k.

III. Si on ajoute & Zyyesss®,, UNE coordonnée homogéne z,=1,
on obtient un point générique (zo,...,zr) d'une courbe algébrique
(dans .1'espace projectif Sr' Les points de la courbe sont les spé-
cializations du point générique. Le corps K est le corps des fonc-

tions rationelles suk la courbe:

e F(zom0)
Glen: 74

ol ¥ et G sont des formes du méme degré.

On peut passer directement de la Riemannienne & la courbe C,

Soient ZogesssB, dea fonctions méromorphes sur la Riemannienne, ot
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g0it P un point de la Riemmmnienne. Dans 1'gaiourage de ¥, les
fonctions Zo3es »%, DEUVEDY 8tre développées en séries de puissan-
ces de la variable locale t.

Si quelques-unes de ces fonctions ont un pSle & P, on multiple
toutes ces séries par ume puissance ta de sorte que les séries

a . .
% zo,...,tazr ne contiennent pas de termes négatives:

l’aZ.; E f)r.;+C¢t+d,¢t'?1....

et gque les bi ne sont pas tous zéro,
Alors, en posant t=0, on obiikent un point (bo,b1,...,br) de 1a
courbe C.

Dones: A chaque point P de la Riemannienne correspond un seul

point de la courbe C,

I1 peut se passer gqu'un point de la comrbe correspond
plusienrs points de la Riemannienne. Pour éviter cela, on

construit un mod&le C' de la courbe C gans points multiples

dans un espace Sr" Alors chaque point de C' correspond & un
gseul point de la Riemannienne,
Qu'est-ce gui correspond, dansg la théorie algébrique, aux
points P de la Riemannienne ou de la courbe C'?
Ce sont les valuskions du corps K,
Partons d'un point P de la Riemanniemne , Chaque fonction
u a un certain ordre 4 F: l'ordre est poat $if pour un zéro de la
fonction et negatif pour un pble. L'ordre est simplement le
premier exposant dans le développement de la fonction u.
Cet ordre o(u) a les propriétés suivanieds
(1) o{u) est un entier, excepté o(0)=0o
(2) o(uv) = o(u)+o(v)
(3) o(u+v) 2 Min {ou,ov)
(4) o(e)=0 ei ¢ est une constmamte 70.
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Une application o de K ayant les propriétés (1)=(4), est
appelée une valuation discréte du corps de fonctions K.
Nous avons va qu'd chaque peint P de la Riemannienne cor-

regpond une valuation o_, Aussi & chaque point P' non générique

P'
de la courbe C' correspond une valustion, définie comme suit. Soit

- F'CZG;”'J Ef?ﬂ)
Gl‘ (Zo) ten Zﬁ)

une fonction de K et soient a et b les multiplicités d'intersection

AL

des hypersurfaces I et & avec C' A P', Alors

o(u) =a-"=

a les propriétés (1)~(4). Si P! et P" sont algébriquement conjugéa
par rapport & k,les valuations correspondant & P' et 2" sont les

mémes, Dons: A chagque groupe de points conjugés par rapport 3 k

torrcspond une valuation ¢ du corpg XK.

On peut démontrer qu'on obtient ainsi toutes les valuhsions
discrétes de K.

Les veluations o , qui jouent, dans la théorie algébrique,
le méme r8le que les points de la Riemannienne ouw du moddle C!
jouent dans les autres théories,seront appelés places du corps K
et dénotés par P,Q, etec,

Pour chanue place P, les fonctions w & valeur non négatifs

forment un anneaun EP’ l'annean de la valuation, et les u & valeur

positive forment un ideal I, dans cet anneau, 1'idéal de la valuva-

¥
tion. L'annean résiduel EP/IP est un corps fini sur k, le corps

résiduel KP de la valutdion. 8i k est algébriquement fermé, on m
toujours kP=k.

Le degré f d'une place P est le degré du corps de résidus kP par
rapport & k. Si VyseonsVy forment une base de kP’ les éléments
de l% sont cyv,

j'indiquerai par le méme sjmbole des fonctions vy représentant ccs

+...+cfvf. Les vi sont des classes de régidus, mais
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classes.

Soit P une place et JT une fonction de valeur minimale posi-
tive. En divisant tous les of{u) par o¢(7Tr ), on peut supposer
o( T )=1.

Alors, si f=1, chaque fonction u peut &tre développéec cn
série de puissances formelles

=%
(1) AL = 0.37r+-r-+00 ‘+C_1«’T+‘

Si f > 1, tn a au lieu de (1)
[#]

(2) T (f’vi’“i*'“' ‘"C"f’%)"rv

Voay

Les séries (1) et (2) correspondent aux séries classiques

(3) A= c_ét'*.q- w4 CotCy g

Divigeurs. Si on ass‘gne, 4 un nombre fini de places P, dos
exposants entiers e , on obtient un diviseur

= JT 2°

Par exemple, les P peuvent &tre les zéros et p8les d'une
fonction u, chacun avec sa propre multiplicité e=o(u). Alors
D=1T p° est appelé le diviseur de u et on éerit D=(u).

Le produit de deux diviseurs est formé par 1l'addition des

T Pd»‘n' pe - '”' Pau-e

Si D-11-P , on définit D --TT-P . Une fonction u est multiple de
D » 81 on a o(u) & -e pour les places P qui entrent dans le pro-

duit , o(u) H / 0 pour les autres places,
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Le degré n(D) du diviseur D=TT“P6 est défini comme

n(D) =J, of

olr £ est le degré de T,

Le problime qui condulfy au théordme de Riemann-Roch est:
Combien de fonctions u lindairement indépendants existent, qui
sont des multiples d'un divisewr I)'1 donné? La réponse est donnée

par la formule bien connue

(D) = n(D) ~ g+i{D)+1

ot g est le genre de la courbe et i(D) 1'indice de spdcialité
du diviseur D,
Pour traduire ce probléme dans le language de la géométric

algébrigue, on représente les fonctions u comme guotients de formes

FQAo ".'“'+E./]'t
C;

et la question se réduit & l'autre: Quelle est la dimension pro-

du méme degré

Uy =

jective r= ae(D)~1 dtune série lin¥aire compliéte de groupes de
points, coupde sur la courbe C! par un systime de formes

Fo)lg +..,+Fr)»,1 dont aucune n'est nulle swr toute la courbe,
qui contient un groupe donné D?

La méthode de construction est différemte dans les trois

théories., Dans la théorie des fonctions, on commenve & construire
des intégrales Abdliennes de seconde espice j'tf'dd, 4 pbles
données, et on demande combien de ces intégrales ont des périodes
nulles., On peut vomstruire les différentielles w dz par une
méthode algébrique (voir Leetion 2), ou bien on peut construire

la partie réelle de 1'intégrale :5 = v dz comme fonction haruc~
nigue au moyen du Principe de Dirichlet (voir H.Weyl, Die Idee

der Riemannschen Fldche) ou par la méthode alternante de Schwarz
{voir Fevanlimma, Uniformisierung p.150).



