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PREFAZIONE

La Commissione Scientifica del C.LLM.E decideva di includere
fra i corsi del secondo ciclo, da tenersi alla Villa Monastero di Va-
renna nel 1957, uno dedicato alla teoria degli integrali singolari ed
ai problemi ad essa attinenti.

Tale decisione ancora una volta ha sottolineato Vutilitd e la
funzionalitd di questi corsi estivi di Matematica che, svolgendosi
sotto forma di seminari in un ambiente suggestivo, riescono a su-
scitare il pin vivo interesse su argomenti di attunalith matematica,
accumunando in un’atmosfera cordiale studiosi e ricercatori italiani
e stranieri.

Particolarmente felice ¢ stata la scelta del soggetto anzidetto,
dato che, pur trattandosi di uno dei capitoli pint utili ed importanti
dell’ Analisi matematica, poco & stato finora coltivato dai ricercatori
italiani.

Tale circostanza tanto pitt & sorprendente, in quanto & stato
proprio un italiano, F. G. TRrRicomi, che ha praticamente dato inizio
alla teoria degli integrali singolari multipli. Ed occorre anche dire
che il contributo del TricoMi & universalmente riconosciuto nelle
Memorie e nelle Monografie, pubblicate all’Estero, su questo argo-
mento.

D?altronde, un corso sulla teoria degli integrali singolari non
poteva non essere accolto col pitt vivo inferesse dagli analisti ita-
liani, dati i profondi legami esistenti fra questa teoria e quella dei
problemi al contorno per le equazioni differenziali, specialmente di
tipo ellittico, che si largamente sono stati studiati in Italia.

Le lezioni ed i seminari tenuti in quel corso, che ebbe luogo
dal 10 al 19 gingno 1957, vengono raccolti in questo volume. Esso
costituisce una rassegna di metodi e risultati, che sara indubbia-
mente di grande ausilio a quei giovani ricercatori che vorranno rivol-
gere la loro attenzione a tale suggestivo campo dell’ Analisi moderna.



v FREFAZIONE

Fra gli articoli inclusi nel presente volume occorre in primo
luogo citare quello dovuto ad A, ZYGMUND, al quale si debbono
fondamentali risultati in questo campo. Con felice sintesi vengono,
nell’articolo stesso, presentati gli essenziali e profondi contributi
recati dallo ZyeMUND e dalla Sua Scuola alla teoria degli integrali
singolari multipli.

E. MAGENES tratta ampiamente del problema regolare della de-
rivata obliqua per le equazioni differenziali ellittico-paraboliche, Tale
problema che, nel caso delle equazioni ellittiche, ha costituito un
incentivo per lo sviluppo della teoria degli integrali singolari, in-
quadrato nella pitt ampia teoria delle equazioni ellittico-paraboliche,
potra condnrre all’indagine di nuove classi di integrali singolari. I
casi considerati dal MAGENES stesso e da un Suo allievo, relativi
all’equazione parabolica del calore, gia costituiscono una conferma
di quanto si & ora affermato.

Ad interessanti questioni, che possono connettersi con quelle
cui il corso era dedicato, sono relative le due conferenze di S. FAEDO
e G. STAMPACOHIA.

Chiude il volume una Memoria dello scrivente, dedicata alle
equazioni integrali singolari su una curva del piano.

La presente raccolta sarebbe stata del tutto completa, se essa
avesse potuto includere una trattazione delle equazioni singolari in
pit variabili. E tale lacuna sarebbe stata certo colmata se avesse
potuto prendere parte al corso il Prof. S. G. Mi1HLIN, che, invitato
dagli Organizzatori, non poté esser presente a Varenna.

Occorre pero dire che la feoria delle equazioni integrali singo-
lari in pitt variabili &, allo stato attuale, ben lungi dall’essere com-
pleta. D’altra parte i risultati che di essa si conoscono trovansi
esposti in una nota Monografia dovuta allo stesso MIHLIN,

Sono certo di interpretare il pensiero dei Colleghi che hanno
collaborato al corso, esprimendo i pill vivi ringraziamenti alla Com-
missione Scientifica del C.I.LM.E ed in particolare al sno Presidente,
Prof. E. BoMpiaNi, anche per aver promosso la pubblicazione del
presente volume.

GAETANO FICHERA
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1957

Rendiconti di Matematica
(3-4), Vol. 16, pp. 363-414

Il problema della derivata obliqua regolare
per le equazioni lineari ellittico-paraboliche
del secondo ordine in m variabili ©

di ENRICO MAGENES (Genova)

n. 1 Esempi introduttivi. — Uno dei piu importanti e primi
problemi che hanno portato allo studio degli integrali singolari e delle
equazioni singolari & il cosiddetto problema della derivata obliqua
nella teoria del potenziale ordinario (v. ad es. [9a](')). Esso consi-
ste nel determinare una funzione armonica # in un campo A dello
spazio a 3 dimensioni quande sia assegnato sulla frontiera 2 di A
il valore della derivata secondo una direzione prefissata I, in gene-
rale variabile da punto a punto, ciod:
2u 1

3
. 0
(1) Aani_{ax?:O in A4; --a—z=h su 2

T

Q>

In ipotesi di opportuna regolaritd sui dati del problema, che
per ora non & il caso di precisare, quando si cerchi la soluzione
di (1) sotto la forma di potenziale di semplice strato

(2) u(m)=fqo(y)8(m,y)d0y
=z

1
B= (2 Dy @3) y Y=Yy, Yps ¥3) » S (@, Y) = — - =,
4n  xy

el s 2
xy = _E{xi_"yi}J )
=]
(*) Qnesta Memoria riproduce brevemente le lezioni svolte dall’A. mnel
20 cielo di corsi del Centro Internazionale Matematico Estivoe (CIME) tenuto a
Varenna dal 10 al 19 Giugno 1957 su « Infegrali singolari e questioni connesse ».
() I numeri fra [ ] si riferiscono alla bibliografia finale della presente
relazione.



2 ENRICO MAGENES [364]

si & condotti allo studio della derivata obliqua del potenziale (2)
ed ¢ facile, se ¢ & sufficientemente regolare, trovare per questa
derivata la formula limite :

(3) lim
x—+£ (s u?’}

ou(x)  cos(ng,ly $(£,9)
ol 2 §)+ ERR s

dove ng & 1’asse normale a 3 nel punto & rivolto verso Pinterno di
A e Dintegrale con asterisco & da intendersi quale integrale prin-
cipale alla Cauchy, cioé come

(4) lim f rp(y)w d oy,

-+l o z.E
==,

essendo X, la porzione di 2 che si proietta sul piano tangente a
2 nel punto & nel cerchio di centro & e raggio & (e > 0)(%). Il
68(£,9)
d le
non & sommabile su X (come funzione di y per ogni & fissato):

nucleo , salvo nel caso I ==n su X (problema di Neumann),

1
esso ¢ nell’intorno di & del tipo 0(5 )(J), ma tuttavia esiste il
%

limite (4).
Si arriva cosi per (1) allo studio dell’equazione integrale singolare

— €08 ne ] EE

(5) +[ ey, sé‘i;@dayzk(a tes

nell’incognita ¢ ().

Un problema analogo a (1) puo porsi (ed & da tempo noto
anche se finora assai poco studiato) per la pilt semplice delle equa-
zioni paraboliche, quella del calore

Pu  Puw Ju

(6) Buy=— 44— — =0
d &y 0 &3 0y

(%) La (3) trovasi per la prima volta rilevata esplicitamente in Tricomi [21].
(3) Indicheremo con o ¢ O i simboli di Landau; v= o (f) significherd dun-

que che

—‘ & limitato,

"I & infinitesimo e v = 0 (1) che
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Si supponga che A sia un campo delimitato da una base infe-
riore 2@ posta sul piano 3 = 0, da una base superiore 3 posta
sul piano x; =1¢,({, > 0) e da una superficie laterale 3©® avente
piano tangente non caratteristico, cio® non parallelo al piano
(@, ,@,); (per es. A potrebbe essere un cilindro retto di direttrice
Passe w3); e si cerchi una soluzione di (6) la quale soddisfi anche
alle condizioni

=0 san 22 ¢ %:k su 2®

essendo ! un asse assegnato per ogni & di 3@ e parallelo al piano
(x, ,,) e h funzione pure data su 2.

Se si cerca la soluzione nella classe dei cosidetti « potenziali
di semplice strato del calore »

als =fqo(ms(w,y)doy
2[3}

dove s(x,y) & anche qui la soluzione fondamentale di (6), ciod

0 per x; <<y
(o2 — 30)2 4 (X3 —gya)?
M @, =‘ Lo W
l dmmt per x; >y,
4dn Ty — Yg3)

si trovano (come si vedra pitt esattamente nel n. 11), se ¢ & suffi-
cientemente regolare, la formula limite analoga alla (3)

(8) lim . u(a'): _ cos (H‘E,ze) ’I‘f )n‘a,

l 2 cos? (ng ,ve)
a-+E(sn v;{_ a ¢ { £ 2(3]

e lequazione integrale analoga alla (5), dove »: & la «conormale »
in & e lintegrale con asterisco & da intendersi come

*
lim j @ () ALY ’-Qd oy
e+ a ]E

=®_xz,
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essendo X, la porzione di X®, che si proietta sul piano tangente
7y a X3 nel punto &, nella regione delimitata dalla curva @, in-
tersezione di sz con la superficie di livello della soluzione fonda-

mentale: s (&, y) = 1 (s > 0) (Y (si osservi che anche nella (4), 2,

G ; ; i A
ha lo stesso significato relativo alla soluzione fondamentale — —).

dn xy
as(&,y)

Y non & sommabile e si tratta dunque anche
£

Il nucleo

o8&,y

= , che
0t

ora di un integrale singolare; ma la singolarita di
O L Wi ol U e i

+ {¢z S _'b" 4 Ea"‘"l,‘g}
(‘53 — Y3F*
sai diverso da quella trovata nel primo esempio, e di conseguenza
diverso risulta I’integrale principale relativo. Nel n. 11 torneremo
pitt diffusamente su questo problema di derivata obliqua per equa-
zioni paraboliche e sugli integrali principali connessi.

Per ora ci & sufficiente aver segnalato questi due esempi di
problemi di derivata obliqua e le loro relazioni con la teoria degli
integrali singolari e delle equazioni integrali singolari.

Scopo precipuo delle presenti lezioni & infatti Iimpostazione
generale del problema di derivata obligua per equazioni lineari del
secondo ordine di tipo ellittico-parabolico e lo studio pitt specifico
nello spazio a un numero qualunque di dimensioni del caso cosiddetto
«regolare », con particolare rviferimento alle equazioni totalmente
ellittiche e a quelle paraboliche « del tipo del calore ».

Studieremo il problema per vie diverse, in particolare senza
far uso della teoria degli integrali e delle equazioni integrali sin-
golari, ma mettendone perd in luce le reciproche relazioni, in modo
da ottenere cosi anche risultati circa quest’ultima teoria.

risulta essere O ¢ di tipo as-

n. 2 Impostazione del problema di devivata obliqua per Vequa-
zione ellittico-parabolica del secondo ordine. Sia A un campo limitato

() La onrva Gf, se su g si introdnee nn opportuno sistema di assi (v, v,)
di origine & viene ad avere le equazioni parametriche :

vy=2¢sen P ]/lug

sen? @ _%-:_:9-:_:

o] 8

v, = — e2gen?
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e regolare dello spazio S,, a m dimensioni, tale che la sua frontiera
> sia formata da un numero finito di porzioni di ipersuperficie
regolari di classe C!'(%), X ,...,%, aventi a comune due a due
al pitt punti del loro bordo. Per ogni punto di 2 (i=1,...,71)
che non sia sul bordo di X; esiste la normale % e noi la supporremo
orientata sempre verso interno di A.

Si consideri 'operatore

o 1.m 82 m {.’1':) ].):l 6“ . .
(9) E(u) = ]ﬁ ap () s G + % by, (x) i + ¢ () u (2)

con i coefficienti ag(»), by(x) e e(x) rispettivamente di classe
02D (A+23), CV(4+X%) e V(A4 3) e si supponga che esso
sin in A -+ 3 ellittico-parabolico, ciod che la forma quadratica
LEM ang (@) 2p 1y, nelle variabili reali 1,,...,42,, sia definita o semi-
definita (positiva) per ogni @ di A |+ 2.

Vediamo come si possa impostare il problema di derivata obli-
qua per Pequazione E (u) = f seguendo le idee di un recente lavoro
di G. FicHERA [6¢].

Ricordiamo anzitutto che dicesi iperpiano caratteristico rispetto
a H(u) nel punto x un iperpiano tale che i coseni direttori della

sua normale N verificano I’equazione

1,m
2 apy (%) cos (xy, , N) cos (v, N)= 0
Ik

Indichiamo allora con 3; (i=1,...,r) 'insieme dei punti di
Z; nei quali Piperpiano tangente ¢ caratteristico rispetto a E(u);
e introduciamo poi la funzione

1,m 1m L (ar
b (J’J) = 2 bn [:.'I') — w co8 (:Th s '.'&)
n ke T

(5) Nel presente lavoro diremo che una funzione u(z) definita in un insieme
I appartiene rispettivamente alle classi L2y (p>0), ¢, ¢" (), ¢ ()
(r intero positivo), ¢"%(I) se & rispettivamente di potenza p-esima sommabile in
I, continna in I, hilderiana in I, coutinua con le derivate fino all’ordine r in
I, hélderiana con le derivate fino all'ordine » in I. Una porzione di ipersuper-
ficie regolare si dird poi di classe C" se per ogni sno punto esiste un intorno
rappresentabile parametricamente con funzioni di classe ¢\ (I).
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la quale & definita in tutti i punti di ogni 3; (i=1,...,r) che
non siano sul borde di 3; e puod per continuitd prolungarsi in
tutto 2;.

Detto infine 3" Vinsieme dei punti di 3} in cui risulta b(z)=0
poniamo

V=P 4... 430
=+ ) —3"
SO 5 __ (Zu) _I_zm)

onde 3, 3@ 33 esauriscono 2 e non hanno a due a due punti
comuni.
Il problema di derivata obliqua per 'equazione

(10) B(u)=f

& allora il seguente :

Supposto 28 non vuoto e fissati la funzione « su 2@ e lasse
! per ogni punto di 2®), determinare una soluzione u della (10)
che verifichi le condizioni al contorno :

(11) u=upu, su 3@
ou
(12) a—z-l—ocu:k su 2

dove u,, h e fsono funzioni assegnate rispettivamente su X, I®
e A. Se lasse ! & in ogni punto penetrante in 4 diremo che il
problema & « regolare »,

Naturalmente occorre, per completare l’enunciazione del pro-
blema e stabilire se esso sia « ben posto» nel senso di Hadamard,
precisare in quale classe di funzioni va cercata la soluzione e in
che senso essa verifica le condizioni (11) e (12). Ma cid dipendera
volta per volta dall’operatore e dalle ipotesi fatte sui dati del pro-
blema e non si potra pretendere una teoria abbastanza generale del
problema se non limitandosi in un primo momento alla ricerca di
una soluzione «debole» dello stesso.

E comunque interessante osservare anzitutto come nella formu-
lazione del problema rientrino i problemi di derivata obliqua fino
ad ora cousiderati della letteratura e precisamente i due casi delle
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equazioni totalmente ellittiche o, pilt semplicemente, ellitiiche (la
1m

forma X ayy (x) Ay A definita positiva per ogni # di A | 2) e delle
Rk

equazioﬁi paraboliche «del tipo del calore» (ciod della forma

1,m—1 82 U (x) 1,m—1 6“ 3“
] — X e b e : 2
Bw="3"au@ S04+ 00 2 o — 2L

dove la parte dell’operatore che non contiene derivate rispetto ad
x, ¢ totalmente ellittica rispetto a (w,,...,®,—;) per ogni wx,,).

Nel primo caso si ha 2¥ = 3; nel secondo caso XU & costi-
tuito dai punti di 2 in cui la normale # & parallela e di verso
opposto allasse a,,, mentre X® & formato dai punti nei quali la
normale n & parallela ed equiversa a «,, .

In particolare rientrano nel nostro problema i due esempi
del n. 1.

Anche mnei due casi predetti il problema & perd fino ad ora
ben lungi dall’essere compintamente trattato. Per l'equazione ellit-
tica il problema generale & stato studiato a fondo nei lavori di
A. LieNARD, G. GIRAUD, e della scuola russa di N, J. MUSHELIVILI
solo nel caso m =2 (si veda il corso parallelo svolto dal prof.
FroEErA) ma nel caso m > 2 Punico problema trattato finora &
quello «regolare » (si vedano pin avanti i nn. 3-8). Ancor meno si
conosce finora per Vequazione del tipo del calore (v. n. 11); una
trattazione esauriente e nel solo caso «regolare», & contenuta in
un lavoro di M. PaaxI [18] del quale diremo nel n. 11.

Nei numeri seguenti noi cercheremo di dare una trattazione
completa del problema «regolare» in m variabili; perverremo dap-
prima ad alcuni nuovi risultati nel caso dell’equazione generale el-
littico-parabolica ed esporremo poi nel caso ellittico e in quello pa-
rabolico «del tipo del calore» i risultati pit precisi finora noti.

n. 3 Il problema «regolare» per Uequazione ellittico-parabolica:
Jormula di Green e primi teovemi di unicitqa. Precisiamo anzitutto
ulteriormente le ipotesi sni dati del problema. Indicheremo con @
(i =1,2,3) Pinsieme di @ e dei suoi punti di accumulazione. Sup-
porremo senz’altro d’ora innanzi per semplicitd che i 3@ giano co-
stituiti da un’unica porzione di superficie regolare di classe C2,
Supporremo inoltre che I’asse I sia definito in tutti i punti & di I,
abbia ivi i coseni direttori di classe O (X)) e sia sempre pene-
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trante in A 4 3 4 3 (¢), Infine faremo su « lipotesi che sia de-
finita e continua su 3®,

Indichiamo con C(E) la classe delle funzioni u definite e con-
tinue in A 4 2 insieme alla derivata z—: se by non e identicamente

n
. .. . du gu 8% u
11 2 e insieme alle derivate — , — , ———— se «

nullo in 4 ++ i ( Pyl iy Ak
non & identicamente nullo in 4 4 3.

B noto (v. ad es. M. Picone [19]) che per ogni coppia di fun-
zioni » e v di O (H) sussiste la seguente formula di Green

(13) f[ﬂE‘*(-v}-—ﬂE(u)]dw: buvdo—+

1) x(2)

4
. du av
My gl L p
-|—f’a vog—0 ual-{— uv%lu
3)

col seguente significato dei simboli :
a) E* (v) & Poperatore aggiunto di F (u):

B* (1) :1’2”.‘ 0% (apy v) 1'2“‘ 0 (byv)
T hxf@dxr p O

+ecw

1 1,m
b) a¥= m kz‘,kam cos(xy,n) cos (xx,n)  (si osservi che al¥) = 0)

¢) 1 & Passe «coriflesso» di ! univocamente determinato insieme
ad «® , in funzione di I, dalla posizione

1.m
a) cos (xp, ,A) = 2 X ap cos (z, , n) — al cos (xy, , 1)
k

d) b¥ = b — ¥ essendo AP mnna opportuna funzione determina-
bile in funzione di ! e indipendente da wu e v (v. con precisione
ad es. [19, pag. T41 e seg.]) di cui qui interessa rilevare solo che &
funzione continua su 3,

Ci proponiamo ora di stabilive un teorema di unicita in C(E)
per il problema «regolare » come & stato precisato nel presente nu-

(¢) Ciod significa che i punti di ! sufficientemente vicini a £ nel verso po-
sitivo di I appartengono a 4 + M 32,
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mero. Premettiamo anzitutto il seguente teorema, gia di per s& no-
tevole perchd® estende alle equazioni ellittico-paraboliche un risultato
ben noto nel caso ellittico e nel caso parabolico del tipo del calore;
per risultati analoghi e per il procedimento che adopereremo si veda
la memoria [6¢] di G. FICHERA.

TEOREMA I: Se ¢ ¢(x) <0 in A+ 3, per ogni soluzione della
E(u) =0 appartenente alla classe C(E) risulta

(14) max | u (z) | = max | u () |
A+= 243

Sia p un intero positivo pari e v una fissata funzione della
classe C (E) (o pit in particolare di classe 0 (A 4 3) tale che:
(15) v=0 g I8, v<0in A4 36 4 32

La (13), scritta relativamente alla coppia di funzioni wP e v,
diviene:

fnP{E’#(v){—_pcv}dx_—_ plp—Dovur—2I"(uw)da -+
a i
—|—-jb1')'l!”d0‘+ brurdo — a’-u”g—lrio

= =2 =3
dove
1,m a2 Im 3 (b, v
B )=3 9 (@ v) 5" 0 (bn )
ik O Th 0 X R 0@y
e
1,m 3 I a n
I (u) = 2 Wk 5 T

Per le ipotesi fatte e per le (15) si ha allora

(16) fulﬁ [EF )+pev]de < |[bvurdo —fa’-’-" uP % do
A x.2) =3 )
Indichiamo con I, insieme dei punti di A 4 3 aventi da 2®
distanza < p. La (16) pud scriversi:

fuP[E,‘{ () —pevlde < — |[wP Bf(v)d o — |[purecvdx -+
4-1, 15 I,

+ Jbvuwrdo — ha'“w’—g——;}rfacz_:— u? By (v)dax +

=2 {3) 1,
av
+ [bvwrdo— [aPur —da
o
>2) >3
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Per la continuitd delle funzioni B (v),bv,a® g—z nei rispettivi

insiemi di definizione & possibile determinare una costante K indi-
pendente da u,p e g tale che:

fu!’ LB (v) + p ¢ v] d @ << K | maX uP + max u? + max up

A— 19 IQ 2(2) z'\a)

< 3 K max u?
Ip+>@)

Fissato o & possibile determinare un p, tale che per ogni p > p,
riesca, in A —I,, BEf (v)+pecv=1
e quindi:
fui’dwé?) K max uP
1+3®)

A-—IE

1 _ ; 5
Elevando ad —, passando al limite p -~ co, si ottiene, per un
]J

noto teorema di RiEsz,

max |u|<< max |u|
A-1, Toy2\2)

e quindi, al limite per ¢ -0, si ha:

max |u| < max |u|
A4-Z 2430
da cui la (14).
Si puo di qui facilmente ricavare un teorema di unicita per il
problema di derivata obliqua «regolare » :

TEOREMA II: Se ¢(@) <0 in A+ 3 e a(@) < 0in 36, ogni
Junzione we C(B) soddisfacente alle condizioni: (u) =0in 4 ,u =10

J u . .
sy 29, % +oau=0 su 3%, ¢ identicamente nulla in A | %.

Infatti se w non fosse =0 in A + X per il teorema I esiste-
rebbe un punto z, di X'® tale che

max | u (@) | = |u(x) |+ 0
a+=

10
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Se fosse u (x,) < 0 si avrebbe

3 du
214_1; (@) = u(x,) e [6_5L.=%: — o (@) u () < 05

se fosse u (zy)) > 0 si avrebbe invece

max u () =u(x,) e {a_u} = — a(z,) u (xy) > 0.
A+Z dl B=y

In ogni caso, essendo ! penetrante in 4 | 3@ 4 ¥, si avrebbe
un assurdo.

Se l'equazione & ellittica o parabolica «del tipo del calore » il
teorema di unicitd pud essere generalizzato; i risultati in proposito
sono assai noti e ci limiteremo qui a enunciarli.

TEOREMA III (si veda ad esempio [16a, pag. 8]). Se E(u) ¢ el-
littico, c¢(@) <=0 in A+ 2 e a(v)<=0 su > (si ricordi che & ora
20 = 3) senza che siano entrambe identicamente nulle, ogni funzione

w di C(E), soddisfacente alle B (u)=0 in A, gjg +au=0 suZ,

¢ identicamente nulla in A -+ 3 ; se invece risulta ¢ (@) =01in A 4 2
e a(@) =g su 2 allora w(x) é costante in A + 2.

Si osservi anche che il teorema III vale in una classe @ piu vasta
di O (#): precisamente basta che w sia di classe C(E) in ogni do-

u
minio interno di A, sia continua in 4 4 X e abbia derivatag—z in

ogui punto di 2.

TEOREMA IV. (si veda ad esempio [19, pag. T15]). Se FE(u) é
parabolico «del tipo del calore» e o(x)<<0 su X ogni funzione w
di C(H), soddisfacente alle E(u)=0 in A, u=0 su 29,
'g-:j +au=0 su Z® & identicamente nulla in A+ 2.

Anche questo teorema vale in ipotesi pilt generali per u, ana-
loghe a quelle sopra viste per il teorema IIL.

Problema aperto e interessante & la generalizzazione del teo-
rema IT in modo da ottenere un risultato c¢he comprenda fra Paltro
i teoremi III e IV o in ogni caso perfezioni il teorema II; e gia
sarebbe interessante fermarsi a considerare classi di operatori para-
bolici che non siano «del tipo del calore »,

11
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n. 4 Il problema «regolave» per Vequazione ellittico-parabolica
dal punto di vista delle soluzioni « deboli ».

Manteniamo in questo numero le ipotesi fatte nei nn. 2 e 3
e poniamoci la questione dell’esistenza di una soluzione «debole »
del problema. Torna assai semplice studiare tale questione secondo
le idee di recente esposte da G. FICHERA nella memoria gid citata
[6¢] e anche in lavori precedenti [6b].

Supponiamo anzitutto che i dati f, u, e h siano rispettivamente
di classe L (4), £L?(2Z@) ¢ LO(ZW),

Poniamo poi la seguente

DEFINIZIONE: Una funzione u(x)€ L% (A) si dira soluzione
«debole» del problema «iregolare »

(17) Bu)=y in 4;

(18) w=ypu, sSu 22V¥; iif +au="~h su W

se esistono due funzioni u, € 22 (ZW) e ug € L (Z®), tali che risulti

(19) flu E*(v) dw —~fb v, do +fu3 jﬂ“‘ = — [0 —a aW] v} do =

(3

_fvfdw-I-fbv,uzda—l—[a(”k'vdo

(2 =(3)

per ogni v € C(E).

Ad un teorema di esistenza della soluzione «debole» si pud
giungere applicando un principio generale di analisi funzionale dovuto
a G, FIoHERA [6b], che & qui opportuno richiamare brevemente.

Sia ¥V una varietd lineure rispetto al corpo reale (o complesso)
e siano definite in V due trasformazioni lineari M, (v) ed M, (v)
aventi codominio rispettivamente in due spazi di Banach 3, e 3,
reali (o complessi).

Sia @ un assegnato funzionale lineare e continuo definito in
)3, e consideriamo l'equazione funzionale

(20) @ [M, (v)] = P [M, (v))

nell’incognita ¥, funzionale lineare e continuo definito in 3,.
Si ha il seguente :

12
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TEOREMA V: Condizione necessaria e sufficiente affincheé, asse-
gnato comunque D esista una soluzione W della (20) é che esista una
costante L tale che

(21) | M, (v) || < %

| My (v) || per ogni ve V.
Soddisfatta la (21) esiste una soluzione ¥ tale che
|Z<k] 2|

e ogni altra soluzione si ottiene aggiungendo ad essa un funzionale
ortogonale al codominio della trasformazione M, (v).

Indichiamo con V' la varietd delle funzioni v€ C(E), con P,
lo spazio hilbertiano completo dei vettori a tre componenti
(/s 1y, ), dove fELD(A), €L (SC), hELD(IV), con W,
lo spazio hilbertiano completo dei vettori a tre componenti
(W, pyy ptg), dove we LD (A), p, € LD (ZW), py€ LO(IB),

Siano M, (v) e M,(v) le trasformazioni

M,(v)=[v, bv,a?r]
|0 ;
M, (v)=|E*(v), —bv,a? Erian (O — o al®) v,

In virth del teorema V Vesistenza di una soluzione « debole »
del problema (17)-(18) per ogni terna di dati (f, u,, k) sard
allora provata qualora valga la seguente formula di maggiorazione

per ogni veEC (H):
1 1
+ U(b o2 d 0)2 - U(niﬂ o) do)2 <

—_
g______“
e.
-3
g
e
(=R

(22)
A x(2) =(3)
1 1 1
<k {( f [E* (v)P (i'm)2 + ( f boRd 0)2 & ( f [a-‘m%—(bfh—aam)vrdo)‘zl
a1 S 33

con k costante indipendente da w.

1.m 6!‘3;,_(3;) 1, ,' 32 ﬂﬂm,-_ (;’b‘) 5 “
) t % — s S B —_— o8 0
Ebbent‘, posto ¢ (.’E) [4 (x) %' 7 ™ i ” n pu

facilmente dimostrare il
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TrorEMA VI: Se esiste una funzione w € C (E) tale che

(23) .H('!U) —I—- * w > 0 in A + x>
(23") w< —|b| su 30 4 3@
(23™) a® %—? — (Y —aa®)w>0 su 3O

allora vale la (22) per ogni v di C(F) e quindi esiste almeno una
soluzione «debole» di (17)-(18), qualunque siano f€ L% (4),
g € L2 (Z2) , hE L) (3@,

La validitd della (22) &, nelle ipotesi fatte su 2w, una facile
conseguenza della formula di Green (13) del n. 2 seritta ponendo
w al posto di u e »? al posto di w.

E bene mettere in evidenza il

COROLLARIO: Se a® > 0 su 39,0 <0 su 3% e ¢(¥) < — M in
A -+ X (essendo M una costante positiva opportunamente grande) allora
la funzione w soddisfacente alle (23)...(23"") esiste certamente e
quindi esiste la soluzione « debole» per ogni terna (f, py,h).

Si prenda infatti, come & ora possibile essendo al¥ > 0 su
3.'_(3_), una funzione w € C (£) e tale che

wl0in A+3, w<—|b|su U 4 3@

dw =05
a®) o bWaw >0 su Z®

La (23'") & verificata di conseguenza essendo a<<0; e se
¢ < — M, con M sufficientemente grande, & ovvio che w verifica
auche la (23).

Si osservi a proposito dell’ipotesi a > 0 su 3® che essa in
gostanza si riduce a supporre a® > 0 sul bordo di 2'®), perche
negli altri punti di T® «® & gia in ogni caso positivo, per il modo
come e definito (v. n. 3).

Si puo ora porre la questione dell’unicitd della soluzione
«debole » cosi trovata; il problema & aperto, e in particolare @
aperto il problema di sapere se nelle ipotesi del teorema II del n. 3,
in cui ¢’® Punicita della soluzione nella classe € (E), ¢’¢ anche I'uni-

14
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cita della soluzione « debole». Possiamo solo osservare che dal
teorema V di Fichera segue che 'unicitd della soluzione « debole »
equivale ad un teorema di completezza hilbertiana e precisamente:

TeEoREMA VII. Condizione necessaria e sufficiente per Uunicita
della soluzione «debole» di (17)-(18) & che i vettori di componenti

. v \ s
E*@) in A, a® % — (b — o aPy v su T, b v su W costituiscano una

base al variave di v in C(E) per lo spazio di Hilbert dei vettori di
componenti f, di classe L2 (A), f, di classe L2 (Z®), e bfy di
classe 23 (3 M),

Ritorneremo in seguito nel caso totalmente ellittico e parabo-
lico del tipo del calore sul problema dell’unicita.

Altri problemi interessanti e tuttora aperti relativi alle solu-
zioni « deboli » sono i seguenti.

I’uso del principio esistenziale del FICHERA (teorema V) permette
di studiare il problema (17)-(18) quando esso sia risolubile per ogni
terna (f, uy, h) dei dati e dunque in ipotesi presumibilmente di uni-
cita. In generale perd non c¢i si troverd in queste condizioni, ma &
presumibile che debba valere un teorema dell’alternativa. Come &
d’abitudine in questioni di questo tipo si puo allora tentare, una volta
risolto il problema nei casi di unieita, di tradurre il caso generale
in un’equazione funzionale del tipo di Riesz. Ma la cosa potra pre-
sentare difficolta. Una nuova via utile da seguire per il conse-
guimento del teorema dell’alternativa pud essere anche 1'uso di un
principio esistenziale di S. FAEDo [5], estensione del teorema V
sopradetto; ma per esso e per la sua applicazione al problema
(17)(18) si veda la conferenza di S. Faedo unita al presente corso.

Prima di chiudere questo numero sullo studio esistenziale del
problema (17)-(18) dal punto di vista delle soluzioni deboli & neces-
sario segnalare due recenti interessanti lavori di J. L. L1oNS [12a,b]
sull’esistenza di una soluzione debole diversa da quella da noi in-
trodotta; in essi il problema regolare & studiato addirittura per
equazioni d’ordine qualunqgae, trattasi perd dei soli casi delle equa-
zioni ellittiche e di una classe particolare di quelle del tipo del
calore e lo studio delle condizioni al contorno & fatto in modo
meno preciso di quanto noi faremo nei seguenti n. 5. e 8 per la
soluzione da mnoi considerata (¥).

(*y Durante la correzione delle bozze sooo venuto a conoscenza di un nuovo
lavoro di J. L. Lions, ehe uscird sni Reports dell’University of Kansas, Lawrence,

15
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n. 5. Il caso dell’equazione - ellittica : « regolarizzazione » della
soluzione debole, il teorema di inversione della formula di Green.

Nel n. precedente abbiamo considerato D'esistenza di una solu-
zione « debole » del problema. Si pone ora la questione di vedere
se essa & anche soluzione « forte», ciod se possiede ulteriori pro-
prietd di regolaritd, che dipenderanno ovviamente dal tipo di ope-
ratore differenziale considerato. Il problema & quanto mai complesso
in generale. Ci limiteremo percio a studiarve il casc ellittico e quello
parabolico del tipo del calore.

Iniziamo dal caso ellittico; in questo caso X'® coincide con
tutto =, che supporremo dunque per semplicitd essere un’unica
superficie regolare di classe C°. Manteniamo anche le altre ipotesi
fatte nei nn. 3 e 4 sui coefficienti di E (u) e sullasse [ e su «.

Il problema regolare diventa ora
(17) B)=/fin A
(18" %;f +ou="hsu X

Osserviamo che ora risulta ¥ >0 in tutto 2. Il corollario
del teorema VI ci assicura dunque la validitd del

TeorEMA VIIL. Se H(u) & ellittico in A+ 2, a<<0 su X e
c(@x) << — Msu A+ 2 (con M sufficientemente grande) esiste una so-
luzione debole del problema «regolare» e precisamente : assegnate
comungne due funzioni f€ L (A) e h€ L2 (X) esistono in corrispon-
denza due funzioni w€ L2 (A) e p€ L2 (Z) tali che risulti

(24) ful“ hedo—+ l_fv dax =f,u lu.”-) % =
x

] A
— (D — o a®) v] do+ fu E*(v)dax
4

per ogni v€C(H).

La «regolarizzazione » di tale soluzione «debole» nell’interno
di 4, cioé lo studio delle proprietd differenziali di » nell’interno
di A & un fatto ormai ben noto, trattandosi di un’equazione ellit-
tica; esso non & legato alle condizioni al contorno ed & comune
agli altri problemi al contorno (problema di Dirichlet e di Neumann
o misto). Non ¢i soffermeremo percid su di esso rimandando per

june 1957, nel quale il problema regolare per le equazioni paraboliche del tipo
del calore in domini cilindrici & studiato dal punto di vista esistenziale mediante
un procedimento, introdotto per lo studio dei problemi di propagazione per la
prima volta da S. Farpo.

16
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notizie piu precise e indicazioni a [13d]. Ci limiteremo solo a
osservare che, usando ad esempio i ragionamenti svolti da L. Ame-
rio in [1], si puo dimostrare che se u & soluzione «debole» del
problema, essa verifica anche le seguenti formule di Green :

j.?’ )s (@, y) d!f—l—f ju“ 98®,9) __

d o, —[a(”(y)k(y)s(w,y)dcy
>

(25) u(x) =

(25)

— O (y) — « (¥) «® (y)] 8 (2 , ¥)

rispettivamente per x guasi-ovunque in A e per x esterno ad A,
dove s (x,y) & una soluzione fondamentale dell’equazione E (u)=0
dunque in particolare se f€ .22 (4), w ha derivate seconde di qua-
drato sommabile in ogni dominio interno ad A e verifica quasi ovunque
in A Vequazione K (u)=f, sef é inoltre localmente holderiana in A,
u ha derivate seconde localmente hilderiane in A e verifica la E(u)=f
in ogni punto di A .

Questa osservazione & assai utile anche per Pulteriore problema
della «regolarizzazione » della soluzione <« debole»: la «regolariz-
zazione alla frontiera », cioé I'interpretazione della condizione al
contorno (18'). Poicheé u verifica le (25)(25") si pud infatti utilizzare
il cosidetto teorema di inversione delle formule di Green sul quale
ora ci soffermeremo.

TroREMA IX. Se f, u, h,u sono funzioni rispettivamente di
clagse L2 (A), LD (Z), LI(Z), LV (A) e verificano la (25) per quasi-tutti
gli @ di A e fa, (25") per tutti gli x esterni ad A, allora si ha, per
quasi tutti i punti & di 2':

i wxr
lim w(x)=pu(&); lim e
x—+E(su ’&'} a—+E&(sn vg) &

+ (&) u (@) =k (§)

Questo teorema & dovuto a L. AMERIO [1] nel caso che I=v
su X. Per il caso I£» si veda [13b] e [13¢]; la dimostrazione
data in [13b] ricorre alla teoria degli integrali e delle equazioni in-
tegrali singolari, teoria che pud in realta evitarsi; con dimostrazione
assai pit semplice, come & fatto in [13¢] e come ora vedremo; un
teorema analogo, relativo al sistema all’elasticita, trovasi gia in
un lavoro di G. FIcHERA [6d].

Il teorema IX segue immediatamente dal preventivo studio
di certe formule limiti dei potenziali generalizzati di dominio,
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di semplice strato e di doppio strato obliquo :
w0, (x) zfai W s(@,ydy,
A
w0y @)= [ 0,008, 9) sy,
b

wy @)= [ 8,025 ac,;
z

e precisamente : per quasi-tutti gli £ di 2 si ha

=0;

(26) lim [w, (&) — w0, (®)] =0; (26') lim [3 wy () dw, (3’}1

g I-E_ R

(27) lim [10, (@) — 10, (@)] =03 (27") Tim [3 By 9, ("”)] _%®

ol ol | a9@)’

9;3(8) |

(28) i [eny o) = w03 @] =~ S5 #

(28") im [M_é‘j"_ﬁ@] RGN

EEN 6l | a9 (&) dP(E)
dove & —~ & su v;* e «” & il simmetrico di « rispetto a & su »;.

Queste formule sono ben note nel caso I=9» (v. ad es.
Pesposizione contenuta nella monografia [16a] di C. MIRANDA, cui
rinvio senz’altro per tutte quelle proprieta di teoria del potenziale
ormai note, che avremo bisogno di ricordare qui e nel seguito).

Nel caso I 9= », rimanendo ovviamente immutate le (26), (26')
(27), occorre dimostrare le (27'), (28), (28); esse si possono dimo-
strare direttamente con artifici e ragionamenti del tutto analoghi a
quelli che si usano nel caso | = », opportunamente completati. (Si
veda ad es. per la (28") [14]).

Ci limiteremo qui per semplicitda a darne la dimostrazione nel
caso che sia F(u)= 4,u e m = 3, usando perd di un diverso arti-
ficio, che ci sard utile anche in altra questione. Le dimostrazioni si
possono ripetere anche nel caso di F (u).
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