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PREFAZIONE 

La Commissione Scientifica del C.I.}LE decideva di includel'e 
fra i corsi del secondo cicIo, da tellel'si alIa Vi Ila Monastero di Va
l'enna nel 1957, uno dedicato alia teol'ia degli integrali singolari ed 
ai pl'oblemi ad essa attinenti. 

Tale decisionc ancora una volta 1m sottolilleato l'ntilita e Ia. 
fnnzi()nalita di questi corsi estivi eli ~ratematica che, svolgendosi 
sotto forma di semina.r! in nn ambiente snggestivo, riescono a su
scital'e il pili vivo interesse su al'gomenti di attualita matematica, 
accumnnando in llll'atmosfera cordiale stu(liosi e ricercatol'i italiani 
e stran ieri. 

Pal'ticolal'mente felice e stata la scelta del soggetto anzidetto, 
dato che, pur trattandosi di uno dei capitoli pili utili ed impol'tanti 
dell' Analisi matematica, poco e stato fillora coHi va to dai ricercatori 
italialli. 

Tale cil'costanza tanto pili e sorprendente, in quauto e stato 
proprio nil italiano, F. G. TRlCOMI, che ha praticamente dato inizio 
alIa teol'ia degli integmli sillgolari multipli. Ed occorre allche dire 
che il cOlltributo del TIUOOMI e lllliversallllente riconosciuto llelle 
Memorie e uelle Monografie, pubhlicate all'Estero, su questo argo
mento. 

D'altronde, un corso sulla teoria degli integrali singolari nOll 
poteva non essere accolto col pili vivo interesse dagli aualisti ita
Iiani, dati i profondi legami esisteuti fra questa teol'ia e quella dei 
problemi al COlltOruO per Ie equazioni differenziali, specialmente di 
tipo ellittico, cue sl largamellte SOIlO stati studiati in Italia. 

Le leziolli ed i semillari tenuti in quel corso, cIle ebbe luogo 
dal 10 al 19 giugno 1957, vellgollo raccolti in questo volume. Esso 
costituisce tllla rassegna di metodi e risultati, cbe sara illdubbia
mente di grande allsilio a quei giovani ricercatol'i cbe VOlTallllO rivoI
gere la 101'0 attenziolle a tale suggestivo campo dell'Analisi model'lla. 



IV FRICFAzlONl<: 

Fra gli articoli inclusi nel presellte volume occorre in primo 
luogo citare quello dovuto ad A. ZYGMUND, til quale si debbono 
fondamentali risultati in qnesto campo. COli felice siutesi vellgono, 
nell'articolo stesso, presentati gli essenziali e profondi contributi 
recati dallo ZYGMUND e dalla Sna Scnola alIa teoria degli illtegraJi 
singolari multipli. 

E. MAGl<JNES tratta ampiamente (leI problema regolare della de
rivata obliqua per Ie equazioni difi'ereuziali ellittico-parabolicne. Tale 
problema che, lIel casu delle equaziolli ellittiche, lIa costituito un 
incentivo per 10 sviluppo della teoria degli iutegrali singolari, in
quadrato nella pin ampia teol'ia delle equazioni ellittico-pal'aboliche, 
potra condul're all'illdagille di nuove classi di illtegrali singolari. I 
casi cOllsiderati dal MAG ENl<JS stesso e da Ull Suo all ievo, relati vi 
all'eq nazi one pa rabolica del cal ore, gia costi til iscollo uua cOllferma 
di quanto si e ora afi'el'mato. 

Ad intel'eSsallti qneOltioni, che possouo connettersi con quelle 
cui il corso era deciicato, OlOIlO relative Ie dne cOllferenze di S. FAEDO 
e G. S'l'AMPACCHIA. 

Chiude il volume una Memoria dello scrivente, dedicata alle 
equazioni integntli sillgolari su una cur va dBl piano. 

La presellte raccolta sal'ebbe stata del tutto completa, se essa 
avesse potllto illCludel'e uua tl'attazione delle equazioni singolari in 
pin variabili. E tale lacuna sarebbe stata certo colmata se avesse 
potuto premIere parte al corso il Prof. S. G. MlHLIN, che, iuvitato 
dagli Organizzatori, non pote esser presellte a VarelllUl. 

Occorre pero dire che la teoria delle eqllazioni iutegrali singo
lari ill pin variabili e, allo stato attnale, ben lungi dall'essere com
pleta. D'altra parte i risllltati che di essa si COlloscono trovansi 
esposti ill ulla nota Monografill, dovntll, allo stesso MIIILIN. 

SOIlO certo di illterpretll,re il pensiel'o dei Colleghi che haullo 
collaborato al corso, espl'imendo i pi it vi vi rillgl'aziamell ti ana Com
missione Scielltifica. del C.I.l\1.E ed in particolare aI suo Presidente, 
Prof. E. BOMPIANI, anche per aver promosso Ill, pnbblicll,zione del 
presellte volume. 

GAETANO FICHERA 
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MAGENES, ENRICO 

1957 
Rendiconti di Matematica 
(3-4), Vol. 16, pp. 363-414 

II problema della derivata obliqua regolare 
per Ie equazioni lineari ellittico-paraboliche 

del secondo ordine in m variabili (*) 

di ENRICO llIAGENES (Genova) 

n. 1 Esempi intt·oduttivi. - Uno dei pitt importanti e prIml 
problemi cbe banIlo portato allo studio degli integrali singolari e delle 
equazioni singolari e it cosiddetto problema della derivata obliqua 
nella teoria del potenziale ordinario (v. ad es. [9aJ (i)). Esso cOIlsi
ste nel deterlllinare una fnnzione armollica u in Ull campo A dello 
spazio a 3 dimensioni quando sia assegnato sulla fl'ontiera .s di A 
it val ore della derivata secondo una direzione prefissata l, in gene
rale variabile da punto a punto, cioe: 

(1) au = h su 2 
a I 

III ipotesi di opportulla regolal'ita sui dati del problema, cite 
per ora non e il caso di pl'ecisal'e, quando si cercbi la soluzione 
di (1) sotto la forma di potenziale di semplice strato 

(*) Qllesta Memoria ripl'odnce IJrevemente Ie lezioni svolte dall' A. nel 
20 cicIo di corsi del Centro Internaziona.le Matematico Estivo (CIME) tenuto a 
Val'enna dal 10 al 19 Gillgno 1957 sn «Integrali Bingo lad e qlteBtioni conneBBe ». 

(1) I llllmeri tra [] si riferisoono aHa bilJliografia finale della presente 

relazione. 
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2 ENRICO MAGENES [364] 

si e COlHlotti allo studio della derivata obliqua del potellziale (2) 
ed e facile, se cp e sufficientemellte l'egolare, trovare per questa 
derivata la formula limite: 

* 
(3) I , . 0 1t (x) _ cos (n; , 1;) (1:) + J () 0 8 (t , ,I}) d 

1m + -----;;z; - - 2 cp s cp y -0-4- 0" 
X~o (811 ttl; ) 4 

dove no e Passe normale a:4 nel punto ~ rivolto verso l'illterno di 
A e Pintegl'ale con asterisco e da intendersi q uale illtegrale prill
eipale alla Canel.y, cioe come 

(4) , J ,a 8 (~, y) 
lun (p (y) Ii 0" 
,'0 a ll; 

4-4. 

essendo :4 e la porzione di :4 clle si proietta suI piaHo tangen te a 
:4 nel punto ~ nel cercbio di centro ~ e raggio e (e> 0) (2). II 

nucleo 0 8 (~ , Y) , salvo nel caso 1 = n su 2 (problema di Neumann), o 11; 
non e sommabile su 2 (come fUllziolle di y pel' ogni ~ fissato): 

esso e nell'illtOl'110 di ~ del tipo 0 ( 1 ) (3), ma tuttavia esiste il 
~y2 

limite (4). 
Si arri va COS1 per (1) allo studio dell'equazione integrale singolare 

* 
(5) - cos (nl; , 11;) cp (~) + J cP (y) 0 s (~ , y) d Oy = h (~) 

2 04 
4 

nell'incognita cp (~) • 
Un problema analogo a (1) puo porsi (ed e <la tempo noto 

ancbe se finora assai poco studiato) perla pili semplice delle equa
ZiOlli paraboliche, q nella del calore 

(6) 

(2) La (3) tl'ovasi per la prima volta l'ilevata esplicitamente in 'fl'icomi [21]. 
(3) Indichel'emo C01l 0 e () i simboI'i di Landau; v = 0 (t) signitichel'a dun-

fine ~he 1+1 e intinitesimo e v = 0 (t) che 1 ~ 1 e limitato, 
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[365] II problema della derivata obliqua ecc. 3 

Si supponga che A sia un campo delimitato da una base iufe
riore ~(2) posta suI piano Xa = 0, da una base superiore ~(1) posta 
suI piano Xa = to (to> 0) e da una superficie laterale ~(a) avente 
piano tallgente non caratteristico, cioe non parallelo al piano 
(Xi' X 2); (per es. A potrebbe essere un cilindro retto di direttrice 
Passe xa); e si cel'chi una soluzione di (6) la quale soddisfi anche 
aIle condizioni 

u = 0 su ~(2) e au = h su ~(a) 
al 

essendo l un asse assegnato per ogni ~ di ~(2) e parallelo al piano 
(Xi' X2) e h funzione pure data su ~(3). 

Se si cerca la soluzione nella classe dei cosidetti «potenziali 
di semplice strato del calore» 

u (x) = j cp (,lI) s (x , y) d Oy 

~(3) 

dove s (x ,y) e auche qui la soluzione fondamentale di (6), cioe 

o 

(7) 
\ (Xl - YlI' + (x, - y,)' 

S (x, y) = , - 4 (X3-Y3) 

I ~ e __ ~_----:-_ 
\ 4n (xa - Y3) 

per xa > Y3 

si trovano (come si vedra pili esattamente nel n. 11), se cp e suffi
cientemente regolare, la formula limite analoga alIa (3) 

* 
(8) I , au(x)_ cos (1I;,ll;) (1:) I-j ()as(~'Y)d lIn -- - - ------ cp s- - cp y . oy 

+) a 19 2 cos2 (ng ,'JI~) • a l< 
x~g(su v< I(3) 

e l'equltzione integrale analoga alIa (5), dove 'JI~ e la «conormale» 
in ~ e l'integrale con asterisco e da intendersi come 

* 'J' a s (~ , y) lIm cp (y) --,- d (jy 
£-.0 a I; 

I(3L~£ 
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4 ENRICO MAGENES [366] 

essendo ~. la porzione di ~ (3l, che si proietta suI piano tangellte 
n~ a ~ (3) nel punta ~, nella regione elelimitata <lalla clll'va e. in
tersezione eli n~ con la superficie di Ii vello della sol uzione fonda-

mentale: s (~ , y) = ~ (s > 0) (4) (si osservi cbe anche nella (4),~. 
4ns 

1 1 
lIa 10 stesso siguificato relativo alia soluzione fondamentale - =). 

4n xy 

11 nueleo a s (~ ,y) non e sommabile e si tratta dun que anclle 
a l~ 

a s (~ ,y) I ora di un integrale singolare; rna la siugolarita di , c Ie 
a l~ 

• , (';,-y , 'i' + (';,-y,)' 

l'isulta essere 0 W'l - YI)2 + (~~ - YZ)2 13- --4 i $3-11,-) - 1 e di tipo ltS-

( (~3 - Y3)~ ) 

sai diverso da quell a tl'ovata lIel primo esempio, e di cOllseguenza 
d i verso risulta l'integrale principale reJati vo. N el n. 11 tOl'lleremo 
pili diffusamente su questo problema di derivata obliqua per equa
zioni paraboliche e sugli integrali principali eonllessi. 

Per ora ci e sufficiente aver segualato questi due esempi di 
pl'oblemi di del'ivata obliqua e Ie 101'0 relazioni con la teol'ia degli 
integrali singolal'i e delle equazioni integrali singolari. 

Scopo pl'ecipuo delle presellti lezioni e illfatti l'imposlazione 
genemle del problema di derivata obliqult pel' equazioni lineari del 
secondo online di tiro eliittico-paralJolico e 10 studio pili specifico 
nello spazio a un numero qualunque di dimellsioni del caso cosiddetto 
«regolare », con pal'ticolare l'ifel'imento aIle eqnazioni totalmente 
ellittiche e a quelle paral>oliche «del tiro del calol'e ». 

Studieremo il problema per vie diverse, in particolare senza 
far nso della teoria degli integl'ali e delle equazioni illtegrali siu
golari, rna mettendone pero in luce Ie l'ecipl'oche relazioni, in modo 
da ottellere cosl anclle risnltati circa quest'ultima teoria. 

n. 2 Impostazione del problema di det'ivala obliqua per l'equa
zione ellittico-parabolica del secondo ordine, Sia A ~lJ1 campo limitato 

(4) La onrva <3.;, se su "'; si introduce nn opportuno sistema di assi (V., v2) 

di origine ~ viene ad avere Ie eqnaziolli parametriche : 

! VI = 2 E sen () V:g \ 
sen- e 

v2 = - e~ sen2 () 
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e l'egolare dello spazio 8". a m dimeusioni, tale che Ill, sua frontiera 
~ sill, formuta au Ull nnmero finito eli pOl'zioni di ipersuperficie 
l'egolal'i di classe 0 1 (5), ~1"'" ~r aventi a comune due u dne 
~ll pin punti del 101'0 bordo. Per ogni pUlltO di ~i (i = 1 , ... , t·) 
che 1I0ll sill, suI bordo <Ii ~i esiste Ill, normale n e Hoi la supporremo 
ol'ientata sempre verso l'illtel'llo di A. 

Si cOllsideri l'operatore 

(9) 

COil coefficienti ahk (m), bh (x) e c (x) rispettivamente di classe 
0(2) (A + ~), 0(1) (A +~) e 0(0) (A +~) e si supponga che esso 
sia in A + ~ ellittico-parabolico, cioe che Ill, forma quadrutica 
1,tu 

~ ahk ([I:) Ah }'k nelle vuriabili reali Ai"'" "m sia definita 0 semi
h,k 

definita (positiva) per ogni x di A + ~ . 
Vediamo come si possa impostare il problema di derivata obli

qua pel' l'equazioue E (u) = f segnendo Ie idee di un recente lavoro 
di G. FICHERA [6c]. 

Ricordiamo anzitutto che dicesi ilJe1'Piano c(u'atte1'istico rispetto 
a E (u) neI punto x un iperpiano tale che i coseni direttori della 
sua normale N verificano l'equazione 

1, ". 

~ ahk (x) cos (Xh , N) cos (Xk , N) = 0 
h,k 

Indichiamo allora con ~i (i = 1 , ... ,r) l'insieme dei punti di 
~i nei quali l'iperpiauo tungellte e cal'atteristico rispetto a E (It); 

e iutl'oduciamo poi la fUllzione 

I,m l 1,,,. aa'hk (X)] 
b (X) = ~ bit (x) - ~ a cos (Xh' n) 

h 7£ Xk 

(5) Nel presente IlHoro iliremo che una fnnziolle It (x) ilefinita in un insieme 
I appartiene rispettivamente aHe classi .J}p) (I) (p > 0), dO) (I), CO,h (I), oC'·) (I) 

(r intero positivo), Cr,h (I) se e riSl'ettivament,e ili potenza p-esima sommabile in 

I, continua ill I, holcleriana in I, continlla con Ie derivate fino all'ordine " in 
I, hiiltlel'iana con Ie ilerivat,e fino all'ordin6 ,. in I. Una porzion6 di ipersuper
fide regolare si dira poi di classe Cr se per ogni S110 punta esiste un intorllo 

rappreselltabile parametricmnellte COil fllllZiolli eli classe clr ) (I). 
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la quale e definita in tutti 1. punti di ogni :2; (i = 1 , ... ,r) che 
non siano suI bordo di :2i e pub per continuita prolungarsi in 
tutto :2;. 

Detto infine :2~1) l'insieme dei punti di :2i in cui risulta b (x) ~ 0 
poniamo 

on de :2(1) , :2(2) , :2(3) esauriscono :2 e non hanno a due a due punti 
comuni. 

Ii problema di derivatlt obliqua per l'equazione 

(10) E(u)=J 

e allora il segueute: 
Supposto :2(3) non vuoto e fissati la funzione ex su :2(3) e Passe 

per ogni punto di :2(3), determinare una soluzione u della (10) 

che verifichi Ie condizioni al contorno: 

(11) u = #2 su :2(2) 

(J 2) au + 1 ~\' 3) az ex tt = It su ,.;;, 

dove # 2 ' h e J sono funzioni assegnate rispettivamente su :2(21, :2(3) 

eA. Se Passe l e in ogni punto penetrante in A diremo che iI 
problema e « regolare ». 

Naturalmente occorre, per completare I'enunciazione del pro
blema e stabilire se esso sia «ben postO» nel senso di Hadamard, 
precisare in quale classe di funzioni va cercata la soluzione e in 
che senso essa verifica Ie condizioni (11) e (12). Ma cib dipendera 
volta per volta dall'operatore e dalle ipotesi fatte sui dati del pro
blema e non si potra pretend ere una teoria abbastanza generale del 
problema se non limitandosi in un primo momento alIa ricerca di 
una soluzione «debole» dello stesso. 

E comunque interessante osservare anzitutto come nella formu
htzione del problema rientrino i problemi di del'ivata obliqua fino 
ad ora cOllsiderati della lettel'atura e precisamente i due casi delle 
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eq uazioni totalmente ellittiche 0, pili semplicemente, ellitiiche (Ill, 
I ,m 

forma ~ ilhk (x) Ah Ak definita P9sitiva per ogni x di A +~) e delle 
h ,k 

equazioni paraboliche «del tipo del calore» (cioe della forma 

1,,,,-1 a2 1l (x) 1, ,,,-1 OU ott 
E (u) = ~ ahk (x) a a + ~ bh (x ) -Cl - + C (x) tt (x) - -

h ,k Xh Xk h uXh ax", 

dove Ia parte dell'operatore che non contielle derivate rispetto ad 
x", e totalmente ellittica rispetto a (Xl, ... ,X"'-I) per ogni x.,,}. 

Nel primo caso si ha, ~(3) = ~; nel secondo ca.so ~(1) e costi
tuito dai punti di ~ in cui Ill, normale n e parallela e di verso 
opposto all'asse x.", melltre ~(2) e formato dai pUllti nei quali la 
norm ale n e parallel a ed equiversa a x" •. 

In particolare rientrano nel nostro problema i due esempi 
del n. 1. 

Anclle nei due casi predetti il problema e pero fino ad ora 
ben lungi dall'essere compiutamente tmttato. Pel' l'equazioue ellit
tica il problema generale e stato studiato a fondo nei lavol'i di 
A. LIENARD, G. GIRAUD, e della scuola 1'l1SSa di N. J. MUSHELIVILI 
solo nel caso 111 = 2 (si veda il corso parallelo svolto dal prof. 
FICHERA) ma nel caso m > 2 Funico problema trattato finora e 
quello «regolare» (si vedano pili avanti inn. 3-8). Ancor meno si 
conosce finora pel' Pequazione del tipo del calore (v. n. 11); una 
trattazione esauriente e nel solo caSo «regolare », e contenuta in 
un lavoro di M. PAGNI [18] del quale diremo nel n. 11. 

Nei numeri seguenti noi cercheremo di dare una trattazione 
completa del problema «regolare» in m variabili; perverremo dap
prima ad alcuni nuovi risultati nel caso dell'equazione generale el
littico-parabolica ed espol'remo poi nel caso ellittico e in quello pa
rabolico «del tipo del calol'e» i l'isultati pili precisi finora noti. 

n. 3 Il problema «regolare » per l' eqnazione ellittico-parabolica: 
f01'1Il1lta di Gt'een e pt'imi te01'emi di unicita. Pl'ecisiamo anzituito 
ulteriormellte Ie ipotesi sui dati del problema. Illdicllel'emo con ~(i) 

(i = 1,2,3) l'illsieme di ~(i) e dei suoi punti di accnmnlazione. SUp
porremo senz'altl'o d'ora innanzi per semplicita che i ~(i ) siano co
stituiti da llll'unica pOl'zione di superficie l'egolal'e di classe 0 (2) . 

Suppol'l'emo inoltre che Passe 1 sill, definito in tutti i punti ~ di ~(o ) , 

abbia i vi i coseni direttori di cIa sse C (I ) (~(3 ) ) e sia sempre pene-
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8 ENRICO MAGENES [370] 

trante in A + S(l) + S(2) (6). Infine faremo su IX Pipotesi che sia de
finita e continna su S(3). 

Indichiamo con C (E) la classe delle funzioni 1t definite e con-

tinue in A + S insieme alla deri vata 8 U se bh non e identicamente 
8 Xh 

, 8 1t 8 1t 82 1t 
nullo in A + S e insieme alle derivate -, ~ , 8 se ahk 

8 Xh u Xk 8 Xh Xk 
non e identicamente nullo in A + S _ 

E noto (v. ad es. M. Picone [19]) che per ogni coppia di fun
zioni 1t e v di C (E) sussiste la seguente formula di G1'een 

(13) Jru E* (v) - v E (u)] d x = Jb It v d a + 
A ~(1)+~(2) 

+ a(l) v - - aO,) u ~ + b(l) 1t v 2 a J~ a 1t ~ V } 

8 l 82 
~(3) 

col seguente significato dei simboli: 
a) E* (v) e l'operatore aggiunto di E (u) : 

1 I,m 

b) a(l)= (l ) Sahkcos(Xh,n) cos (xk,n) (si osservi che a(l) > 0) 
cos ,n h,k 

c) 2 e Passe «coriflesso» di l uni vocamente determinato insieme 
ad ae?) , in funzione di l, dana posizione 

l,tn 

a(?) cos (Xh ,2) = 2 S ahk cos (XI> , n) - a(l) cos (Xh , l) 
k 

d) bel) = b - fill) essendo fill) una opportuna funzione determina
bile in fllnzione di l e indipendente da u e v (v. con precisione 
ad es. [19, pag. 741 e seg.]) di cui qui interessa rilevare solo che e 
funzione continua su S(3). 

Oi proponiamo ora eli stabilire un teorema di unicita in C (E) 

per il problema «regolare» come e stato precisato lIel presente nu-

(6) Cia significa che i pnnti di I snfficielltemellte vicini a ~ Bel verso po
sitivo di I appartengono a A + I(l) + I(2) • 
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mero. Premettiamo anzitutto il seguente teorema, gia di per se 110-

tevole perche estende a lle eq nazioni ellittico-paraboliclte un risultato 
ben !loto nel caso ellittico e !leI caso parabolico del tipo del calore; 
per risultati analoglli e per il procedimento cIJe adopereremo si veda 
la memoria [6c] di G. ]'ICHERA. 

TEORl<jMA I: Se e c (x) < 0 in A + ~ , per" ogni soluziolle della 
E (u) = 0 appartenente (llla classe 0 (E) 1"isulta 

(14) max lu (x) I = max I u (x) I 
A+~ ~(2)+~(3) 

Sia p un intero positi vo pari e v una fissata funzione della 
cIa sse 0 (E) (0 pin in particolare di classe 0(2) (A + 2:) tale che: 

(15) v = 0 su 2:(3), v < 0 in A + ~(3) + 2:(2) 

La (13), scritta relativamente alIa coppia di funzioni uP e v, 

diviene: 

Ju p 1 E~ (v) + P c v) d x = J P (p ~ 1) V up- 2 r (u) d x + 
A A 

+ Ib v uP d a + Jb v ttP d 0 - fa(Al uP ~ ~ IZ a 
~(1) ~(2) ~(3) 

dove 

e 
I,m a tt a It 

r(tt) = 2: (Ihk - -
h,k a xh a Xk 

Per Ie ipotesi fatte e per Ie (15) si ha all om 

(16) JUP[Et (V)+PCV]d,V<Jbvupda- Ja(A)Up~~ do 

A ~,2) ~i:i) 

Indichiamo con Ie l'insieme dei punti di A + 2: aventi da 2:(3) 

distanza < e. La (16) pub scriversi : 

Jup [Et (v) - pc v] d x:::::: - Jup Et (v) d x - J1' ttP C v d x + 

A-~ ~ ~ 

+ fb v ttP d a - Jb a(J.) uP : ~ Ii a < - Jup lct Cv) d x + 
~(2) ~(3) Ie 

+ fb v uP d 0 - fa!!.l uP ~ ~ d a 
~(2) ~(3) 
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Perla eontinuita delle funzioni Et (v) , b v , alA) 0 ~ nei rispettivi 
OA 

insiemi di definizione e possibile determinare una eostante K indi
pendente da u, p e (! tale eIte: 

Jup lEt (v) + pc v] d x < K { max ltP + max uP + max uP I 
A-I I(! 2'(2) 2'(3) j 

(! 

:::;;;; 3 K max uP 
Ie+2'(2) 

Fissato (! e possibile determinare un Pe tale ehe pel' ogni p > Pe 

riesea, in A - Ie, E~ (v) + pc v:;:::: 1 
e quilldi: 

1 
Elevalldo ad -, passando al limite 11 - = , si ottiene, pel' Ull 

II 
noto teorema di RLEsz, 

max 11t I < max I u I 
A-Ie Je+2'(2) 

e quindi, al limite per e - 0, si 1m: 

max I u I < lIIax 11£ I 
A+2' 2'(2)+2'(3) 

da cui la (14). 
Si puo di qui facilmente ricavare un teOl'ema di unicita per il 

problema di derivata obliqua «regolare»: 

TEOREMAII: Se c (x) < 0 in A + ~ e IX (x) < 0 in ~(3), ogni 
junzione u E C (E) soddisjacente alle condizioni : E (u) = 0 in A , It = 0 

8U ~(2), ~ 1; + IX U = 0 8U ~(3), e identicamente nulllt in A + ~ . 
Infatti se u non fosse = 0 iu A. + ~ pel' il teorema I esiste

rebbe Ull puuto Xo di ~(3) tale cIte 

max I u (x) I = I u (xo) I =F 0 
A+2' 
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Se fosse t£ (xo) < 0 si avrebbe 

se fosse u (xo) > 0 si avrebbe invece 

In ogni caso, essendo l penetrante in A. + 2'(1) + 2'(2), si avrebbe 
un assurdo. 

Se l'equazione e ellittica 0 parabolica «del tipo del calore» il 
teorema di nnicita puo essere generalizzato; i risultati ill proposito 
sono assai noti e ci limiteremo qui a enunciarli. 

TEOREMA III (si veda ad esempio [16a, pag. 8]). Se E (u) e el
Wtico, c (x) ::;;: 0 in A. +.2' e IX (x) ::;;: 0 au .2' (si ricordi che e ora 
.2'(3) =.2') Nenza cite siano entrambe identicamente nulle, ogni funzione 

u di C (E), soddiafacente aUe E(u) = 0 in A., : ~£ + IX U = 0 au 2', 

e identicllmente nulla in A. + 2' ; ae invece risulta c (x) = 0 in A. + .2' 
e IX (x) - 0 au .2' allom 7£ (x) e coatante in A. + .2' . 

Si osservi anche che il teorema III vale in una classe e pin vasta 
di C (E): precisamente basta cbe usia di classe C (E) in ogni do-

minio interno di A., sill, continua in A +.2' e abbia derivata : ; in 

oglli punto di .2'. 

TEOREl\!A IV. (si veda ad esempio [19, pag. 715J). Se E (u) e 
parabolico «del tipo del calore» e IX (x) < 0 su .2'(3) ogni funzione tt 

di C (E), aoddisfiwente aIle E (u) = 0 in A, tt = 0 su .2'(2), 

.au + IX U = 0 au .2'(3) e identicamente nulla in A. + .2'. 
iJl 

Anche questo teorema vale in ipotesi pin generali per tt, ana
loghe a queUe sopra viste per il teorema III. 

Problema aperto e interessante e la generalizzazione del teo
remall ill modo da otten ere un risultato cbe comprenda fra l'altro 
i teoremi III e IV 0 in ogni caso perfezioni il teoremall ; e gia 
sarebbe interessante fermarsi a considerare classi di operatori para
bolici che non siano «del tipo del calore ». 
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n. 4 Il problema «regolal'e» per l'equltzione ellittieo-parabolielt 
da.l pnnto di 1,ista. delle soluzioni «deboli ». 

Mantelliamo in questo Ilumero Ie ipotesi fatte nei Ull. 2 e 3 
e poniamoci Ill, qeestiolle dell 'esistellzl1 di ulla SOlllziolle ~ debole» 
del problema. TornH assai semplice studiare tale qnestione secondo 
Ie idee di recente esposte da G. FICHERA nella memoria gill, citata 
[6c] e anche in lavori precedenti [6b]. 

Supponiltmo anzitutto eke i dati j, P2 e h siano 1'ispettivamente 
di elasse £ (2) (A), £ (2) (I(2 )) e £ (2) (I(3)) . 

Poniamo poi la seguellte 
DEFINIZIONE: Unit junzione 1t (x) E £2 (A) si dira soluzione 

« debole» del problema «l'egolal-e» 

(17) 

(18) 

E(lt)=/ ill A' , 

It = P-2 su I (2) ; 
au - + IX 1t = h su I (3) 
al 

se esistono duf. junzioni Pi E 2 (2) (I(l )) e P-3 E £ (2) (I(3)), tali ehe t'isulti 

(19) Jlu E*(l') dx - J b V P-I do + J P-3llt(},) :~ - [b ,l) -IX aU)] t'l do = 

A I (1) I (3) 

= f v j dx + J b V P2 do + f a(l) h v do 
A I (2) I (3) 

per ogni vEe (E) • 

Ad un teorema di esistenza della soluziolle «deboIe» si pui> 
giullgel'e applicalldo un priucipio geuerale di analisi fUllziouale dovuto 
a G. FICHERA. [6b], che e qui Oppol'tuno richiamare bl'evemeute. 

Sia V nna varieta lineal'e rispetto al corpo reale (0 complesso) 
e siano definite in V due trasformazioui lineari MI (v) ed M2 (v) 
aventi codominio rispettivamente in due spazi di Banach 031 e 032 

reali (0 complessi). 
Sia qJ un assegnato funzionale Iineare e coutinuo definito in 

031 e consideriarno l'eq uazione funzionale 

(20) iP [Mt (v)] = 'P [M2 (v)] 

nell'incognita 'P, funzionale Iineare e continuo definito ill 032 , 

Si ha il seguente: 
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TEOREMA V: Condizione necessarin e sufficiente affinchc) asse

gnato C01nltllqlle t:]) esista una soluzionc lJ' della (20) c che esista una 

costante 7c tale che 

(21) 111111 (11) II < k II M2 (v) II per oglli v E V. 

Soddisjatta let (21) esiste 1m(l, 801uzione lJ' tale che 

e ogni altm solllzione si ottiene aggiungelldo ad essa 1m junzionale 

ol'togonale al codominio della tmsjonnazione Ji2 (v) • 
Iudichiamo cou V Ia varieta delle fuuziolli v E C (JiJ), con 93. 

10 spazio hi Ibertiano com pIe to dei vettol'i a tre componenti 
(f, 112 , h), dove j E 1](2) (A), 112 E 1](2) (2'(2)), h E 1](2) (2'(3)), con 932 

10 spazio hilbertiallo cOlllpleto £lei vettori a tre componeuti 
(u, Ill' 1l3), dove It E 1](2) (A), III E 1](2) (2'(1)), 113 E 1](2) (2'(3)) . 

Siano 11'11 (D) e 1112 (11) Ie trasfOl'lllazioni 

In virtu del teorema V Pesistenza di una soluzione « debole » 

del problema (17) - (18) per oglli tel'lllt di dati (f, 112 ,h) san\ 
allora pl'ovata qualora valga la seguente formula di maggiorazione 
per oglli vEC(E): 

1 1 1 

(22) (J v2 da:y + (J (b V)2 Ii a Y + (J (a(l) V)2 day < 
A I~ ~~ 

con k costante indipelldente da v. 
1. ... Bb/i (x) 1,»> a2 ahk (x) 

Ebbene, posto c* (x) = c (x) - 2' -Q'- + 2' Basi puo 
h UXh h,k Xh X," 

facilmente dimostrare il 
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TEOREMA VI: Se esiste una funzione wE 0 (E) tale che 

(23) /'J(w) + c*w > 0 in A+~ 

(23') w:::;;:O in A+~ 

(23") w<-Ibl su ~(l) + ~(2 ) 

(23"') 
aw 

~(3) aU) - - (bCI) - IX a(!)) w > 0 su 
al 

allora vale la (22) per ogni v di 0 (E) e qnindi esiste almeno una 
soluzione « debole » di (l7) - (18), qMlttnqne siano f E 2 (2) (A) , 

fl2 E 2 (2) (~(2 )), h E 2 (2) (~C3)) . 

La validita della (22) e, nelle ipotesi fatte Sll w, una facile 
conseguenza della formula di Green (13) del n. 2 scritta ponendo 
w al posto di II e v2 al posto di v. 

E bene mettere in evidenza il 
COROLLARIO: Se a(l) > 0 sn ~(3) , IX <0 su ~(3) e c (x) < - M in 

A + ~ (essendo M una costante positiva opportunamente g1'ande) allm'a 
la funzione w soddisfacente alle (23) ••. (23 '11 ) esiste certamente e 
quindi esiste la solttzione «debole» per ogni terna (f, fl2 , h) , 

Si prenda infatti, come e ora possibile essendo aCI) > 0 SU 
~(3), UIla funzione w E 0 (E) e tale che 

10 < 0 in A + ~ , w < - I b I su ~(l ) + ~(2) 

a CI ) oW _ b(!) w > 0 SU ~(3) 
a 1 

La (23"1) e verificata di conseguenza essendo IX < 0; e se 
c < - M , con M sufficieIltemente grande, e ovvio che w veri fica 
anche la (23). 

Si osservi a proposito dell'ipotesi aCI) > 0 su ~(3) che essa in 
sostanza si riduce a supporre a l l ) > 0 suI bordo di ~ (3) , perche 
Ilegli altri punti di ~ (3) (tCI) e gia in ogui CaSo positivo, per il modo 
come e definito (v. n. 3). 

Si pub ora porre la q llestione deli'uuicita della soluzione 
« debole» cosl trovata; il problema e aperto, e in particolare e 
aperto il problema di sapere se nelle ipotesi del teorernR II del n. 3, 
ill cui c'e I'lIl1icita della soluzione nella classe 0 (E), c'e anche l'uni-
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cita della soluzione «debole ». Possiamo solo osservare che dal 
teorema V di Fichera segue cue l'unicita della soluzione «debole» 
equivale ad un teorema di completezza hilbertiana e precisamente: 

TEOREMA VII. Oondiziolle necessaria e sufficiente per l'unicita 
della soluzione «debo1e» di (17)-(18) e cite i vettot'i di componenti 

E'" (v) -in A , a(!.) : ~ - (b(l) -" a(l)) v su ~(3) , b v su ~(1) costituiscano una 

base ((1 varia1'e di v in 0 (E) per lo spazio d-i Hilbert dei vettod di 
compollenti j~ di c1asse £ (2) (A) , f2 di c1asse £ (2) (~ (2 )), e b f3 di 
c1asse £ (2) (~ (ll) • 

Ritorneremo in segui to nel caso totalmente ellittico e parabo
lico del tipo del calore suI problema dell'unicita. 

Altri problemi interessanti e tllttora aperti relativi aIle solu
zioni «deboli» sono i seguenti. 

Vuso del principio esistenziale del FICHERA (teorema V) permette 
di studiare il problema (17)-(18) quando esso sia risolubile pel' ogni 
terna (f, f-l2' It) dei dati e dunque in ipotesi presumibi1mente di uni
cita. In generale pero non ci si trovera in queste condizioni, ma e 
p1'esumibile che debba val ere un teorema deIl'alternati va. Come e 
d'abitudine ill q uestioni di questo tipo si puo aUora t.entare, una volta 
risolto il problema nei casi di unicita, di tradurl'e il caso generale 
in un'equazione funzionale del tipo di Riesz. Ma la cosa potra pre
sentare difficolta. Una nuova via utile da seguire peril conse
guimento del teorema dell'alternativa puo essere anche l'uso di un 
principio esistenziale di S. FAEDo [5], estensione del teorema V 
sopradetto; rna per esso e per la sua applicazione al problema 
(17)-(18) si veda la conferenza di S. Faedo unita al presente corso. 

Prima di chiudere questo numero sullo studio esistenziale del 
problema (17)-(18) dal punto di vista delle soluzioni deboli e neces
sario segnalare due recenti iJlteressanti lavori di J. L. LIONS [12a,b] 
sull'esistenza di una soluzione debole divel'sa da quella da noi in
trodotta; in essi il problema regolare e studiato addirittura per 
equazioni d'ol'dine qualunqae, trattasi pero dei soli casi delle equa
~ioni ellittiche e di una classe particolare di quelle del tipo del 
cal ore e 10 studio delle condizioni al contorno e fatto in modo 
menD preciso di quanto noi fal'emo !lei seguenti n. 5. e 8 per la 
soluzione da noi considemta (*), 

c) Dnrante la correzione d elle lJozze 8000 venuto a conoscell7.a di nn llUOVO 

la.vOl'O di J. L. LIONS, che nscira sni Reports dell'University of Kansas, Lawrence, 
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n. 5. Il caso dell' equazione ' ellittica: «regolarizzazione » della 

soluzione debole, il teorema di inversione della /ol'muladi Green. 
Nel n. precedente abbiamo considerato l'esistenza di una solu

zione «debole» del problema. Sipone ora la q uestione di vedere 
se essa e auche solllzioJle «forte», cioe se possiede ulteriori p1'o
prieta di rf'golarita, clle dipellderallJlo ovviamente dal tipo di ope
ratore differen~iale COli sid erato. II problema e quanto mai complesso 
in generale. Oi limiteremo percio a studiare il caso ellittico e quello 
parabolico del tipo del calOl·e. 

Iniziamo dal caso ellittico; in q uesto caso .s(3) coincide con 
tutto .s, cLe suppol'remo dUllque per semplicita essere un'unica 
superficie regolal'e di classe 0 2• Malltelliamo anche Ie altre ipotesi 
fatte lIei 1111. 3 e 4 sui coefficienti eli E (u) e snll'asse 1 e su a. 

II problema regolare diventa ora 
(17) jiJ(u)=fin A 

(18') 
au at + ex It = It sn .s 

Osserviamo che ora risuHa aU) > 0 in tutto .s. II corollario 
del teorema VI ci assicura dUlIque la validita del 

TEOREMA VIII. Be E (u) e ellittico in A + .s , a < 0 su .s e 
c (x) < - M Slt A + .s (con J;1 sujficientemente grande) esiste lt1la 80-

lttzione debole del problema «1'egollt1'e» e precisa,mente: assegnate 
comltnqne due junziolli j E 2 (2) (A) e It E 2 (2) (1:') esistono in con'ispon

denza due funzioni It E 2(2) (A) e fh E 2(2) (1:') tllli cite 1'isulti 

(24) rtlZJ It v d a + fIV d x = J fh [nl!.) : ~ -
~ A ~ 

_(l!lll-OGa(l))V]da+ J uE*(v)dx 

A 

per ogni v E 0 (E) . 
La «regolarizzazione» di tale soluzione «debole» nell'interno 

di A , cioe 10 studio delle proprieta differellziali di u nell'interno 
di A e nn fatto ormai ben noto, trattandosi di un'equazione eUit
tica; esso lion e legato aHe cOlldizioni al contorno ed e comune 
agli alt1'i problemi al contorllO (problema di Dirichlet e di Neumann 
o misto). Non ci soffermeremo percio sn di esso rimandando per 

june 1957, nel qllale il problema regolare per Je equazioni paraboliche del tipo 
del calore in domini cilindl'ici e studiato dal punto di vista esistenziale mediante 
un pl'ocedimento, introdotto per 10 studio dei problemi di propagazione per la 

prima volta da S. FAEDO. 



17

[379J II problema della derivata obUqua ecc. 17 

notizie piu precise e indicazioni a [13d]. Oi limiteremo solo a 
osservare che, usando ad esempio i ragionamenti svolti da L. Ame
rio in [1], si puo dimostrare cLe se u e soluzione «debole» del 
problema, essa vel'ificft allebe Ie seguenti jot'mule di Green: 

(25) 

(25') 
_ - j(y) s (x, y) d Y + fl (y) til) (y) a Sa(~~ y) -It (x) = ! J J I 

0- A :E 

- [b(l) (y) - a (y) nU) (y)] s (x , y)} d Oy -I n(l) (y) h (y) s (;v , y) d Oy 

:E 

rispettivamente per x quasi,ovunque in A e pel' x esterno ad A, 
dove s (x ,y) e ulla soluzione fondamentale dell'equazione E (u) =0 ; 
dunque in partico]are se jE £,(2) (A), ?t ha derivate seconde di qua

(Zt'ltto sommabile in ogni dominio intM'no ad A e verijiclt quasi ovunque 
in A l' equazione E (It) = j, se j e inoltre localmente hOlilerianlt in A, 
u ha derivate seconde' loclllmente hOlder'illne in A e verijica la E (u) = j 
in ogni punta di A . 

Questa osservazione e assai utile anche per l'ulteriore problema 
della «regolarizzazione» della so]uzione « debole »: la «regolariz
zazione alIa froutiel'a », cioe l'interpretazione della coudizione a1 
contorno (18'). Poiche u verifica Ie (25)-(25') si puo infatti utilizzare 
il cosidetto teorema di inversione delle jonnule di Green suI quale 
ora ci soffermeremo. 

TEOREMA IX. Se j, fl' h, u sono jUllzioni rispettivamente di 
classe £,\2) (A), £,\1) (2), £,(1)(2), £(1) (A) e verijicano lit (25) per quasi-tutti 

gli x di A e la (25') per tutti gli x esterni ad A , allorasi ha, per 
quasi tutti i punti ~ di 2: 

lim u (x) = fl (~); lim [a u (x) + a (~) u (X)} = h (~) 
x-~(su v;) X-~(SU v;l a l;; 

Questo teorema e dovnto a L. AMERIO [1] lIel caso cbe 1 = 'II 
su 2. Per il caso 1 =1= v si veda [13b] e [13c]; la dimostrazione 
data ill [13b] ricone alIa teol'ia degli integrali e delle equazioni in
tegrali singolari, teoria cLe puo in realta evitarsi; con dimostrazione 
assai piu semp1ice, come e fatto in [13c 1 e come ora vedremo; un 
teorema analogo, re]ativo al sistema all'elasticit,a, trovasi gia ill 
un lavoro di G. FICHERA [6d]. 

II teorema IX segue immediatamellte dal preventivo studio 
di cede formule limiti dei potenziali generalizzati eli dominio, 
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di semplice strato e di doppio strato obliquo: 

Wi (X) = J 01 (y) S (X , y) d y, 

A 

W2 (X) = f 02 (y) S (X , y) d Oy , 

:E 

J 8 s (x, y) 
wa (x) = 03 (y) ~-- d Oy ; 

:E 

e precisamente: pel' quasi-tutti gli ~ di ~ si ha 

(26) lim [Wi (x') - Wi (x)] = 0; (26') lim [8 Wi (;1:') _ 8 Wi (X)] = 0 ; 
a 1< 8 1< 

(27') lim [8 w2 (x') _ 8W 2 (,v)1 = °z (~) . 
8 II; 8 II; a(l)(~) , 

(28) lim [wa (x') - w2 (x)] = - ~;)(f~) ; 

(28') 

dove x - ~ su vt e x' e il simmetrico di x rispetto a ~ su VI;. 

Queste formule sono ben note nel caso 1 = V (v. ad es. 
l'esposizione contenuta nella monografia [16aJ di C. MIRANDA, cui 
rinvio senz'altro pel' tutte queUe proprieta di teoria del potenziale 
ormai note, che avremo bisogno di ricordare qui e nel seguito). 

Nel caso I =F v, rimanendo ovviamente immutate Ie (26), (26') 
(27), occorre dimostrare Ie (27'), (28), (28'); esse si possono dimo
strare direttamente con artifici e ragionamenti del tutto analoghi a 
queUi che si usano nel caso 1 = v, opportunamente completati. (Si 
veda ad es. per la (28') [14]). 

Oi limiteremo qui per semplicita a darne Ia dimostrazione nel 
caso che sia E (u) = LIz u e m = 3, usando pero di un divel'so arti
ficio, che ci sara utile anche in altra questione. Le dimostrazioni si 
possono ripetere anche nel caso di E (u) • 


