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INVARIANTS DES PAIRES D'ESPACES

APPLICATIONS A LA TOPOLOGIE DIFFERENTIELLE.

J. Cerf (Nancy)

Introduction. Soit V une variété compacte de classe Cfb; le grou-
pe de tous les difféomorphismes de V est muni naturellement de deux to-
pologies: la topologie Cm, ou topologie de la convergence uniforme des dé-
rivées de tout ordre 7 0 (muni de cette topologie, on note ce groupe G);
et la topologie Co, ou topologie de la convergence uniforme (muni de cet-
te topologie, qui est moins fine que la précédente, on note ce groupe G').
Lorsque G a unbord, le groupe qu'on considére est celui des difféomorphi
smes qui sont tangents d'ordre infini & 1'application identique le long du bord.

Prenons l'exemple V = D" (disque fermé de dimension n). La
classique rétraction d'Alexander montre que G' est contractile; donc

Tri (G'Y = 0 pourtout i3 0. Par contre, on sait depuis Milnor qu'en

général Tl.o (G) n'est pas nul; toutefois la rétraction d'Alexander montre

que tout i-lacet de G est homotope & un i-lacet arbitrairement petit au sens

de G'; dans ce cas les groupes A i ("groupes d'homotopie locaux''), qu'on
définira, sont canoniquement isomorphes aux groupes TTi (G). Ceciest di
évidemment au fait que Dn est contractile; en général, on obtient une suite
exacte reliant les groupes )\i, les groupes Tl’l (G), et certains groupes
I\Ai qu'on définit: dans certains cas, ces groupes ]\*i s'identifient aux

groupes 'ﬂ'i (G').

Dans une premiére partie (n. ® 1, 2et 3), on fait une étude, d'un ca
ractére général, des groupes /\ ; et IM, i; on établit notamment le théore

me d'isomorphisme entre les groupes . et les groupes d'homotopie fai-
P group P"l g

bles pour les espaces ''presque localement connexes en toute dimension'.
p q
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Dans une second partie (n, 4), on applique ces résultats 4 certains
espaces de difféomorphismes; on cherche d'une part & obtenir des renseigne-
ments sur leurs groupes rwi, et d'autre part & montrer que ces espaces
sont "presque localement connexes'', de sorte que, d'aprés la premilre par-

tie, leurs groupes I\*i s'identifient a leurs groupes d'homotopie faibles.

1. Définition et premiéres propriétés de groupes A i et lui

On appellera espace bitopologique (E', E) un espace muni de deux

topologies telles que celle de E (dite "topologie forte") soit plus fine que
cellede E' (dite "topologie faible").

On appellera paire topologique un couple (A, B) d'espaces topologi-

ques, tel que B s'identifie 4 une partie de A, munie d'une topologie plus
@ que celle induite par A. A la paire (A, B) est canoniquement asso-
cié un espace bitopologique, qu'on note (B', B). (B' s'identifiea B com
me ensemble et sa topologie est celle induite par A).

Soit (E', E) un espace bitopologique; un chemin presque continu

dans (E', E) est une application X : [0, 1] —> E, faiblement conti-
nue sur (‘0, 1] , fortement continue sur ]0, 1:] . On note _7-_1 (E', E)
(ou, lorsqu'il n'y a pas de confusion possible, 2 (E), oumfme 2. ) l'e

space des chemins presque continus dans (E', E), muni de la topologie sui-

vante: la topologie borne supérieure de la topologie de la convergence unifor-

me des applications ]_0, 1] —>E', etdela topologie de la convergence uni
forme sur tout compact des applications ]0, 1] —> E.

Soient x et y deux points de E; on utilisera les sous-espaces

suivants de 2

~

2){ (chemins d'origine x)
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lad
ny (chemins d'origine x et d'extrémité y)
-2 fl § .
2 % sera noté J % (espace des lacets presque continus

d'origine x)
On convient de noter encore x le chemin constant en x.

Définitions. 2 On pose:

o

1) Pourtout i} 0 : 'Ti'i( > . (E',E);x) = /\ i(E" E;x)
(i-eme groupe d'homotopie local de (E', E) au point x).

2) Pourtout i1 : ”Tri-l ( ﬁ X (E', E);x) = /h'i (E', E;x)
(i-éme groupe d'homotopie mixte de (E', E) au point x).

Propriétées  ( (E', E) désigne un espace bitopologique et x un
point de E)

1) Caractére local des )\ ; Soit (V"«.V) un voisinage faible de x;
pa:;homothétie, tout compact K deN Zx (E', B) se rétracte/\c{lans
Zx (V', V), defagonque K I\ ;Zx (V', V) reste dans ,\,Ex (v, v);
donc 1'application canonique: T ; (2 . (V', V)x) = TTi (2 X (E', E);x)

est un isomorphisme; d'ot 1'isomorphisme:
>\1(V" V%) > /\i (E', E; x).

Donc plus généralement: soit (U', U) un autre voisinage faible de x;

>\, (V', V;x) et )\i (U', U; x) sont canoniquement isomorphes.

2) Soit F une partie ouverte et fermée de E (autrement dit, fortement
ouverte et fermée), et soit x &€ F. Alors, pour tout i > 1, >\1(F" F; x)
(resp. }\A ; (F', F; x)) s'identifie canoniquement & )\i (E', E; x)

1
)Je dois & M, B. Morin de m'avoir signalé que les définitions données en
L2] pouvaient &tre mises sous cette forme trés maniable.
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(resp. ,“i (E', E);x)).
(En effet, pour i3> 1, un'"i-lacet local" et un "i-lacet mixte' ont
des images fortement connexes).

3) La suite exacte et la suite exacte complétée.

Le lemme suivant se démontre exactement comme un lemme (bien connu)
de Serre:

[
Lemme. L'application canonique Zx (E', E; x) —> E (qui 4 tout che-
min presque contenu d'origine x associe son extrémité) est une fibration
de Serre, de fibre -O.x (E', E; x). (On notera que cette fibration n'est pas
surjective en général. )

La suite exacte d'homotopie de ce fibré donne immédiatement la suite

exacte:
SR o= A ELEx) DT Ex) — (B Ex)
A BLEN) —> o EER) 2> AELEN > TE

Définition de [-*., (E',E;x). La relation "il existe un chemin pre-
7
sque continu d'origine y et d'extrémité y

' ' n'est pas en général une re

lation d'équivalence entre points y et y' de E; lorsque c'est une rela-
tlon d'équivalence, on peut définir f"o(E‘, E;x): c'est l'ensemble pointé quo
tient de¢ E (pointé en x) par cette relation d'équivalence. Alors la sui-
te exacte (1) se prolonge naturellement comme suit:
... = b (B BN SAEEN - T, B0 —
"'")r"o(E',E;X) - 0

Exemple. La condition ci-dessus est remplie dans le cas d'un grou-
pe bitopologique (G',G). En effet, si 3 est un chemin presque continu

d'origine y et d'extrémité y', alors y'. 5_1. y est un chemin pre-
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sque continu d'origine y' ) et d'extrémité y. Etsi X' est un chemin
presque continu d'origine y' et d'extrémité y', alors 5' . y'-l. )f
est un chemin presque continu d'origine y et d'extrémité y".

Un autre exemple sera donné plus loin (2° du théoréme 3).
4 ) Chemins presque continus dans les espaces de lacets mixtes.

~

Outre la topologie dont on a muni 'Qx’ considérons sur le m®8me espace

la topologie faible _O.‘x (celle de la convergencg\uniforme des applica-

tions [0, 1] ~—> E', qui, par définition de N " est moins fine que

).
X ~

Soit A& ﬂx; supposons qu'il existe un chemin presque continu

dans ( ﬂ 'x’ ‘O“x)’ d'origine x, d'extrémité A ; autrement dit,

T - 2 . .
qu'il existe une application { : I' —> E, faiblement continue, fortement

continue pour t > 0, telle que:

Yaxdolby v (91x1))=1x’7
a/(t, 1) = d (t) pourtout t¢ I

Soit { 1'application 12 — 1% défini par:

(1 - 2u (1-1),1) pour 0 Sug$
Lf(t,u) =
(t, 2t (1-u) + 2u - 1) pour % <ucgl

Alors a/o (P définit un chemin continu dans ﬂx, d'origine x,
d'extrémité o . Comme, pour i > 1, un i-lacet mixte s'identifie &
un 1-lacet dans un espace de (i-1)-lacets, on peut énoncer:

Soit 1 > 1; soit A un i-lacet mixte d'origine x dans (E',E).
Pour que ol soit homotope & 0, il suffit qu'il existe un chemin presque

continu d'origine x, d'extrémité A . Soit en plus (f un tel chemin;
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il existe une homotopie de X & x ayant m€me image dans E que Y

Application: groupes I“i des espaces presque contractiles.

Définition. Seit (E',E) un espace bitopologique; soit x € E.

On dit que (E',E) est presque contractile sur x s'il existe une applica-

tion h : E X I —> E, faiblement continue (i.e.,continuede E' x I

dans E'), fortement continue sur E X JO,I] , et telle que:
h(y,0 =y e hiy 1) = x pour tout y & E.

Il est immédiat, compte tenu de ce qui précede, que si (E',E) est

presque contractile sur x, alors Ni (E',E;x) = 0 pourtout i>1
T

(et m&éme pout tout i 2 0, si Mo existe).

Exemples.

1. L'espace ix (E',E) est presque contractile sur le chemin
constant x.

2. Le groupe (G',G) relatif a la boule (cf. Introduction) est pre-
sque contractile sur son élément neutre (donc sur chacun de ses points).

3. Soit f la demi-boule fermée nord de Dn; soit (P',P) l'e-
space bitopologique des plongements Cm de 6A dans D" qui sont
Coo- tangents & 1'identité en tout point de Uo N Sn-l; (P',P) est presque
contractile sur chacun de ses points; dont tous ses ,4 i sont nuls; mais
tous les Tl'i (P) sont nuls aussi (cf. [1] , 11, 4.2,2); donc, d'apres la
suite exacte (1'), ses groupes d'homotopie locaux sont tous nuls.

4, Silatopologie de E' est grossiére, alors (E',E) estpre-
sque contractile sur chacun des ses points. Les composantes connexes for-
tes des espaces de jets des espaces des plongements, munis de la topologie

quotient de la bitopologie (C@ ,Cm), sont de ce type; (ceci est une généra-
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lisation de [11 , appendice au chapitre III).

5) Lacets forts qui sont homotopes & zero en tant que lacets mixtes.

Par un procédé trés analogue & celui utilisé ci-dessus (propriété 4°) on
montre: Soit i 2 1; soit o un i-lacet d'origine x dans E (autre-
ment dit, un i-lacet fort). Si o est homotope & 0 en tant que lacet
mixte de (E',E), alors « est extrémité d'un chemin presque continu
d'origine x dans l'espace des i-lacets de E. Soit en plus J une ho-
motopie de 0< 4 0 (entant que lacet mixte) alors il existe un tel che-
min presque continu ayant méme image dans E que (r .

2. Le théoréme d'isomorphisme pour les paires presque n-localement

connexes,

Préliminaires: paires n-localement connexes: théoréme d'isomor-

phisme.
Notations. Soit A un espace topologique; on notera Zn (A)

l'espace des n-cubes'singuliers & valeurs dans A, et Zn (A) 1'espace
des applications continues du bord D " de 1" dans A,
Définition 1. Soit (f,g) : (A,B) — (C,D) un morphisme de

paires topologiques. Soit x & A; on dit que (f,g) est faiblement ouverte

en x sipour tout voisinage U de x dans A il existe un voisinage
V de f(x) dans C telque g(UN B)D VN D
Définition 2, Soit f : A —> C une application continue. On
appelle relevée de f et on note S’l (f) (ou simplement S’ (f) ) 1'appli-
cation (canoniquement definie par f):
<1

2 (A) = Z;(C), ol Zfl(C) est le sous-espace de

21 (C)» A x A formé des triples ( 5/ ,X,y) tels que a, = f(x)
et (1 = 1 (y).
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Pour un morphisme (f, g) de paires topologiques, le relevé Sl(f, g)
est par définition ( ?1 (f), S’l (g) )

On note S’z (f) le relevé de S’l (f), ete.

Définition 3. Soit (f,g) : (A,B) — (C,D) un morphisme de
paires topologiques. Soit x & A; sile n-éme relevé S’n (f,g) est fai-

blement ouvert en x, on dit que (f,g) est n-localement connexe (n-l.c.)

en X

Exemples. Soit (f,g) le morphisme (A,B) —> (0, 0), od 0
est un espace ayant un seul point (evidemment, (f,g) est bien déterminé
par la donnée de (A,B) etde 0). Soit x € A; dire que (f,g) est fai-
blement ouverte en x, c'est dire que B est densedans A en x, au-
trement dit que x € B.

Le relevé gl (f,g) estle morphisme ( 2 l(A), ZI(B)) =
(A), il(B)) canoniquement défini par f; et plus généralement
¢ (f,g) estle morphisme ( X (A), Z'(B) => ( .Zn(A), 'Zn(B))

canoniquement défini par f. La n-locale connexionde (f,g) en x équi

..->( 1

s M-

vaut donc bien & la n-locale connexionde (A,B) en x, ausens ouellea
6t¢ définie en [1] , p. 344,

Lemme. Soit (f,g) : (A,B) —> (C,D) un morphisme de paires
métrisables. Si (f,g) et gl (f,g) sont ouvertes en tout point de A,
alors 5’1 (f,g) est ouverte en tout point de Zl (A).

Ce lemme généralise 4 la foisle 1) etle 2) dulemme 2 de [11 ,
p. 345; sa démonstration est trés analoque & celle du 1) de ce lemme.

Application. Soit comme plus haut le morphisme (f, g):(A, B)—>(0, 0)
défini par (A,B). Si B estdensedans A, etsi (A,B) est n-lec.

pour tout n % 0, cela signifie que SJn (f,g) est faiblement ouverte sur

10



