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INVARIANTS DES PAIRES D'ESPACES 

APPLICATIONS A LA TOPOLOGIE DIFFERENTIELLE. 

J. Cerf (Nancy) 

(b 
Introduction. Soit V une variete compacte de classe C ; Ie grou-

pe de tous les diffeomorphismes de Vest muni naturellement de deux to­

pologies: la topologie COO, ou topologie de la convergence uniforme des de­

rivees de tout ordre ~ 0 (muni de cette topologie, on note ce groupe G); 

et la topologie Co, ou topologie de la convergence uniforme (muni de cet­

te topologie, qui est moins fine que la precedente, on note ce groupe GI). 

Lorsque G a un bord, Ie groupe qulon considere est celui des diffeomorphi 

smes qui sont tangents d'ordre infini a II application identique Ie long du bord. 

Prenons l'exemple V = Dn (disque fer me de dimension n). La 

classique retraction d'Alexander montre que GI est contractile; done 

If. (G I) = 0 pour tout i ¥ O. Par c~ntre, on sait depuis Milnor qulen 
1 

general "lTD (G) nlest pas nul; toutefois la retraction d'Alexander montre 

que tout i-Iacet de G est homotope a un i-Iacet arbitrairement petit au sens 

~; dans ce cas les groupes A. ("groupes d'homotopie locauxH ), qulon 
1 

definira, sont canoniquement isomorphes aux groupes IT. (G). Ceci est ciU 
1 

evidemment au fait que Dn est contractile; en general, on obtient une suite 

exacte reliant les groupes ~., les groupes If. (G), et certains groupes 
1 1 

jlAi qulon definit: dans certains cas, ces groupes r i s'identifient aux 

groupes 1T. (GI). 
1 

S 
Dans une premiere partie (n. 1, 2 et 3), on fait une etude, d'un c~ 

ractere general, des groupes f... et 1\1..; on etablit notamment Ie theore 
1 lI-

me d'isomorphisme entre les groupes r i et les groupes d'homotopie fai-

bles pour les espaces "presque localement connexes en toute dimension". 
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Dans une second partie (n. 4), on applique ces resultats a certains 

espaces de diffeomorphismes; on cherche d'une part a obtenir des renseigne-

ments sur leurs groupes r"'r et d'autre part a montrer que ces espaces 

sont "presque localement connexes", de sorte que, d'apres la premiere par-

tie, leurs groupes r i s'identifient a leurs groupes d'homotopie faibles. 

1. Definition et premieres proprietes de groupes A i ~ JLI. i 

On appellera espace bitopologique (E', E) un espace muni de deux 

topologies telles que celle de E (dite "topologie forte") soit plus fine que 

celle de E' (dite "topologie faible"). 

On appellera paire topologique un couple (A, B) d'espaces topologi­

ques, tel que B s'identifie a une partie de A, munie d'une topologie plus 

fine que celle induite par A. Ala paire (A, B) est canoniquement asso­

cie un espace bitopologique, qu'on note (B', B). (B' s'identifie a B com 

me ensemble et sa topologie est celle induite par A). 

Soit (E', E) un espace bitopologique; un chemin presque continu 

dans (E', E) est une application t: (0, 1J ~ 

nue sur [0, 1J ' fortement continue sur ]0, iJ 
E, faiblement conti­

On note i1 (E', E) 

(ou, lorsqu'il n'y a pas de confusion possible, 2. (E), ou m~me 2: ) l'~ 
space des chemins presque continus dans (E', E), muni de la topologie sui­

vante: la topologie borne superieure de la topologie de la convergence unifor­

me des applications [0, 1J -7 E', et de la topologie de la convergence un,i 

forme sur tout compact des applications ] 0, ~ -> E. 

Soient x et y deux points de E; on utilisera les sous -espaces 

suivants de :2 
"" 
Lx (chemins d'origine x) 
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'"'" z (chemins d'origine x et d'extremite y) 
"-""" xy 

2- xx 
sera note J2 (espace des lacets presque continus 

x 
d' origine x) 

On convient de noter encore x Ie chemin constant en x. 

DAf' 't' 1) 0 e 1m lOns. n pose: 

1) Pour tout i ~ 0 :Tr, { 2. (E',E);x) 
1 x 

{i-erne groupe d'homotopie local de (E', E) au point x), 

1\ , (E', E;x) 
1 

2) Pour tout i ~ 1 :1f, 1 {12 (E', E);x) = 
1- X 

J\ (E', E;x) 

{i-erne groupe d'homotopie mixte de (E', E) au point x), 

Proprietees { (E', E) designe un espace bitopologique et x un 

point de E) 

1) Caractere local des A , Soit (V', V) un voisinage faible de x; 
1 ;;::.. 

par homothetie, tout compact K de 2 (E', E) se retracte dans 
~ ........ x """'" 
2: (V', V), defa90nque K (I L (V', V) restedans 2:' (V', V); 

x _x ~ x 
donc l'application canonique: "'If, {"I. (V', V);x) -) 11", {2. (E', E);x) 

1 x 1 X 

est un isomorphisme; d'ou l'isomorphisme: 

A , (V', v; x) -=-) /\, (E', E; x), 
1 1 

Donc plus generalement: soit (V', U) un autre voisinage faible de x; 

"j." (V', V; x) et A (V', v; x) sont canoniquement isomorphes, 
-1 1 -

2) Soit F une partie ouverte et fermee de E (autrement dit, fortement 

ouverte et fermee), et soit x t- F, Alors, pour tout i ~ 1, A, (F', F; x) 
1 

(resp, JIA, (F', F; x)) s'identifie canoniquement a A, (E', E; x) 
1 1 

1) Je dois a M, B, Morin de m'avoir signale que les definitions donnees en 
[2J pouvaient ~tre mises sous cette forme tres maniable, 
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(resp. r i (E', E)jx)). 

(En effet, pour i? 1, un "i-lacet local" et un "i-lacet mixte" ont 

des images fortement connexes). 

3) La suite exacte et la suite exacte completee. 

Le lemme suivant se demontre exactement comme un lemme (bien connu) 

de Serre: 
/'V 

Lemme. L'application canonique L (E', E; x) -) E (qui a tout che­
x 

min presque contenu d'origine x associe son extremite) est une fibration 

de Serre, de fibre ..Ii (E', E; x). (On notera que cette fibration n'est pas 
x 

surjective en general. ) 

La suite exacte d'homotopie de ce fibre donne immediatement la suite 

exacte: 

(1) -4 A. (E', E;x) -) If. (E;x) -> \L<.. (E', E;x) -> 
-)A (E' E'x) -> 

i-I " 

1 1 I . 1 -) rl (E',E;x) -) t\(E',E;x) -> 1io(E;x) 

Definition de r-~ (E', E;x). La relation "iI existe un chemin pre-
} 

sque continu d'origine y et d'extremite y' " n'est pas en general une r~ 

lation d'equivalence entre points y et y' de E; lorsque c'est une rela­

tion d'equivalence, on peut definir to(E',E;x): c'est l'ensemble pointe qu~ 

tient de E (pointe en x) par cette relation d'equivalence. Alors la sui­

te exacte (1) se prolonge naturellement comme suit: 

(1') -) h {E',E;x) 4Ao(E',E;x) ._) Ifc(E;x)-;> 

-:>f~E', E;x) -) 0 

Exemple. La condition ci-dessus est remplie dans Ie cas d'un grou­

~ bitopologique (G', G). En effet, si ~ est un chemin presque continu 

.It -1. d' origine y et d' extremite y', alors y'. (J y est un chemin pre-
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sque continu d'origine y' i et d'extremite y. Et si t, est un chemin 

presque continu d'origine y' et d'extremite y", alors ~'. y,-l. K 

est un chemin presque continu d'origine y et d'extremite y". 

Un aufre exemple sera donne plus loin (2" du theoreme 3). 

4) Chemins presque continus dans les espaces de lacets mixtes., 

Outre la topologie dont on a tnuni 15., considerons sur Ie m~me espace 
x 

la topologie faible JlI (celle de la convergence uniforme des applica-
x ~ 

tions [0, 1] .--.;> E', qui; par definition de J2. , est moins fine que 
x 

"" Jl ). 
x -

Soit J... t- JL ; supposons qu'il existe un chemin presque continu 
,..., x 

dans (JL' , Jl ), d'origine x x 
x, d'extremite ,j, ; autrement dit, 
2 

qu'il existe une application r: 1 ~ E, faiblement continue, fortement 

continue pour t > 0, telle que: 

f }.( (I x ~ O~ ) V 
l O(t, 1) = d.. (t) 

( D 1)( I)) = i x~ 
pour tout t t- 1 

Soit f l'application 12 -) 12 defini par: 

Alors 

{ 
(1 - 2u (l-t), t) 

r(t, u) = 
(t, 2t (l-u) + 2u - 1) 

pour 0 ~ u ~ ~ 

pour i ~ u $ 1 

"" 
definit un chemin continu dans Jl , d' origine x, 

x 
d'extremite ,J.. Comme, pour i) 1, un i-Iacet mixte s'identifie a 
un l-lacet dans un espace de (i-l}-lacets, on peut enoncer: 

Soit i ~ 1; soit rJ... un i-Iacet mixte d'origine x dans (E',E). 

Pour que d... soit homotope a 0, il suffit qu'il existe un chemin presque 

continu d'origine x, d'extremite d... . Soit en plus 0 un tel chemin; 
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il existe une homotopie de'-<' a x ayant mem,e image dans E que Y 
Application: groupes rides espaces presque contractiles. 

Definition. Soit (E', E) un espace bitopologique; soit x ~ E. 

On dit que (E', E) est presque contractile sur x s'il existe une applica­

tion h : E ;r. I ~ E, faiblement continue (i. e. ,continue de E';t. I 

dans E'), fortement continue sur E 'f. J 0, il ' et telle que: 

h (y, 0) = y et h (y, 1) = x pour tout y f. E. 

nest immectiat, compte tenu de ce qui precede, que si (E', E) est 

,,-pr:...:e:...:s:...;qo.;:,u:.;:,e...;c:...;o:,:;n;,;.,:tr:...;a:...;c:.;:,tl::::·l.;:,.e -"s:,:;u.;:,.r--=x::.!,--=a=1"",or:...;s=----+M· -'..(E,-=--,' , __ E-,-;.c::x,-) _=_0=---.L.p-=-ou.:.:;r:.......:..to:...:u::..:.t--=i::........::.~_1_ 
- I 1-

(et meme pout tout i 4 0, si 

Exemples. 

/ko . existe) . 

1. L'espace 

constant x. 

2- (E' E) est presque contractile sur Ie chemin 
x ' 

2. Le groupe (G', G) relatif a la boule (cf. Introduction) est pre-

sque contractile sur son element neutre (done sur chacun de ses points). 

3. Soit f la demi-boule fermee nord de Dn; soit (P', P) l'e-

space bitopologique des plongements C (I'~ de 0 dans Dn qui sont 
jlO f),.., n-1 

C - tangents a l'identite en tout point de V , IS; (P', P) est presque 

contractile sur chacun de ses points; dont tous ses r i sont nuls; mais 

tous les IT" i (P) sont nuls aussi (cf. L 1] , II, 4. 2. 2); donc, d'apres la 

suite exacte (1'), ses groupes d'homotopie locaux sont tous nuls. 

4. Si la topologie de E' est grossiere, alors (E', E) est pre-

sque contractile sur chacun des ses points. Les composantes connexes for­

tes des espaces de jets des espaces des plongements, munis de la topologie 

quotient de la bitopologie (C fJ , C~, sont de ce type; (ceci est une genera-
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lisation de [11 , appendice au chapitre III). 

5) Lacets forts qui sont homotopes a zero en tant que lacets mixtes. 

Par un procede tres analogue a celui utilise ci -des sus (propriete 40 ) on 

montre: Soit i ~ 1; soit rX un i-Iacet d'origine x dans E (autre­

ment dit, un i-lacet fort). Si cJ. est homotope a 0 en tant que lacet 

mixte de (E', E), alors ,J., est extremite d'un chemin presque continu 

d'origine x dans l'espace des i-Iacets de E. Soit en plus June ho­

motopie de rJ.. a 0 (en tant que lacet mixte) alors il existe un tel che­

min presque continu ayant meme image dans E que 1 . 
2. Le tMoreme d'isomorphisme pour les paires presque n-Iocalement 

connexes. 

Preliminaires: paires n-Iocalement connexes: tMoreme d'isomor­

phisme. 

Notations. Soit A un espace topologique; tin notera z'n (A) 
• 

l'espace des n-cubessinguliers a valeurs dans A, et 2:..n (A) l'espace 

des applications continues du bord D In de In dans A. 

Definition 1. Soit (f, g) : (A, B) ~ (C, D) un morphisme de 

paires topologiques. Soit x f A; on dit que (f, g) est faiblement ouverte 

en x si pour tout voisinage U de x dans A il existe un voisinage 

V de f (x) dans C tel que g (U 11 B):) V n D. 

Definition 2. Soit f : A -> C une application continue. On 

appelle !'.~evee~ et on note ~1 (f) (ou simplement ~ (f)) l'appli­

cation (canoniquement definie par f): 

2,1 (A) -) '2: (C), ou L: (C) est Ie sous -espace de 

2:,1 (C) 'A A )< A forme des triples (,r, x, y) tels que ~ p = f (x) 

et 0 1 = f (y). 
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1 
Pour un morphisme (f, g) de paires topologiques, Ie releve S (f, g) 

1 1 
est par definition ~ (f), ~ (g)), 

On note ? 2 (f) Ie releve de g1 (f), etc. 

Definition 3. Soit (f, g) : (A, B) .-=;:. (e, D) un morphisme de 

paires topologiques. Soit x E- A; si Ie n-eme releve :t (f, g) est fai­

blement ouvert en x, on dit que (f, g) est n-Iocalement connexe (n-I. c.) 

en x. 

Exemples. Soit (f, g) Ie morphisme (A, B) -:::> (0, 0), oil 0 

est un espace ayant un seul point (evidemment, (f, g) est bien determine 

par la donnee de (A, B) et de 0). Soit x E A; dire que (f, g) est fai­

blement ouverte en x, c'est dire que B est dense dans A en x, au­

trement dit que x ~ B. 

~ <1 ~ Le releve J (f, g) est Ie morphisme (t:- (A), ~ (B)) -> 
-'> ( 2.. I(A), ± 1(B)) canoniquement defini par f; et plus generalement 

~n (f, g) est Ie morphisme (;[n(A), L.n(B))"":"'-:;' (in(A)' in(B)) 

canoniquement dMini par f. La n-Iocale connexion de (f, g) en x eql!! 

vaut donc bien a la n-Iocale connexion de (A, B) en x, au sens oil elle a 

ete definie en [1] , p. 344. 

Lemme. Soit (f, g) (A, B) -> (e, D) un morphisme de paires 

metrisables. Si (f, g) et ~1 (f, g) sont ouvertes en tout point de A, 

alors ~1 (f, g) est ouverte en tout point de :E,1 (A). 

ee lemme generalise ala fois Ie 1 ) et Ie 2) du lemme 2 de [11 ' 

p. 345; sa demonstration est tres analoque a celle du 1) de ce lemme. 

Application. Soit comme plus haut Ie morphisme (f, g):(A, B)~(O, 0) 

defini par (A, B). Si B est dense dans A, et si (A, B) est n-I. c. 
n . 

pour tout n} 0, cela signifie que ~ (f, g) est falblement ouverte sur 


