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RESIDUS ET COURANTS
par

Pierre DOLBEAULT
(Université de Poitiers)

1. Introduction:

Soit X  une surface de Riemann et soit g une
fonction méromorphe sur un voisinage U d'un point P de X
ayant pour seul pdle P ; soit z une coordonnée locale sur U

telle que z(P) =0, alors g est holomorphe sur UsP et
égale au voisinage de P 4 une série de Laurent dont le coeffi-
cient du terme en z.-1 est appelé le résidu o de g en P ; en
fait o ° est un invariant de la forme différentielle méromorphe
fermee w = g(z)dz.

Sur USNP , 1la forme différentielle w définit un courant

w , c'est-a-dire une forme linéaire continue sur l'espace :{) (UNP)
des formes différentielles t.P , de classe c”® , a support
compact dans UNP , par la formule

’
w[y] = / LAY -
¢
Considérons maintenant, pour toute Y eﬁ)(U) , la limite :

T [1}/] = Eli—r‘r’) o ljzp'we/\ vy (valeur principale de Cauchy )

11 est facile de vérifier que cette limite existe et définit un
courant dont la restriction a4 UNP est w . De plus, si d=d' +d"
est la différentiation extérieure, d" étant la partie de d qui

augmente le degré en dz , on a
d"T = 29 i & 5P+d'B,

oll JP est la mesure de Dirac de support P et B un

courant, En particulier, on a :B =0 si P est un pdle simple,



P. Dolbeault

Soit maintenant X  une variété analytique complexe paracom-
pacte, de dimension complexe n, On dit qu'une forme différentielle
w de degré p définie sur X est méromorphe si elle contient
seulement des différentielles des coordonnées locales complexes et
si ses coefficients sont des fonctions méromorphes ; w est dite
semi-méromorphe si, localement, c'est le produit d'une forme diffé-

00 1

rentielle o , de classe C  par r oll f est une fonction

holomorphe; il est clair que l'on peut définir le faisceau des germés

de formes différentielles semi-méromorphes et qu'une forme semi-méro-
morphe sur un ouvert U de X est une section de ce faisceau au-
dessus de U . Si =% sur l'ouvert U , on appelle ltensemble

S = {x € U] f (x)= 0} un ensemble polaire de w sur U ; c'est

un ensemble analytique de U de codimension complexe 1 dans
le support de & ; il contient l'ensemble des points oh w n'est
pas c® ; le plus petit de ces ensembles sera dit 1'ensemble

polairede w/ U

Supposons maintenant dw=0 ; (w fermée), A la suite de H,
Poincaré (1887) [8] , J. Leray (1959) [7] a défini, dans le cas
des pbdles simples et lorsque S est lisse (sans points singuliers)
une (p-1l)-~forme différentielle fermée sur S qui généralise le
nombre résidue o en P ci-dessus. Avant lui, également guidés
par le mémoire de H. Poincaré, Kodaira (1951;1952) [5] , [6] , L.
Schwartz (1953) [9] et P. Dolbeault (1957) [1] ont défini

des courants généralisant le courant résidu o(é‘P pour des singula-

rités particulidres de S

Voici un essai de définition d'un courant résidu quelles que
soient les singularités de S par utilisation de résultats connus sur

les résolutions des singularités,
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Un opérateur différentiel D  sur 1'espace gD'(X) des cou-~

rants sur X est dit semi-holomorphe si, pour tout xe€X , il
existe un voisinage 6] de x sur lequel des coordonnées .
o1
(zl, Cees Zn) sont définies et tel que, sur U:D= S o [ (2)——
s e . l- .. 11
i i i n azl
d . ©
cae - , ol les o(i ; sont des fonctions C
10
oz n n
n

Cette définition est indépendante du systéme de coordonnées et
D opeére également sur les formes semi-méromorphes [9]

Un probléme préliminaire est le suivant : Soit w une forme
différentielle semi-méromorphe sur X, d'ensemble polaire S ,
construire un courant T(w) prolongeant le courant w défini
sur X-S par w et tel que, pour tout opérateur semi-holomor-

phe D , on ait : T(Dw) = DT(w)

Nous donnons d'abord une solution dans le cas de singularités
assez simples (cas normal) puis une construction de T(w) par
réduction de singularités (Hironaka [3] ) lorsque X est une
variété algéuvrique, S  une soug-variété algébrique de X . Pour

terminer, nous appliquons le résultat a des exemples de résidus .

2, Le cas normal

C'est une généralisation du cas régulier introduit par L.
Schwartz [9].
2.1, Une forme différentielle semi-meromorphe w_ définie
X

au voisinage de x€X est dite élémentaire s'il existe un
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systéme de coordonnées (zl,...,zn) en x tel qu'un ensemble po-
laire de (A} soit la réunion des ensembles z_ = o, Z_=0,...,
z_ =0 (pgn).
p

Toute forme semi-méromorphe w sur X qui est, au voisina-

ge de tout point de x € X , égale & une somme finie de formes

élémentaires est dite normale,

L'ensemble des opérateurs différentiels semi-holomorphes consti-
tue un anneau A la multiplication étant définie par la composition

des opérateurs.

2.2, Lemme : L'espace C-vec.oriel des formes différentielles

semiméromorphes normales est un /\-module engendré, sur tout

compact , par les formes A coefficients localement sommables.

Démonstration : Soit w une forme semi-méromorphe norma-
le sur X ; pour tout x € X, il existe un voisinage ouvert UX sur
lequel w est une somme finie de formes élémentaires ; soit

(u,), un sous-recouvrement localement fini de (U) . Soit
i'iel x'xeX

S Yi une partition de 1'unité subordonnée 2 (ui)i"eI ; c'est un

iel

élément de A et w est égale a la somme localement finie

Z w,, avec w, =X’,w . La forme v, est une somme finie

fel * i i i

de formes élementaires & support compact. Donc, sur tout compact

K, w est égale & une somme finie de formes ¢lémentaires 2a support

compact dans X , chaque support étant contenu dans un ui ; 11 suffit

d'établir que toute forme élémentaire, & support compact dans uo

est 1'image, par un élément de A , d'une forme différentielle a
coefficients localement sommables, Soit w' une telle forme élémentai-

re, il existe un systéme de coordonnées (zl, ...,z ) défini au voisinage
n
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de son support et une forme Cooo( tels que
<
w''= ————————— , avec > o0 pour k=1,,,.,,n
P, P P
z z
1 %
13 o 1 O/ 3z )
Si p 22, on a:uw ==+« Y3 T ‘+——i T
¥ ps s I;’1 ps pn ps pl ps pn
z zZ ...Z z Z ... 2
1 s n 1 s n

Par récurrence,on obtient : w' = Z)_LD/& w;u ot D, est un opérateur

différentiel semi-holomorphe et w/{L = (1Sil<- _,<ip$n);

w)'"b est & coefficients localement sommables,

2.3 Théoréme : Pour toute forme différentielle semi-méromor-

phe normale w -, il existe un courant unique T(w) tel que:

(1) si w a des coefficients localement sommables, alors T(w)

coincide avec le courant w défini par :g_[tf]=£(wl\(e;

(2) l'opératenr T :w—T(w) est linéaire pour les structures

de A-modules de 1l'espace 90 des formes différentielles semi~-méro-

morphes normales et de l'espace des courants, en particulier pour tout

DGA, pour toute weg, on a : T(Dw)=DT(w) ;

(3) l'opérateur T  est local (i.e. :si U est un ouvert de

X alors : T(w|U)=Tw)|U), et _supp T(w) =supp w

En particulier, 1le courant T(w) prolonge canoniquement w

de XNS a X et satisfait & (2) . La démonstration du théordme
sera faite de 2,4, a 2.6
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2.4, Lemme : Pour toute forme w élémentaire sur un ouvert,

il existe des formes , & coefficients localement sommables et

w/“'.

des opérateurs semiholomorphes D/u, tels que

4 w = D
(4) §/u-w)\.

et supp(w,, ) C supp (v) .
Démonstration : Cela résulte de 1la construction des formes m/“'

donnée dans la démonstration du lemme 2,2,

2.5, Lemme : 8'il existe un opérateur T satisfaisant a (1) et

& (2)de 2.3, alors T est unique et satisfait a (3) de 2.3.

De plus pour établir 1l'existence de T(w) , il suffit de le faire dans

le cas ol w est élémentaire,

Démonstration : D'aprés 2.2, il existe des formes w» a
coefficients localement sommables et des opérateurs semi-holomor-
phes Dy tels que : (5) w =Z),D>’ wy .

Alors (6) T(w) = T( 3 Dyw,) =Z;Dv Twy)=2_D, vy ;
» Yy
les deux dernidres égalités résultent de (2) et (1) respectivement

Cela prouve que l'existence de T(w) entraine son unicité ,

Pour tout ouvert U de X , on a:

w|u = (XD, w|U-= D, wy){U) = S D, U
10 = (5D, @lU=37(0, vy |0) = 3 Dpu,|v)
parce que les D)’ sont des opérateurs locaux,
Alors : T(w)]U) = gb,‘(w,,w): }; DngIU) =TWw) ) U, ce

qui prouve le caractére local de T
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Soit U un ouvert de X sur lequel : w = w1+. ..+wp s
ol uk(k =1,..,p) est élémentaire sur U, Soit x # supp(w) ,
alors il existe un voisinage V de x sur lequel: wj V=0; on dé-
signera w )V par w et wkl V par wk pour simplifier la notation;
on a

(7) w = - (w2+. . .+wp) = w"

Il existe un systéme de coordonnées (zl,...,z ) sur V dans lequel:
n

]
W, = o ol X' est Cao ; alors
1 2 Pl ,Pn
1 %,
ou bien l'ensemble polaire de w est contenu dans celui de w" ;

1
ou bien il existe j (1< jgn), par exemple j=1 aprés changement

éventuel du numérotage des coordonnées, tel que {zl = 0} ne soit pas une

composante de 1'ensemble polaire de w" . Multiplions les deux membres

P Pn
de (7) par Zg ... 2 ; alors
-pP p p -p
z1 1 o' = 222... znn w" . Mais z1 lo(' est C<>o sur le

complémentaire du sous-ensemble rare et fermeé de {zl = o}ﬂ v,

intersection de 1l'ensemble polaire de w" et de z1 =0 ; donc
-p
2, 1t est C° sur V dwapres ([2] ,th. 1; [2bis] , 4.2).

Par récurrence, on est ramené au premier cas.

' =—————— ol chacune des fj est une fonction coordonnée sur

Ll
L)

1 'm

V , mais ol on peut avoir m>n ; si f1 = o fait partie de 1l'ensemble
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polaire de wl , au produit pré&s par une fonction holomorphe sans

zéro , il existe k tel que zk soit égal a f1 ; sinons, considé-

rons

cette forme est c® sur le complémentaire du sous-ensemble rare et

fermé de fl = o intersection de f1 =0 et de l'ensemble polaire
de w, ; donc est C° sur V , d'apreés  ([2] , th. 1; [2bis],

1
4,2)

Par récurrence sur l'indice 1 de f1 , (1= 1,,

montre ainsi que l'ensemble polaire de w" est contenu dans celui de

.,m), on

w donc w" est une forme élémentaire.

1 s

Alors w= wl - w" est une forme élémentaire sur V , nulle

sur V ; en vertu du lemme 2.4, dans l'expression (4) de w ,

les formes Wy sont nulles, donc si T(w) est défini pour
toute forme élémentaire, on a T(w) =0, en vertu de 1llexpression
(6) Autrement dit, pour toute forme w , T(w) est indépendant

de la décomposition (5), donc aussi de la décomposition en formes

élémentaires w = W) +,,,+(,.)p . Pour établir 1l'existence de T(w)

il reste & établir l'existence de T(w') pour toute forme élémentaire
P

w' et a poser T(w) = 3 T(wk)
k=1

D'autre part, on a supp T(w) D supp w & cause de (1) et du fait
que tout ensemble polaire de w est contenu dans l'adhérence de
1'ensemble des points ot w est Coo ; d'autre part si T
existe et satisfait a4 (1) et (2), alors d'apres .le résultat ci-dessus

supp T(w) C supp w , d'oht la propriété du support énoncée dans (3) .
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2.6 . Existence de T(w) satisfaisant a (1) est (2) pour w
élémentaire,
a) Soit w = ot ol Z,e...,2 sont des
pl P 1 n
, D
Zy eeeZy
coordonnées locales complexes dans un ouvert U de X et &« une
forme différentielle ~C~ ; pour toute @ & 3-(U) , soitolAlp = W
dzlA dZ1 A A dznA dzn ; posons
dz A dz dz A dz 1
T(w)[p]= lim —“—p“ ( lim Lp—"'——(..
n n-1
Erolz e 2,7 Enro Iz 026, 7]

Ydz Adz
...(lém_’o{ — )
1 2| >§ 1

%
On peut prouver, a l'aide de la formule de

Taylor en

zl,zn que
(Z.seees2)
lim / Ll——“—dzlA az,
€—o [z]>€ Py
1 z
1
. )
est une fonction C

z

2‘..'_,Zn

lP étant

des parties réelles et imaginaires

de
On deéfinit Mw)[p] par récurrence sur

n

4 support compact, on peut intervertir les passages & la
limite et les intégrations, de sorte que
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Tlg] = lim (lim ...(lim j ( /

£ €
iy o En;—ibo l—bo lznl >En Izn_1I> en-l

) .

.
~

'wdz AdZ A... Adz AdZ
( 1 1 n n
>
AR

p
z 1... z n
1 n

On vérifie aisément que T(w) est un courant

b) Soit D un opérateur différentiel semi-holomorphe, il
s'agit de démontrer : T(D w) = DT(w) . Il suffit de considérer les deux

cas : D est la multiplication par une fonction Cw/?’ et D =a_az_ .

On a évidemment : T(w)[py]l= T( /%w) [¢] . Reste a prouver

3y 1. oW
- T(w)[azk}— e rRlsh

Désignons par w, et O(L les coefficients de w et @, J

et L étant des multi-indices convenables,

On peut commencer l'intégration par z, et passer a

la limite pour £ = 0 , sans changer T(w)[y]; mais

WA Y= > (..1)I Wy o(LdzlAdilA,._/\dznAdin ,on J,LL sont des
JL

Fl 3. z :E
1’1 n’ n
et I 1la signature de la permutation faisant passer de J, L. a

multi-indices dont 1la réunion est celle des indices de z.,Z

1'ensemble ordonné des indices des z, et des 21 ; de plus
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o c( oV, d «
J J L - J -
= d + 5
v 5 > = > zkA dzk 32 ( o ) YLdzﬁdzk
1 n >€z k k z |> k Z k
Z1 .--Zn lzkl/ k I kl/s k
. Y, LY
=/ -béz—( JpL)dzkAd:Z - d( JpLdik)=
lzk|> k z "k |z, ] >€ z, kK
4 YL
= - — dZ qui tend vers 0
z |=§ pk k
I k,' 2z,
quand € tend vers 0 .

c) Il est clair que, si a des coefficients localement

w
sommables T(w) coincide avec w .

3. Réduction au cas normal

3.1 Nous allons considérer le cas particulier suivant qui
peut, probablement, étre généralisé au cas de n'importe quelle

variété analytique complexe (travaux non publiés d'Hironaka) .

Soit X une variété algébrique projective irréductible lisse de

dimension n sur € ; c'est une variété analytique complexe,
Soit « une p~forme différentielle semi-méromorphe sur X dont
1'ensemble polaire est contenu dans une sous-variété algébrique S
de X , de codimension 1 . On sait (conjecture de Hodge

Atiyah ([4] , p.81) prouvée par Hironaka ([3] , p.146)) qu'il

existe une transformation birationnelle ™ : X'— X d'une variété
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algébrique lisse X' sur X , qui est un morphisme et telle que

St =T\'._1 (S) soit une sous-variété de X' de codimension 1, égale

all voisinage de tout point x' & la réunion des ensembles analytiques

=0; ...
z, ;

locales au voisinage de x'" et ol pgn.

;z =0 ol (Zl’ ...,2_ ) est un systémede coordonnées
n

es un morphisme analytique, donc e classe ® et est
7 t ph 1yt d de cl C

propre; de plus 1'(| X'\ St est un isomorphisme analytique : X'~S'—» X5S,

On dira que T est un morphisme normalisant pour S

3.2 ., Image réciproque de w . Soit x€X ; il existe un voisina-

-1
ge U de x sur lequel w estégale a : f & ot & est une

forme Cw' et f une fonction holomorphe sur U telle que
snu ={yeU|f(y) =0} ; ona: fw= et, en dehors de S ,
1 *

wfw =1t  *u=¥X; on pose, sur U: Tf"w=?f—-.1tw
-1
est semi-méromorphe sur 1 (U) . L'ensemble polaire de x* w

est contenu dans S' puisque

-1 -1 -1 ~1
{re x @ rtyn =0} = {yem U1 on@y =0} TEN ®(S).

La forme w' =%x*w définie comme ci~-dessus au voisinage de tout point de
X' est alors une forme différentielle semi-méromorphe normale sur
X' ; en fait , au voisinage de tout point de X' , elle est égale

a3 une forme élementaire,

3.3. Soit T' = T'(w') le prolongement a X' du courant )

sur X'\ S' défini en 2.3. L'application TN étant propre , le
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courant W, T' est défini sur X de la fagon suivante: pour

toute (P € Q(X), ona : 1(’(.? € $(X'), alors : TC4 Tl[*]:Tv[Tr*l{)].

Posons: T, (w) =T, T'; ce courant est complétement déterminé

par w et ; il posséde les propriétés qui seront énumérées de

3.4, a 3.8 .,

3.4, Lemme : _S_i‘w est a coefficients localement sommables,

alors Ty (w) =w

Démonstration : Soit p € :/)(X), alors, parce que S est de
mesure nulle sur X, que 1(IX'\ S' est un isomorphisme, et

d'aprés la construction explicite de T't*w), on a

wlel= [me(;= wAL?=/X x*o Aty

XNS NS

= T'(n*w)[E*p) Ty () [].

3.5 Lemme : TIC est local et supp Tq (W) =supp(w) . Cela

résulte de 2,3 (3) appliqué a T'(w').

3.6, Lemme : Pour tout opérateur différentiel semi~holomorphe

D

s

ona : Tg (Dw)=D Ty (w).

Démonstration : Pour toute forme semi-méromorphe w , pout
tout opérateur semi-holomorphe D , l'ensemble polaire de Dw est
contenu dans celui de w . Pour toutes les formes semi-méromorphes

dont 1l'ensemble polaire est contenu dans le mtme ensemble algébrique
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S , on peut utiliser le m&¢me morphisme T« .
11 suffit de montrer que, pour tout domaine de carte U dans

X , on a, sur U

) 3
——5-;—1- Tp (W) = Ty (—-é—;l w) .

et que , pour toute fonction C¥ sur U , KTy (W) = Ty (HKw) .

(a) Nous supposons, dans la suite, que U est relativement com-
pact dans X (ce qui est possible puisque X est localement compact),
alors Ut = TEI(U) est relativement compact dans X' , donc est
recouvert par un nombre fini de domaines de cartes U'l, ...,UL
relativement compacts suffisamment petits pour que, dans chacun
d'eux, 1*w soit élémentaire,

On considére la restriction de w a U que l'on note encore

w . Par définition :

o
T (5 0E) T T S [t
1

L -1
Soit Z 1};; une partition de 1'unité sur T (U) subordonnée au
i=1

recouvrement (U'l,...,UL) de U!', alors
* W L % QW
' L V\e*p] = ' 1 B
rr 3]s T T3 [yixte)

Soient (z'l, ...,zr'll) des coordonnées sur U! telle que st U{ soit

n Ld
contenu dans l'ensemble analytique U {z'i = 0}.

£=1
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parce que, dans la derniére expression,

est contenu dans Ui

P. Dolbeault

?]

d
SE YA

le support du courant considéré

Posons : lim = lim (...lim j )oud)
§'—o g —o g' —o . .
u! n 1 U, i 1 1
) 3 1 1 1
ieg 1|Zn|>£n...|Z1|251
alors par définition de T':
Y _ . * bw * f
(8) T (% az [zy 1r<9|U':| = lim f 11, (T*lUt )
£ —0 Ul

Considérons T, =W|U! ; . | usse
i i it

! 1 . “ 1 1 = v
sur K(Ui\S)C UNS ; sur i(Ui\S ), posons Y. (¢ )y! s

alors : Yi'bn; ‘zyi sur U;\S'

L'expression (8) est égale a

* Ow %
ic)zliic,

+ lim ] ‘Ylf’ft
g— 0 !

1]
U1 €'

Posons : w/\xyi\p= u d zlAd EIA..

i g’

est un isomorphisme de TU'SNS!
i

-1#
1

Py
ézl (w,\‘i’i‘?) :

ANdzAdZ , alors
n n
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=udzZ Adz_AdzZ ...dz AdzZ ;
u z1 z2 zzA zn dzn’
n /5'. /\, .
* i i i -
> : — ...Adz! AdZJ! A...Adz;! (2 cause du

...(z'rll) n

type) . Omettons 1'indice i pour simplifier la notation,

jU' n* é‘)z (wmyq)=/ ,«'dv=/ d x% = / n*v
1

e' ! UI UI
U g g! b €!
!
= i / - ,Gj Aé\i AdZ A
= - a©N T L e e . Ne oo
= - £ p i
kS1 2t > €. 2y | =€) -2y | 2E) JZ} (z'l)pl...(zl'_l) ,
cee AT
n
]
- Rx A -
= - N ——p——'———ﬁ'—...dzl;/\deA,,,l\dZ;’l,
k=1 z'1.| > €. |z =€l 2] 28 (2) Lo@)™

& cause de la dimension de ]z}l] = E{( dans le plan complexe zi{

L'intégrale peut ttre calculée en intégrant d'abord par rapport

dz!
K
[T U
/lzl_l =g! /5 K (z|)pk
k k k

la limite de cette dernidre, quand 5;{—»0 , est nulle ; il en est de

meme de : lim [ x*—f—z— (0AyY).
g —»o0 U'El 1
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Considérons maintenant :

d L
Il L Jeronnt 2 v -

L : * * d ~ d .
- Z lim j Kiw/\‘“‘.i _S;l (11[1(?) (car supp W 1—')——— (tp‘ilf)CUi)

15—)0 L
v u
i=1 jg'
= - lim n*wA - 1'(* 9 ( )
cyo JL 2 T 3., Wa¥
U u g
=1
L L L
, * 9 - LI * 9 *
Mais 3 w37 (Y ¢) Z LR A Gl ORI MG AL M
i=1 1 i=1 1 i=1 1
cela est égal a
L
(10) g a kP>+ )“ ¢

L
PVL - * o
On a : ’lfi ¥, “[’; , donc ‘El‘n:i Y, = 1 sur USS ; pour tout
i=

L
je,....,L] , : ¥ * ' =
je [ ] ., on a Elr(i (Azlwi) @ luiNs!

L L
. * .
= T(j( 621 Z Wi) T(j Q‘UJ{\SI ; mais :‘L:'_l‘yi‘“j(UJ!\S') =1 , donc
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1'expression (10) se réduit a

lijlxym* \() D'od l'expression de (9) :

dw * . . - o O
T —— )N ¢Y|= ~ lim / T WA Y Yyl =
‘)Zl[ ] g=>0 7L j=1‘{'1 92,
]
J:

t
9y UJ ¢
- d
= - lim oAy !n* car su c uYy.

= Zl \Y' T'(‘K w) [1( T (P]- - T'(®¢ w)[‘K. ]

T (w)

—5.— ¢}

- - T [—g‘:lv}
(b) Pour toute forme C% ot
oL T, (w)[tp:]=o(1t*T'(Tr* W = T(‘T'(‘n"w)E:uEF T'(u*w)[n*(u tp)] -
= Ti(nte) [t ]

= TN T w)[rcty ] (@apres 2.3 (2)

= w1 (e up[g) Ty (o o))
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3.7. Lemme : Le courant Ty (w) est indépendant du morphisme

Tt normalisant pour S

(a) Si w est normale, Ty (W, d'aprés 3.4, 3.5, 3.6
est le courant défini dans le théoréme 2,4, donc, il est indépendant de
.

b) Si € est un morphisme: X'—> X normalisant pf)ixr S
et T _ : X'1—> X' un morphisme normalisant pour S§' = W(S) ,

1

soit T' 1le courant prolongeant w' canoniquement et soit T'l ce-
lui qui prolonge canoniquement Tq’w' ; alors, d'apres (a), 1-(1' T'1=T',

donc :
Tre () = Tog g ©)

(c) Etant données la variété algébrique projective, irréductible,
lisse X sur C et la sous-variété algébrique S de X , de
codimension 1 , considérons deux variétés algébriques, irréductibles,
lisses, birationnellement équivalentes a X et telles qu'il existe
des morphismes n?'rl‘malisants pour S T t : Xi——> X (1=1,2) ;
posons Si = ﬂ;i(S) . Soit L  1le corps des fonctions de X , alors
le morphisme 'Ki induit l'isomorphisme Gi de L sur le corps des
fonctions K(Xi) de Xi' Soit m(L/C) la classe des couples (Y, 6)
formés d'un C-schéma Y et d'un C-~isomorphisme 6 de L

sur le corps des fonctions K(Y) de Y

Dans m(L/C) , on dit que (Y',0') domine (Y",0") si 6' et
6" étant des isomorphismes de L sur K(Y') et K(Y") respec-
tivement, 1'application rationelle f unique de (Y', 6') dans (Y", 6")

1

qui induit 1'isomorphisme 6' o 6" = : K(Y") — K(Y') est un morphis-

me. ( [3],p. 144)
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Alors, ([3] , p.144), il existe (X", 9")em(L/C) qui se déduit
de (Xl, 61). par un nombre fini de transformations monoidales et tel
que (X", 6") domine (Xz, 82). De plus (X", ¢") domine (Xl’ 61) '
Enfin , on sait qu'il existe une application rationnelle unique
Th: (X", 6")— (X, id) qui induit 1'isomorphisme 6" ; autrement dit

on a le diagramme commutatif suivant

(X", o™
" “
b . “2
x
(X, 0,) (D,. 6,)
L3t Lo
(X, id)

On sait, d'autre part que X1 étant lisse, il en est de meéme

de X", Considérons 1(1"(8) =1€11n(sl) = 161"(52) . Soit Me': X'—> X"

un morphisme normalisant pour S" ; posons 1({ =1c'{ ox' (1=1,2);

1(o=1t2 o®!' ; alors on le diagramme commutatif de morphismes
normalisants pour S, Sl‘ 82 resp. :
Xl
X ~x" X
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[ b S =T =T =T
D'aprés (b), on a " (w) “10“,((«9) 1‘:o(w) x

= T1r (w) .

()
2° ™9 2

Cela établit 1'indépendance de Tgq (w) par rapport au morphisme &
normalisant pour S On désigne désormais le courant Ty (W) par

T(w) .

Résumons les propriétés de T(w) dans le théoréme suivant

3.8. Théoréme : Soit X une variété algébrique projective, irré-

ductible, lisse sur €C et soit w une p-forme différentielle semi-

méromorphe sur X dont 1l'ensemble polaire est contenu dans une

sous-variété algébrique S de X de codimension 1 . Alors il

existe un courant T(w) défini canoniquement qui prolonge le courant

w défini par w sur XN S et qui posséde les propriétés

suivantes

1) Si w est a coefficients localement sommables, alors ;

T(w) est égal au courant défini par w  sur X.

2) L'opérateur T : w+> T(w) est local et supp T(w) = supp w.

3) Pour tout opérateur différentiel semi-holomorphe D, on a

T(Dw) = DT(w) .

On considére le cas d'une forme w a pdles simples, de degré

n sur une variété de dimension complexe n,
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4.1. Cas d'une forme élémentaire, On considére une forme w

définie sur le domaine U d'une carte, au voisinage d'un point x de

X , de 1la fagon suivante :

@ =————————— dz_A...A dz
Z, ... 2 1 n

ot & est holomorphe, alors w est a coefficients localement som-

mables et dw=d'w =0.

Sur U, on considére le courant T = T(w) ; il est défini par:

wp]-

1 P

anT [\y] (-1 fany] = 1im

81—> omén—-bo f|zll 2 €. ..]znl > €n

A Adz Ad"
z oz y ' Wl AR
i i i=1
1 p
. 'o(dzlA...AdznAy
d" Ty - lim d~ - )
§—o... £ —0 ‘zll 281...|?n'> s,n zil... ip
) n d/\yk /}
= lim —_— dzlA...Adzr{\...AdzkA.
€—>o0... & »ok=1 |z |>€ ...z | =€... z ...2

1 P
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N A
AdZi A L., Adzill\

p .
=2mi 3 oy, [S;) L
1=1 /Si ‘y11 L z, ..2) ...z,

1 1 1

1 1 1 p
ol Si désigne la sous- variété zi = 0de U .,
1 1
oA|S,
11 dz_A, A@ A...Adz_ =Rés  (w) est appelée la
2, o By ez 1T i n i

1 1 )

forme résidu de w sur S.

P
et arT[y] =271 3 [ Res, Wa(yls, )
1=1/s. 1 1
1

4.2, Supposoms que X soit une variété algébrique projective

lisse et que w ait un ensemble polaire contenu dans une sous-varié-

té algébrique S de codimension 1 de X . Soit W wun mor-
phisme normalisant pour S ,; alors x* = W' a ses pbdles
simples et contenus dans St = 1(-1 (S) ; d“T'(‘rc‘w) est défini loca~

lement comme en 4,1, et :

w,dn T () [} dn Tt o) ety T () [anrety]= T ) [c*ary]

= Tt [dry] dnTy () [y]

T (w) étant indépendant de X , on le désignera par T(w) et

on appelera d"T(w) = ‘K,d"T’(ﬁ"w) le courant résidu de w ; il est

porté par S,



