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PROPRIETA' LOCALI E GLOBALI DI VARIETA' E DI TRASFORMAZIONI
DIFFERENZIALI CON SPECIALE RIGUARDO AI CASI ANALITICI
ED ALGEBRICI

PREFAZIONE.

La pregent® monografia trae la sua origine dal Corso di
otto lezioni da me tenuto a Pavia dal 26 Settembre al 5 ottodre
1955, nel quadro &efogg%ivi organizzati dal C,I.IL.E. In essa
vengon omessi gli argomenti delle ultime due lezioni, attinenti
alle relagioni fra Geometrie differenziale e Topologia, poiché
di cid tratto gid altrove con sufficiente ampiezzé1). Invece le
altre sei lezioni ricevono gqui uno sviluppo pilt largo ed organi-
co, con un'esposiziene che pud bastare a se stessa qualora la si
integri opportunamente mediante la lettura di qualcuno dei lavori
indicati nella Bibliografia che chiuvde il volume.

Uno sguardo all'*indice, potrd gid bastare a dare un'idea
degli argomenti trattati nella prcscnte esposizione e delle loro
mutue concatenazioni. Aggiungo solteanto che vari dei risultati
ottenuti compaiono qui per la prima volta e suggeriscono sovente
ricerche ulteriori, secondo quanto = volta a volta specificato

nel testo e, particolarmente, nellc Notizie Storiche e Bibliogra

fiche postec alla finec delle singole lezioni.

Beniamino SEGRE

(1) BENIAMINO SEZGRE: Formc differcnziali ¢ loro intcgmli, vol,II

(in corso di stempa):

Recouvrements de sphéres et corrcspondances

entre varidétés_topolosiques,
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LEZIONE PRIIA

INVARIANTI DIFFERENZIALI DI TRASFORMAZIONI PUNTUALI
E DUALISTICHE

In questa prima lczione si mostrerd come si possa deter-

minare un sistema complutc di invarianti differcnziali del 1° or-

diie, relativi ad uma coppia di elemcnti omologhi in una corri-
spondenza puntuale o dualistica frs due porszioni di spazi eucli-
dei, 1la quale sia biunivoca ¢ di classe 01. Da tali inva-
rianti metrici, sidedurranno certi invarian
ti topologici relativi ai punti fissi dclle corrispon
denze fra varietd sovrapposte; nonchid taluni inwarianti
proiettivi inerenti ad una coppia di elementi comunec

a due corrispondenze dualistiche od anche a duc ipcrsuperficie

di un iperspazio fra loro tangenti in un punto. Ad un ulteriore
approfondimento dello studio dei suddettl invarianti verranno

in partc dedicatec le duc Lezioni successive,

1. STUDIO LOCALE METRICO DELLE TRASFORMAZIONI PUNTUALI.

Siano Bn,Eﬁ due spazi euclidei orientati (reali) ad n(2 1)

dimensioni, e sia T una gualungue corrispondenza biunivoca di
classe c’ fra due loro regioni, Se T muta il punto P(x1,x2,...,

’ ' ey Gl .
,xn) di En nel punto P (xi,xz,...,xn) dai M le equazioni di T si
esprimeranno dando le X in funzione delle x, e la relativa matri-

ce jacobiana

avra determinante nom mallio,
Per ottenere gli invarianti differenziali del 1° ordine di
Q

T inerenti alla coppia (P.P') oscserviamo che, se un punto-di En

- ppossime a P - tende a F arbitrariamente in guisa che la retta
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(semiretta) PQ tenda ad una retta (semiretta) r uscente da P, il
punto omologo Q'=T(Q) tende a P!'=T(P) in modo che la retta (semi-
retta) P'Q' ammette una posizione limite r', dipendente
da r soltanto. E' ben noto, ed & di verifica imme-
diata, che la corrispondenza in tal guisa definita fra le rette
(semirette) r ed o' risulta un'om o gr a £ i a non degenere
fra le stelle di centri P e P°,

Si ha inoltre che - guando Q-*P = il quoziente delle lun-
ghezze dei segmenti P' Q' ¢ PQ ammette un limite (pssitivo) che
dipende solanrxzentec dalla direzione
d i rjstale numero ed il suo reciproco son detti rispettiva-

mente il coefficiente di dilatazione ed il coefficiente di contra=-

zione di T in P nella direczione di r.

Gli invarianti richiesti 41 deducono dallo studio del modo
come talig coefficienti dipendono dalla relativa direzione, A ta=-
le scopo, sulle varie secairetie di En uscanti da P portiamo un
segmento uguale el rispettivo cocfficientec di contrazione: si ha
allora che l'estremo litero di questo segmento gencra un iperel-

lissoide I di centro P, detto liipercllissoide di deformazionc di

T inerente a P,

S8i constate facilwente che (a2 meno di infinitesimi) I ri-
sulta simile al trasformate mcdiante Ll di una ipersfera infini-
tesima di Eﬁ di centro P'; e che la proiettivita subordinata da
T nel modo anzidetto fre 1e¢ stelle di centri P e P' muta due
diametri conidnugati di I in due rctte di Eﬁ
uscenti da P' fra loro or t o go nal i, Esistono percid
sempre n rette pcr P fra loro a duea due perpcecndico-=-
lari che si treaforrmano in rctte per P' ancora fra loro a
duve adue perpcecndicolari; tali rette - dette le

rette principali di T uscenti da P - risultano ovviamentc inde-

terminate se, ¢ soltanto se, l'iperclliseoide I & rotondo, e

possono venir caratterizzate comc quelle rette per P in cor-
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rispondcnza allc quali il coefficiente di contrazionc o di dila-
tazione ha un ¢ 8 t r e m o (non perd necessariamente un massi-
mo od un minimo), onde ad un talc cocfficicnte si d2 pure 1l'attri

buto di prinecipale. E' chiaro che gli n coefficienti di contrazio

ne principali di T in P danno le lunghezze dei s8¢
miassi di I; e sono inoltrc cvidenti le modifiche occor-
renti in cid che preccdc néll'ipotesi che I sia rotondo.

Enti analoghi si ottengono in Eﬁ, riferendosi alla corri-
spondenza m"1. E' ovvio che i coefficienti di contrazione princi-
pali di T in P uguagliano i cocfficicnti di dilatazione principa-
le di T_1 in P', ¢ che i due n—cdri principali di vertici P e P!
8i corrispondono nell'omografia indotta da T fra lec stelle di
semirctte uscenti da P e P'; quest'ultima associa all'oricntazio-
ne positiva del primo n-cdro un'orientazione del secondo che
risulta positiva o necgativa secondochd J ha
determinantc positivo onegativo.E'darileva=-
re che:

Una trasformazionc puntuale T fra duc spazi euclidei ad n

dimensioni, la quale sia invertibile e di classe 01. ammette n e

soltanto n invarianti differenziali metriei del 1° ordine fra

lorc indipcendenti. Pilt prccisamcnte, gli n coefficicnti di con-

trazionc principali di T sono n inverianti siffatti, ed ogni

altro invariante del 1° ordinc risulta una lore funzionec.

Lt'invarignza di quel coefficicenti essendo implicita nella

loro definizionc, lc proprietd asserite scguono da cid che:

Esiste fra ¥ ed E' una cd una sola trasformazione affine,
41

LI

A, approssimante la T ncll'intorno del 1° ordine della coppia

£P,P'), ¢ cid? soddisfacente alle scguenti condizioni

19) A muta P in P' ¢ subordina fra lc stolle d4i semiroctte
di ecntri questi punti la stessa omografia ivi indotta da T

2°) I coefficienti di contragzione di A ¢ di T in P risulta-

no fra loro uguali_ in tuttc lc dirczioni,
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Se¢ si introducono in En,Eﬁ coordinate cartesicne riferite
ai duc n=cdri principali inerenti o P,P!, il chc pud esigere di
dover mutarc l'oricntagionc positiva in uno del due spazi, le
cquazioni di A smsumono la forma semplice

21 = c1x2, xzu °2x2"" s Xn=cnxn i
ove c1,02,~..,cn_donotano gli n cocfficienti di dilatazione prin
cipali, E' chiaro che 1:gffinitd A freforma l'iperellisgsoide I
di deformazionc, inerente a P, nellipersfera di E£ avente cen-
tro P' e raggio 1; A pwd anzi vonir precisamente cara t t o -
rizzaota dr questa proprictd; assieme a quells di mutare
l'uno neoll’'nltro i duc n-edri principali relativi a P cd a P!
stabilendo fra cesi e fra le loro orientazioni opportuni riferi-
menti.

E' poi subito visto che il prodotto degli n cocfficienti di
diletazionc princinali uguoglic il valor assclute dcl determinan=-
te di J, ¢ pud denominarsi 1o densita della trasformazione T
inerente alla coopia (P,P'), in quanto #ppare cosl come il rap-
porto dei volumi d4i due campi. infinitesimi omologhi di E'n e
En,_rispettivamante.ccntenenti P' e P,

Questo risultate & incluso nel seguente teorema, il quale
fornisce le espressioni esplicite di n invarianti differenziali
del 1° ordine di T, per cid che precede fra loro generalmente
indipendenti.

La somme dei quadrati dei prodotti a T a t dei coefficien-

ti di dilatazione principals (1< t < n), uguaglia la somma dei
quadrati desli | ";"' minori diordine t estratti dalla matrice

I

2. ALCUNI INVARIANYT TOPOLOGICO-DIFBERENZIALI.

Atteso il carattere Locale degli sviluppi precedenti, 2

subito visto com'essi possanc venir cstesi alle corrispondenze
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puntuali fra varietd riemanniane. Anche per

queste potranno venir definite le rette tangenti principali, i

coefficienti di contrazione principali, ecc., cid che suggerisce

1'introduzione e lo studio delle linee che potranno dirsi prin-
eipali, ossia delle curve aventi in ogni punto come tangente
una retta principale. Senza gui insistere su cid, rileviamo sol=
tanto che una corrispondenza risulta conforme se, e soltanto se,
le linee principali sono t o talmente indeterni
nat e. Particolare interesse avranno i casi d'inde t er -
minaszione parcziale, caratterizzabili con la pro-
prietd che in ogni punto l'iperellissoide di deformazione risul-
ti di rotazione (in uno dei vari modifossibili),
Rileviamo inoltre il caso in cui (con le notazioni del n.1)
si abbia En=Eﬁ’ n = 1,P=P', e ciod T sia una corrispondenza di
una retta in sé dodata diun punt o fisso P. In tale
ipotesi, al coef ficiente di dilatazione
di T in P si pud intrinsecamente attribuire un segno, conve-
nendo di assumere quello col segno + o col segno - secondoche
nell'intorno di P 1la T & congorde o discorde; con c¢id il sud-

getto coefficiente risulta in ogni caso uguale al valore della

derivata f%%" calcolata in P, dove x c¢d X denotino le coordinate
di due punti corrispondenti delle rette sovrapposte E1, E; in

uno 8tes s o sistema di riferimento, E' subito visto che
talc espressione non muta se si cambia comungqmue il
sistema di coordinate, ponendo cuindi in luogo di x una qualunque
funzione della medesima x di classi 01, a derivate non nulla in
Py ed in luogo di X 1a s tessa funzione della medesima
X; risultato, questo, chc menifcstamente sussiste non soltanto
nel campo rekie, ma altrcsl ncl campo complesso. L'anzidetto

coefficiente di dilatazione ha quindi significato topologico dif-

ferenziale, in quanto dinende soltanto da T ¢ dg P, c¢ non dalla
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scelta di una coordinata interna sopra E1.

Questo permette di sostituire in cim che precede ad E1 una
curve qualsiasi, che si pud pensare dedotta da E1 mediante una
trasformazione di classe 01. I1 risultato si estende poi ulte-
riormente al caso di n qualsiasi, mel modo che¢ ora passiamo ad
indicarc.

Sia P un punto. semplice di una varietd Vn, che supponia-
mo differenziabile (o complessa) in un intormo di P, ¢ denntia=-
mo con Sn lo spazio proiettivo rcale (o complesso) t angen -
te inPa an Consideriamo una corrispondenza T di Vn in sg,
che ammetta P come punto fisso e che, in un intorno di P, risul=-
ti invertibile ¢ differcnziabile (o analitica). Nella stella
00n~1 delle rette tangenti in P a Vn’ ossia delle rette reali
(o complesse) di Sn passanti per Py la T definisce intrinscca=-
mente in modo notd (n.1) un'omografia non degenere -~ che chia=-
meremno l'omografia tangente a T in P - dotata generalmente di
n rette unite distinte. I coefficienti di dilata-
zione di T nelle gingole direzioni di queste rette forniscono
allora n numeri (generalmente complessi), i quali risultano
degli invarianti topologicg-differenziali di T in P; 1i chiame-

remo semplicemente i coefficienti di dilatazione di T in P, e

vedremo pit tardi (n,3) come a ciascuno di essi possa venir
attribuito il significato geometrico di un certo birapporxr
to .

Ne consegue che, per calcdolare i suaccennati invarianti,
si possono introdurre in Vn coordinate permissibili qualsiansi:
se T trasforma il punto (11,x2,...,xn) nel punto (11,X2,...,Xn)
e J denota la matrice jacobiana delle X rispetto alle x calcola-

te nel punto P, i suddetti birapporti non sono altrc che le ra-

dici caratteristiche della matrice J. I1 loro prodo t %t o,

vale dunque precisamente il d et erminante d4iJ, il

10
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quale 2 pertanto altresl un invariante topologico~-differenziale
di T in P, cid che d'altronde si verifica direttamente in modo
immediate.

Pith generalmente, sianmo Vn e V) due verietd differenziabi=~
1i (o complesse), fra cui si abbianc due corrispondenze diffe-
renziabili (o analitiche) T1 e Tz, le quali risultino entrambe
invertibili nell'intorno di una loro coppia di punti omologhi
comme (P,P'), Allora si pud applicare cid che precede allg
trasformazione T=T,.T -1; la quale muta Vn in sé lasciando fisso

1"72
P; e questo fornisce n_invarianti topologico-differenziali di T

1

e T, relativi alla coppia comune (P,P'); Avuto riguardo a quan-

to sopra ed al n,1, si ha tosto in particolare che:

I1 rapporto delle densithd di T, e di T, inerenti alla

1 e
coppia (P,P'), costituisce un invariante topologico-differenzia-

le a ghegta relativo (uguale alla densitd della T nel guo punto
fisso P).

3. COSTRUZIONE PROIETTIVA DEI SUDDETTI INVARTANTI,
Allo scopo di giungere rapidamente ai risultati di cui

si & fatto cenno nel n,2, considefiamo uno spazio proiettivo
(rea}e o complesso) s?n—1’ di dimensione d i spari 2n-1.
Tre Bn_1 subordinati di questo che siano fra loro a due a due
gghembi risultano privi di invarianti proiettivi: si ha tosto
infatti che, con opportuna scelta delle coordinate omogenee di
punto (x1,¢2,...,xn,X1,X2,...,Xh) in 8, _4» le equazioni di tali

Sﬂr1 possone sempre ridursi alla forma:

() . A ; Y =0

3 : S Wy .=x.=0" 5 =X = z2A =

S, v MT s =Kk, =0 5“_! 5% xt Kn J
3 - .
GRS A W Xpy = K ;

rimane anzi ancora lecito di mutare le coordinate in guisa da
conservare quesgte equazioni il che - com'é subito visto - si ot=-

tiene nel modo pilt genersle operando una medegima sostituzione

11
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lineare invertibile sulle x e sulle X del tutio arbitraria,

Vi sono u}n—1 rette appoggiate ai tre Sn—1' il luogo del-
le quali & la Vﬁ di C.Segre di equazioni

§ Xy = ug Sx'»-fl“-; (ce1,2,...m),

ove § & il solito fattore di proporzionalitd delle coordinate,
le u sono n parametri omogenei che hanno rapporti costanti lun-
go una di quelle rette, e l & un paranetro non omogeneo che ha
il significato di birappor i o del punto di Vﬁ dépo i
tre punti d'appoggio coi tre dati Sn_1 della retta per quello
ad essi incidenti (tali punti d'appoggio ottenendosi rispettiva-
mente per A = ®,0,1),

Congsideriamo ora in S un quarto spazio subordinato,

2n~1

(4) . (1) (2) .
Sn_1 s che non si appoggi né ad th1 né ad SnF1 : le sue equa=—
zioni possono scriversi nella forma

"
X
K= %%

b

J

ove la matrice A della Q; he determinante diverso da zero. Un

tale Séfi -~ ge & generico = incontra la suddetta Vﬁ in n punti

Yali punti non sono altro che le radici caratteristiche della

matrice A. Disponendo dell'arbitrarietd che v'B ancora nella

scelta delle coordinate, ed estendendo se occorre S2n—1 al cam-
po complesso, le equazioni di Séﬁi possono in generale venir
ridotte alla forma

X: = a;x, (t:tll,..‘,n),

le a; essendo le suddette radici caratteristiche, Abbiamo dunque

che:

12
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Quattro 51_1 di S,,n__1 ammettono generalmente n invarianti
proiettivi indipendenti e non di pih. Come tg2i, possono assu~

mersi i birapporti delle gquaterme di punti segati dai quatiro

S sulle n rette 4i S, ., ad essi incidenti.
n-1 ZIT

Cid premesso, riferiamcci alle due corrispondenze T1 €
T2 di cui al penultimo capoverso del n,2, Sulla varieta W2n=
= V. V! esse si rappresentano con due varietd n-dimensionali,
M§1 ed Mﬁz), pessanti entrambi semplicemente per il punto
0 = PxP?, ed ivi non aventi nessuna tangente in comune né fra
loro né con la varietd Lé1) = v}lx P!, né con la Lﬁzj =P X U;u

Siano ordinatamente

(1) (1) (2) (3) (4)
s2n-—1 E Sn—1 v Sn1 . 8p01 0 S
gli spazi tangenti in 0 alle varietd
(1) (2) (1) (2)
(=) Moo o Iyt DT, M, My

essi si trovano nelle condizioni volute per le preccdenti dedu-
zioni, sicch® definiscono nel modo indi.cato n invarianti p r o-
iettivi. Poich® $ali spazi vengono soltanto a subire

una trasformazione omo gr a fica quando si assoggetti
arbitrariamente Wzn_(ossia separatamente Vn e Vﬁ) ad um trasfor
mazione differenziale (od analitica), cosl gli invarianti otte-
nuti rimengono di fatto inalterati di fronte a siffatte trasfor
mazioni, cid che esprimiamo preecisamente dicendo ch'essi sono

degli invarianti topologico-diffcrenziall.

Non v'® ora difficoltd a riconoscere la coincidenza fra
questi invarianti e quelli considerati verso la fine del n,.2,
Quelli introdotti al principio di tale numero col nome di ¢ o ef
fiecienti di dilatazione di T in

un punto fis so, P, non sono che loro casi partico=-

13
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lari, da cssi ottenibili con l'assumerc Vé sovrapposta a V' e Tz
coincidente con la trasformazione identica di questa varictd
in sé.

Rileviamo da ultimo che i risultati precedenti si applica -
no a due Tariaté M£1}, Méz) scgantisi in un punto 0 cd immerse
in uno Wzn’ che abbia come particolaritd - d'altronde caratte-
ristica per l'argomento in questione = quella di confenere due

sistemi o™ di varietd H£1) ed Hﬁz) mutuamente unisecantisi.

Tali gono infatti sulla Wénfvn>< V£ dianzi considerata i sistemi
descritti delle

1 2

ove Q e Q' siano punti variebili arbitrariamente rispettivemente

su Vﬁ @ Vﬁ. Viceversa, se una ‘W, contiene due sistemi siffatti

(1)

ed inoltre due varietd If ’ M%%) pagsanti in modo generico per

n n
un punto 0, si pud definire su Hﬁj) la corrispondenza © che mu-
ta un punto R di 5{1) in un punto R' della stessa H(1} quando

le HéT) per R e lanﬁéz) per B' sk segano in un punto di Méa). La
© ammette allora O come punto fissoy; e gli n coefficienti di

dilatazione di @ in O non differiscono dagli n invarianti otte-
nibili nel modo dianzi specificato a partire dalle ( * ), quando
gi assumano come varietd L£1) ed Lée) rispettivamente le H£1) ed

Hie) uscenti da 0.

4, STUDIO LOCALE METRICO DTLLE TRASFORMAZIONT DUALISTICHE,

Sia © una trasformazione di classe C1, che muti i punti
P(x1,x2,...,xn) (d'una regione) di un E_ euclideo (reale) in ipep

piani ™ , d'equazione u1X1+ h L +eoot q“xn+ Y, =0 di un altro

2
EA euclideo (n 2 2). Allora le w si esprimeranno come funzioni
non tutte nulle di classe G1 delle x, manifestamente alterabili
per un comune fattore, dato da un'arbitraria funzione, non nulla

delle x, di classelc1. Cid permetterebbe di ridurre p.es. all'u-

14
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unitd una non nulla delle u, quindi di porre soito forma un po!
pil semplice - ma meno simmetrica - taluno degli sviluppi ana-
litici che seguono; e lasciamp al Lettore di esplicitare le di-
verse formulazioni cosl ottenibili.

Consideriamo la matrice quadrata d'ordine n+1 ZS, che si
-b(u-r.u--a,,- st Hn,q.) R
B("'n "1;“';“‘«;’

ricava orlando la matrice jacobiana con

la riga

-
pA , 2ne , ..., Dk, ; Yem,
¢ X, D oK, A x,

e la colonna

u1, uag e s 3 un 7 'D.n+1 ]

e poniamo inoltre per abbreviare

Y x
we VE e e

Riferiamoei quindi ad una coppia di elementi (P, T ) - omolo-
ghi in @ + per i quali né @ né detd si annulli, il che val
quantc supporre che l'iperpiano Tr sia proprio e la
corrispondenza © riswlti bpiunivoca nell'intorno di
detta coppia.

Se un punte Q di En, prossimo a P, tende a P arbitrariamen
te in guisa che la retta P Q tenda d4d una retta », l'iperpiano
X omologo di Q tende a TT in modo che lo spazio ad n-2 dimensip
ni intersezione di ™ e X aunette una posizione limite S »
dipendente soltanto da r. ILa corrisponden
za che cosl si ottiene fra le rette r di sn uscenti da P e gli
spazi @ massimi subordinati di T risulta proiettiva
e non degenere (in virth della biunivocitd di © ); questa cor-
rispondenza pud poi venir bpportunamente completata stadilendo,
con ovvio criterio, mr i ferimento biunivoco

fra le darientazioni di due elementi » e ¥

15
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omologshi qualsiansi,

Si ha inoltre che il quoziente fra l'angolo infinitesimo
WX (misurato in radianti) e la lunghezza del segmento P Q ,
quando Q --» P ammette un limite (non negativo) che d i pende
solamente dalla direzione di 5 o
tale numero ed il suo reciproco diconsi rispettivamente il
coefficiente di dilatazione ed il coefficiente di contrazione

di © 4in P nella direzione d4i .

Allo scopo di determinare invarianti differenziali del 1°¢
ordine della corrispondenza dualistica © relativi alla coppia
(P, ™ ), procediamo in modo analogo & quello tenuto nel n,1 per
le trasformazioni puntuali. All'uopo portiamo sulle varie semi-
rette di En uscenti da P, ed a partire da questo punto, un seg-
mento di lunghezza uguale al relativo coefficiente di contrazio-
ne, l'estremo voeriabile di tale sesmento viene cosl a generare
wn ipercilindro ellittico, ! , semplice-
mente specializzato., L'a a s e a di questo ciclindro dicesi
la direttrice di @ relative &l punto P; esso & precisamente la
retta passante per o che, nella proiettivitd indotta da ©
fra T e la stella di centro P, corrisponde all'iperpiano all'in-
finito @i mw ., L'iperpiano o di En perpendicolare alla g in
P incontra I secondoun iperellissoide,] ,
avente per centro P; e sia A il p un t o (proprio) di T che
corrisponde ad « nella suddetta proiettivita.

E' facile ansodare che tale proiettivitd muta due qualun
que rette per P coniugate rispetto a ™ in due spazi
ad n-2 dimensioni di ™ fra loko or t o gonal i, Esistono
quindi sempre in of n-1 reite TiaTpre sl 4 uscert i da P efra
loro adueadus perpendilicolari, alle quali cor=
rispondono in T =n-1 spazi § , § ,...y §  » &d =2 dimensio-
ni passanti per A e fre loro pure o due a due perpendi=-

colanri; teli rette, che diconsi le rette principali rela=-
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tive a P, possono anche venir caratiorizzate in base alla prio-
prietd che, in corrispondenzg ad ess2, il coefficientec di contra
zione o dilatazione ha vn e s t r e m o finito e non nullo
(non perd necessariamente un massimo od un minimo),ed ai rela-
tivi coefficienti si da pure l'attributo di principale.

Se 1l'iperellmssoide J suddetto & ad assi disuguali vi
una s8ola (n-1)-pla di rette principsa
1 i wuseenti da P, data dai suoi assi e costituente - insieme
allad irettrice a =~ quells che denominasi 1'n-edro
princivale relativo a P; e le lunghezze 1:01, 1:02,...,1:cn_1
dei semiassi di U sono manifestamente uguall agli n-1 coeffi-

cienti di contrazione principali di 9 in P (sicchd® i loro re-

ciproci c1,02,...,cn_1 coincidono precisamente coi coefficienti
di dilatazione principali). ' poi chiaro quali modifiche oc-
corrano in cid che precede nell'ipotasi che 3 risulti rotondo.

Fure in E£ si ha un n-edro principale, invariantivamente

legato a ™ , il guale & completbumente ortogonale ed ha per
vertice A, le sue facce essendo T ¢ gli n-1 iperpiani a questo
perpendicolari lungo i singoli spazi g ’ Z_,..., Siiam

Usando per brevitd il linguagfio infinitesimale, possiamo
incltre dire che un punto Q di En infinitamente prossimo a P
lungo la a4 vien trasformato da @ inun iperpiano X
di Eﬁ, infinitemente vicino e parallelo a T il
rapporto fra la distanza T X e la distanza PQ 2 un inva =-

riante, c, che dicesi 1'indice di allungsmento di © in P,

mentre il suo reciproco 1:c¢ chiamasi l'indice di restringimento
di @ in P, Si ha che:

Una trasformazione dualistica © fra due spazi cuclidei

. Gy ’ g ; 1
ad n dimensioni, la quale sim biunivoca e di clasge C , ammette

n_invarianti differenziali metricl

del 1° ordine, dati dall'indice di allungamento ¢ e

dagli n~1 coefficicenti di dilatazione principali C,sChyee.ssC
1 [

-1

17
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della © . Questi n invarianti sono generdlmente fra loro

indipendenti, mentre ogni altro invariante differenziale metrico
del 1° ordine risulta neceggariamente una loro funzione.

Per shpebilire questi risultati, & opportuno d'introdurre
in En 1ltiperquadrica iperboloidica non rigata /A , detta ltiper-

quadrica di deformazione di © inerente a P, definita dalle sc-

guenti condizioni,

1) A ha per centro P e per assi gli n spigoli dell'n-edro
principale di © relativo a P

28) A sege la direttrice a (che ¥ l'unico suo asse tra-
verso) nei due punti che hanno da P distanza 1:0y

39) A sega l'iperpiano o nell'ipercllissoide (a punti
immaginari) coniugato adl.

I risultati enunciati seguono allora da ¢id che:

Esigtcuna ed una sola reciprocith fra® ed

EL che approssima la @ nell'intorno del 1° ordine

della coppia (P, T ), ¢ che muta l'iperpiano improprio di gn
nella djrezione ai Eﬁ perpendicolare a Tv ; essa trasforma

di SL avente centro A e raggio 1.

La reciprocitd in questione oltre a soddisfare a quest'ul-
tima condizione, viene naturalmentc a mutare P in T , r1,r2,..
R L in 9., gz ooy 80 cd a nello spazio all'infinito
di w . Viceversa, questc condizioni e la suddetta, completa-
te con quella di indurre opportuni oricntamenti fra gli elemen-
ti omologhi considerati, individuano picnamente tale reciproci-
ta, Le gquazioni di questa riduconsi alla forma semplice:

Woilles $50 - LG

; 2 WUpeg TR G X100, X

" et eyt €%, ,

(dove i coefficienti hanno ppecisamcente i significato dianzi

spefificati), quando si riferiscono E, ed E! agli n-odri princi-

18
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pali relativi a P ed a T , assumendo la direttrice a come as-
se x_ e l'iperpiano T come faccia X =0.

5. CALCOLO DEGLI INVARTANTI DIFFER:NZINLI DEL PRIMO ORDINE.

Per cid che concerne la determinazione analitica degli

elementi precedentemente introdotti relativi ad una © defi-

nita nel modo indicato al prineipio del n.4, valgono i seguenti
risultati., Denotiamo con D 1l valor assoluto del determinante

della matrice VAS y © con Di il complemento algebrico dell'ele-~
mento 7’”;:“ in tale determinante (i = 1.2,,..,n), Allora i

coseni direttori o, della direttrice a si calcolano mediante
le

o = D. NN - N

. Lo, et . [
) # D wever I

e 1'indice ¢ di allungamento & datc da

D
W (D4 D #e 4D

o=
e

Consideriamo inolire la matrice ad n+2 righe ed n+1 colon=-
b(“‘!_!_‘_{‘_?-__{ s Y]

ne che si ricave orlando la matrice jacobiana
'3("'!: VI "'-M-)

con le righe:

Wy, W g s o, w
PR e Ly 11
% e vy %y 0

e con la colonna formata dagli elementi

Uyy Uy see y 1

5 5 Byl

Si ha allora che la somma dei prodotti a t-1 a t-1 dei guadrati

degli n=1 coefficienti di dilatazione principali (2 €t = n),
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Lt
si ottiene dividendo per «0 la somma dei guadrati degli

"
(E?J '[ t) minori d'ordine t+1 estratti dalla suddetta matri-

ce e contenenti come subordinata la matrice "ifu .

In particolare, per t = n, da qui si deduce che il prodot-

to degli n-1 coefficienti di dilatazione pringipali vale

_\!___!).1'1- D»:'_r . ]J:: -

[ Coog = e
Pertanto il prodotto @ dell'indice di allungamento e
degli n-1 ceefficienti 41 dilatazione & dato da
i=0D /(L)n+1

Questo invariante differenziale chiamagi la densitd della corri-
spondenza © nella coppia (P, T ), in quanto essc — a norma
di cid che precede - d3 una misura locale dell'addensarsi attor=-
no a T degli iperpiani dello spazio E£ corrispondenti mediante
(@ ai punti dai En prossimi a P,

Un altro semplice s i gnif icato geometris=
¢ o della suddetta densitd d, si ottiene nel modo seguente. §i
fissi in E£ wmgqg™~21lvnguwe punto proprio, 0, e, per ogni
iperpiano TU di Eﬁ (che provenga mediante @ da un punto P di En)’
si consideri il piede P' della perpendicolare su esso abbassata
da O, oppure il polo P" di tale iperpiano rispetto all'ipersfera
di centrec 0 e raggio 1 ( talch® P' e P" vengono a corrispondersi
felltinversione rispetto a quest’ipersferéL Assunto (com'®d leci-
to) il punto O nell'origine degli assi (11,12,...,Xn), le coordi=-
nate Xi ed X; di P' e P" valgonos

Ko Miuae XU oo ke (is4,2,.)

i ot ¢ W

Avuto ajche riguardo al n,1, da qui si trae che:

20



La densité @ delia corcispondenza dualistica © i ot=
G |

tiene dividendo ver 0 """ 1a densi#d della corrispondenza

puntuale chz intercede fra P e P'; od anche dividendo per

0 P"n+1 ledensitd delizs corrispondenze puntusle che intercede

fra P e P", Tali ouozienti risultans percid indipendenti dalla

scelta del punto 0.

6. AI-CUNE TRASFORTAZIONY PARTTCOLARI. RELAZIONT FRA DENSITA'.

Ove si volesse approfondire lo studio delle trasformazio-

ni dualistiche © :P -, fra due spazi euclidei En’E;:l’ sareb

be opportuno far intervenire le lLinee direttrici e le linee

principali, ossia quelle curve di En aventi come tangente in
ogni loro punto P rispettivamente la retta direttrice od una
delle n-1 rette principali di © relative a P. Si potrebbero
quindi stadlare 29.;@ per le quali una o pih delle congruenze
formate da tali linee risultino o rt o gonal i, ecc.
Particolare interesse offrono - per n 2 3 - quelle ©
che in ogni punto hamnc gli n-1 coefficienti di dilatazione u-

gwali fra loro, il che vel quenio dire che per esse l1'i per =

guadrica di deformazione in ogni punto
deve risultare di rotwzione attorno alla
relativa dizreittrice. Tali trasformazioni
duglistiche appaiono in certz guisa analoghe alle trasformazio=-
ni conformumwi, ia forza del prino capoverso del h.2, ed
anche tenuto conto della scguenic Loro proprietad ca-=-
ratteristice, che facilmente si desume dalle egua-
z¥oni finali del n.4.

Se P e T gono vn punto di E ed un iperpiano di E' che
R e =T —— = =n

si corrisvondono in uné O _del tipo suddetto, a due_direzioni

gualsiansgi di 1'3 uscenti da ¥ efion parallele alla relativa di-

retirice restano associati sv. U due spazi propri (n-2)-dimensio-
nali, il cui angelo risulte

irmale all'angolo compreso fra i due
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piani proiettanti dalla direttrice le due dimegioni considerate,

Senza approfondire qui ulteriormente le molteplici questig
ni suggerite da cid che precede, ci proponiamo ora di trasportare
al caso attuale = per quanto possibile = le considerszioni svol=-
te per le trasformazioni puntveli alla fine del n.2. All'uopo ci
riferiamo a due trasformazioni dualistiche Oi‘ ' Q.  tradfor-
manti i punti di En negli iperpiani dj Elll, ed aventi in comune
una coppia (P, ¥ ). Allora T = @, * @;I t una trasfarmazione
puntuale di En in sé che ammeite P come punto fisso, e che quin-
di (n.2) & generalmente ddtata dim coef ficienti di
dilatazione relativi a P; ciascuno di questi = essen
.do un imvariante topologico - differenziale di T in P - risulta

un invariante di fferenziale di O, e 0O, inerente alla coppia

(P, ™ ), che non muta se si assoggettano E, ad una trasformazig
ne differenziabile ed I:.‘l'l ad una trasformazione omografica arbi-
trariamente scelte. Avrebbe interecse d'indagare in quali casi
tali invarianti possono venir espressi mediante i coefficienti
di dilatazione principali e gli indieci di-allungamento di ©, e
di 01 in P ( a prescindere dzlle posizioni mutue dei vari n-e-
dri principali), Un risultato parzieale in proposito si ha osser
vando che:

La densitd di T in P uguaglia il rapporto delle densita
di G, e O, inerenti alla coppia (P, ®_).

Per dimostrarlo, possiamo rapvresentare ©, nel modo indi=-
cato per Q0 a principio del n,4; ® inoltre lecito assumere P

come punto X =K,= 00w = X = 0 ¢ TU come iperpiano Wo=eon

=n._ ,=0 (onde per M si ha wW = +w, ), ¢ sostituirc a O, 1a

n+1
relativa recciprocitd approssimente, rappresentata dalle equazio=-
ni che si deduconc da quelle date alla fine del n.4 col sostitui

TC @ Cy Cy9CpyesnyC le analozhe r_nan‘.;i‘a‘m',c,‘i, cé,...,c' re=-

n-1 n-1
lative a ©, ., Allora la trasformazione puntuale T=0., @'

ha le equazioni
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x :%U::-(X.j#_ o x & l‘{;ﬂLtlt“] ; x“: Lf"\'\.rl("J
i C: “F <) r g TR L u_“[ ) ¢ u.utx‘-}

Bagta quindi calcolare il detcrhinante jacobiano delle X rispet-
to alle x nel punto P, ¢ ricordare i nn.1,5, per ottenere l'as-
gserto. Da qui si deducec immediatamente che:

Il rapporto delle densitd di due trasformazioni dmalisti-

che in fina loro coppia comune risulta un lorp invariantc proiet

tivo.

T.CURVATURA DI IPERSUFPLRFICIE E DI FORME PFAFFIANE.

Una forma pfaffieng

6 = o, (x)due, + o, (*] dx,+- -+ Qu(*)dx,

definisce intrinsccamente nell'En delle variabili x una corri-
spondenza dualistica © , © prccisamentc quella che associa al

punto P(x) l'iperpiano T @i equazione

a, (*} (K.* <) o+ -“-'q_{‘}fil- Gjreovag () (.Ku"‘«,) =0

Ia densita di © nella copria (P, T ) & un invariante
metrico di w , che pud denominarsi la curvatura di O nel punto
P, Essa infatti in ¥vasc al n.54 nel caso particolare in cui O

sia integrabile e cidd della forma
9
0= 9(x ol ()

riducesi alla curvatura totale It in P dell'ipersupcrficie inte-

grale f(x)=cost. che passa per P; cid si ottiene con facile

calcolo, tenendo conto che k vim dato dalla formula noba:
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