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Meinen Lehrern
Erwin Mues, Giinter Mihlbach und Horst Tietz

in Dankbarkeit gewidmet.

Jlch glaube, Kénig Gelon, daR dies der
Menge der nicht mathematisch gebil-
deten Menschen unglaublich erscheinen
wird ..."

ARCHIMEDES |Archimedes 1972, S. 360]



Thomas Sonar wurde 1958 in Sehnde bei Hannover geboren. Nach dem Ma-
schinenbaustudium an der Fachhochschule Hannover wurde er kurzzeitig La-
boringenieur im Labor fiir Regelungstechnik der FH Hannover und griinde-
te ein eigenes Ingenieurbiiro. Dem Mathematikstudium an der Universitét
Hannover folgte von 1987 bis 1989 eine Titigkeit als wissenschaftlicher Mit-
arbeiter der DLR (damals DFVLR) in Braunschweig im Raumgleiterprojekt
HERMES, dann als wissenschaftlicher Mitarbeiter am Lehrstuhl von Prof.
Dr. Wolfgang Wendland in Stuttgart. Nach Studien in Oxford am Compu-
ting Laboratory promovierte Thomas Sonar 1991 im Fach Mathematik und
arbeitete danach bis 1996 als Hausmathematiker am Institut fiir Theoretische
Stromungsmechanik der DLR in Géttingen, gab dort den Anstof zur Entwick-
lung des heute vielfach eingesetzten TAU-Codes zur numerischen Berechnung
kompressibler Stromungen und programmierte dessen erste Versionen. 1995
erfolgte die Habilitation fiir das Fach Mathematik an der TU (damals TH)
Darmstadt. Von 1996 bis 1999 wirkte er an der Universitdt Hamburg im In-
stitut fiir Angewandte Mathematik und seit 1999 an der TU Braunschweig
als Abteilungsleiter der Arbeitsgruppe fiir partielle Differentialgleichungen.
Einen Ruf an die Universitit Kaiserslautern und die damit verbundene Uber-
nahme einer Fiihrungsposition im dortigen Fraunhofer-Institut fiir Techno-
und Wirtschaftsmathematik lehnte er 2003 ab. Im selben Jahr griindete er
an der TU Braunschweig das bis heute sehr aktive Mathematiklehrerfortbil-
dungszentrum ,Mathe-Lok®, in dem auch regelméfige Veranstaltungen fiir
Schiilerinnen und Schiiler stattfinden.

Thomas Sonar entwickelte friith sein Interesse an der Geschichte der Mathe-
matik, arbeitete insbesondere zur Geschichte der Navigation und der Loga-
rithmen in England und begleitete die viel beachteten Braunschweiger Aus-
stellungen zum Gaufs-Jahr 2005 und zum Euler-Jahr 2007 wissenschaftlich.



VIII

Weitere mathematikhistorische Arbeiten sind Eulers Analysis, seiner Mecha-
nik und Stromungsmechanik, der Geschichte mathematischer Tafeln, William
Gilberts’ Magnettheorie, der Geschichte der Ballistik, dem Mathematiker Ri-
chard Dedekind, sowie den Vorgéngen um den Tod Gottfried Wilhelm Leib-
niz’ gewidmet. Im Jahr 2001 erschien nach intensiven Studien im Merton
College in Oxford sein Buch iiber die frithen mathematischen Arbeiten von
Henry Briggs. Insgesamt hat Thomas Sonar etwa 150 Fachbeitrige und 14
Biicher — zum Teil mit Kollegen — publiziert, eine Vorlesung zur Mathema-
tikgeschichte an der TU Braunschweig etabliert und viele Jahre lang dieses
Fach im Rahmen eines Lehrauftrages an der Universitdt Hamburg vertreten.
Zahlreiche Verdffentlichungen beschéftigen sich auch mit der Vermittlung von
Mathematik und Mathematikgeschichte an ein breiteres Publikum und der
Verbesserung des Mathematikunterrichtes an Gymnasien.

Thomas Sonar ist Mitglied in der Braunschweigischen Wissenschaftlichen Ge-
sellschaft und korrespondierendes Mitglied in der Hamburger Akademie der
Wissenschaften.



Vorwort des Autors

,6000 Jahre Mathematik®, ;5000 Jahre Geometrie®, ,4000 Jahre Algebra“ —
und nun liegen , 3000 Jahre Analysis* vor. Es ist folgerichtig, nach einer Kul-
turgeschichte der Mathematik und nach der Geschichte von Geometrie und
Algebra nun auch die Geschichte der Analysis fiir ein breiteres interessiertes
Publikum zugénglich zu machen.

Dabei wurde versucht, an dem {iberaus erfolgreichen Konzept der Vorgin-
gerbéande festzuhalten: Wissenschaftlich gesicherte Fakten in einer lesbaren
Form, die Freude an der Zukunftswissenschaft Mathematik und ihrer histo-
rischen Entwicklung vermitteln soll. Aber etwas ist doch anders. Wéhrend
man die Kulturgeschichte der Mathematik weitgehend ohne mathematische
Details spannend darlegen kann, wéhrend die Geometrie sich weitgehend aus
der Geschichte ihrer Konstruktionen in wunderbaren Zeichnungen ergibt und
wahrend sich die Geschichte der Algebra — jedenfalls noch bis ins 19. Jahr-
hundert hinein — aus elementaren mathematischen Uberlegungen entwickeln
lasst, verlangt die Disziplin der Analysis mehr. Analysis ist im Kern die Wis-
senschaft des Unendlichen — und zwar des unendlich Grofien wie des unendlich
Kleinen. Thre Wurzeln liegen schon in den Fragmenten der Vorsokratiker und
deren Uberlegungen zum ,Kontinuum“ und der brennenden Frage, ob Zeit
und Raum ,kontinuierlich“ oder ,atomar” aufgebaut sind. Diinne Wurzelfa-
den der Analysis reichen sogar zuriick bis ins Reich der Pharaonen und der
Babylonier, von denen die Griechen gelernt haben. Spétestens mit Archi-
medes (ca. 287-212 v. Chr.) erreicht die Analysis jedoch eine Maturitét, die
nach einer aktiven Teilnahme des Lesers verlangt. Man kann beim besten Wil-
len die Bedeutung der Archimedischen Analysis nicht verstehen, ohne einige
Beispiele genau zu studieren und auch einmal mit Bleistift und Papier nach-
zuvollziehen. Nach Archimedes wird dieses Wissen zwar wieder verschiittet,
aber spétestens mit der Renaissance schreitet die Analysis wieder in Rie-
senschritten fort und wieder fordert diese Wissenschaft den Leser! Um es
poetisch auszudriicken: Die Analysis erweist sich als fordernde Geliebte und
man muss sich ihr hingeben, wenn man sie verstehen will.

Aber keine Angst! Diese Bemerkungen sollen nicht abschreckend wirken —
im Gegenteil: Sie sollen die Spannung auf die Inhalte dieses Buches erhohen.
Man muss von Zeit zu Zeit mitdenken, aber dann erhilt man als Belohnung
tiefe und befriedigende Einsichten in eine der wichtigsten Teildisziplinen der
Mathematik, ohne die die technische Revolution und die damit verbunde-
ne Entwicklung unserer heutigen hochtechnisierten Welt undenkbar gewesen
ware.

Es sind mehrere Biicher iiber die Geschichte der Analysis auf dem Markt
und der Leser verdient daher ein paar Bemerkungen iiber die Position dieses
Buches im Hinblick auf die anderen. Ich beanspruche nicht, neueste und bis-
her unbekannte Forschungsergebnisse zu publizieren. Das vorliegende Buch
unterscheidet sich dennoch von anderen ganz erheblich. Zum Einen kommt
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das daher, dass auch den geschichtlichen Entwicklungen im Umfeld geniigend
Raum eingerdumt wird, wie es sich fiir Biicher in dieser Reihe gehort. Des
Weiteren habe ich einen Schwerpunkt auf die Vorsokratiker und das christli-
che Mittelalter gelegt, in dem die Kontinuumsdiskussionen bestimmend wa-
ren. Schliefilich ist die Klammer, die alle in diesem Buch behandelten Themen
umfasst, das ,,Unendliche”. Diese Klammer erlaubt es mir, im 20. Jahrhun-
dert nicht vor der unglaublichen Breite der Entwicklung — Funktionalanalysis,
Mafktheorie, Integrationstheorie, usw. — kapitulieren zu miissen, sondern viel-
mehr mit der Nichtstandard-Analysis zu enden, in der wir unendlich kleine
und grofte Grofen finden, in der das Kontinuum im vorsokratischen Sinne
wieder zu Ehren kommt und somit ein grofser Kreis geschlossen werden kann,
der Zenon von Elea mit Thomas Bradwardine, Isaac Newton, Gottfried Wil-
helm Leibniz, Leonhard Euler, Karl Weierstraf, Augustin Louis Cauchy und
schlieftlich mit Abraham Robinson und Detlef Laugwitz verbindet. Dieser ver-
bindenden Klammer ist es auch zu verdanken, dass ich die Entwicklung der
Mengenlehre in die Geschichte der Analysis aufgenommen habe, was sicher
nicht iiblich ist. Aber unter dem Aspekt der Geschichte vom Umgang mit
,Unendlich® gehort die Mengenlehre einfach dazu.

Dieses Buch wurde erst ermoglicht durch die Projektgruppe Geschichte der
Mathematik der Universitdt Hildesheim, der ich herzlich danken mé6chte. Be-
sonderer Dank gebiihrt meinem Kollegen Heinz-Wilhelm Alten und meinem
Freund und Kollegen Klaus-Jiirgen Forster fiir ihr Vertrauen in mich. Ins-
besondere Herrn Kollegen Alten habe ich und hat dieses Buch aufierordent-
lich viel zu verdanken. Er hat die Manuskripte in schneller Folge mit grofser
Sachkenntnis und scharfem Blick korrekturgelesen, kritische Anmerkungen
gemacht und oft Textvorschlédge unterbreitet. Herr Wesemiiller-Kock hat sich
in gewohnt professioneller Weise um die Gestaltung des Werkes gekiimmert.
Welche Arbeit damit verbunden ist, wenn man Bilder und Skizzen selbst an-
fertigen muss, vorhandene Bilder zu modifizieren hat und Bildunterschriften
anfertigt oder korrigiert, kann nur der nachvollziehen, der sich einer solchen
Aufgabe einmal selbst gestellt hat. Welch umfangreiche Arbeit er wieder ein-
mal geleistet hat, kann man in diesem Buch — wie in allen anderen Bénden
der Reihe — erkennen. Ohne den Verlag, der das Projekt wollte und unter-
stiitzte, héitte es dieses Buch ebenfalls nicht gegeben. Insbesondere danke ich
Herrn Clemens Heine vom Springer Verlag.

Nun bin ich kein ausgebildeter Historiker. Natiirlich hat mein stetes und
langjéhriges Interesse an Geschichte geholfen, aber auch gute Biicher wie
sDer groe Ploetz* [Ploetz 2008| oder die wunderbaren Béande des Reclam-
Verlages, die mit ,Kleine Geschichte ... oder ,Kleine ... Geschichte” beginnen
[Maurer 2002], [Altgeld 2001], [Dirlmeier et al. 2007], [Haupt et al. 2008]. Im
Zweifel aber hilft Herr Kollege Alten oder nur ein gestandener Historiker
wirklich weiter und ich schéitze mich sehr gliicklich, dass mein Freund und
Kollege Gerd Biegel vom Institut fiir Braunschweigische Regionalgeschichte,
trotz stindiger Arbeitsiiberlastung geduldig an meiner Seite war und mir bei
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so mancher Virginier-Zigarre und unzahligen Espressi Einblicke in historische
Zusammenhénge ermoglichte.

Frau Sylvia Voft hat mich mit grofer Kompetenz IXTEXnisch betreut, wofiir
ich ihr sehr danken md&chte. Aufserordentlich dankbar bin ich Herrn Prof.
Dr. Eberhard Knobloch nicht nur fiir die kostbare Zeit, die er mir beim
Korrekturlesen geopfert hat, sondern auch fiir zahlreiche konstruktive Kritik
und Hinweise und korrekte Ubersetzungen aus dem Altgriechischen.

Vor vielen Jahren habe ich Analysis bei meinem verehrten Lehrer Prof. Dr.
Erwin Mues gelernt, der sich langst im Ruhestand befindet. Seine Vorlesungen
haben meine Liebe zur Analysis begriindet, wofiir ich ihm nur aus zeitlicher
Ferne von Herzen danken kann. Meinen weiteren akademischen Lehrern Profs.
Dres. Horst Tietz und Giinter Miihlbach bin ich ebenfalls zu grofsem Dank
verpflichtet. Dem ersten fiir die Lineare Geometrie — die von ihm bevorzug-
te Bezeichnung der Linearen Algebra — und Topologie und seine jahrelange
véterliche Freundschaft, und dem zweiten fiir seine unerreichten Vorlesungen
iiber Numerische Mathematik, in denen seine Studierenden lernen konnten,
dass man erst einmal ein brauchbarer reiner Mathematiker sein muss, um die
Numerik zu verstehen. Meinen drei Lehrmeistern ist dieses Buch gewidmet.

So ein Buch kostet Zeit, viel Zeit! Meine Entscheidung, dieses Buch zu schrei-
ben, hatte fiir meine Frau Anke und die Kinder daher ernste Konsequenzen,
wovon die ,,Groken®, Konstantin und Alexander, nicht so sehr betroffen waren,
wohl aber Philipp und Sophie-Charlotte. Zwei Semesterferien gingen vollstéan-
dig in dieses Buch, in denen ich im Arbeitszimmer oder in Bibliotheken safs,
wahrend um mich herum das Leben weiterging — ohne mich! Aufserdem ha-
be ich nicht unbedeutende Mengen von Geld in den Erwerb antiquarischer
Biicher gesteckt, um meine Privatbibliothek zum Thema ,Geschichte der Ana-
lysis zu vergrofsern. Dies und die vielen, teils halbmeterhohen Biicherstapel
in Wohn- und Esszimmer, auf Sofas und Stithlen und auf dem Boden, hat
meine liebe Frau mit Humor und mit nur wenigen bissigen Bemerkungen
hingenommen. Auch in den laufenden Semestern habe ich viel Zeit in dieses
Buch gesteckt, was meine Studierenden (hoffentlich!) nicht bemerkt haben,
meine Familie aber sehr wohl. Nach dem Erscheinen der beiden Bénde ,,6000
Jahre Mathematik® von Hans Wufiing brachte meine Frau es auf den Punkt:
,Mein Mann hat eine Geliebte, die ist 6000 Jahre alt, und er liebt sie wirk-
lich!“ Dafiir, dass sie es bis heute mit mir und der Geliebten ausgehalten hat,
danke ich ihr von ganzem Herzen.

Thomas Sonar



Vorwort des Herausgebers

3000 Jahre Analysis - mit diesem Band der Reihe ,Vom Zéhlstein zum Com-
puter* legt die Projektgruppe Geschichte der Mathematik der Universitat Hil-
desheim nach den bereits wiederholt aufgelegten beiden Bénden ,,6000 Jahre
Mathematik* und den Bénden ,5000 Jahre Geometrie“ und ,,4000 Jahre Al-
gebra® einen weiteren Band iiber die Entwicklung eines groflen Teilgebietes
der Mathematik vor, eines Teilgebietes, das zu den Grundpfeilern der Ma-
thematik gehort, in den beiden letzten Jahrhunderten rasanten Aufschwung
und enorme Ausdehnung gewonnen hat und in seinen Anwendungen fast alle
Bereiche unseres Lebens durchdringt.

Analysis — nicht zu verwechseln mit dem in Chemie, Medizin, Wirtschaft und
Politik verwendeten Begriff Analyse — bei diesem Oberbegriff fiir viele grofse
Teilgebiete der Mathematik denken Gymnasiasten, Studierende und viele, die
sich mit ,,Hoherer Mathematik befasst haben wohl zuerst an Differential- und
Integralrechnung. Aber die haben doch Leibniz und Newton entdeckt und das
war erst vor gut 300 Jahren! Wieso dann 3000 Jahre Analysis? Anderen fallt
dazu vielleicht das schwer auszusprechende Wort Infinitesimalrechnung ein.
Aber was bedeutet eigentlich infinitesimal? Wortlich soviel wie ,,unendlich
klein“! Und damit sind wir auf einen grundlegenden Begriff der Analysis ge-
stofsen. Von ,unendlich kleinen“ und ,junendlich grofen* Gréfen ist dort die
Rede, vom ,Streben gegen Null“ und vom ,Streben gegen Unendlich®, von
Grenzwerten, Differentialen und Integralen, von Infinitesimalen und Indivisi-
blen, von Stetigkeit und dem Kontinuum der reellen Zahlen, auch von irra-
tionalen und sogar von transzendenten, transfiniten und hyperreellen Zahlen.
Aber was bedeuten all diese Begriffe und wie sind sie entstanden?

Antworten auf all diese Fragen gibt Thomas Sonar in diesem Buch! In er-
frischend versténdlicher Sprache spannt er einen weiten Bogen von den Vor-
stufen mathematisch-analytischen Denkens in den alten Kulturen des Vorde-
ren Orients, iiber das Entsetzen der Pythagoreer bei der Entdeckung inkom-
mensurabler Strecken (und damit irrationaler Zahlen), die Diskussionen iiber
Kontinuum und Atomismus, Infinitesimale und Indivisible im Griechenland
der Antike, fast 2000 Jahre spiiter in der scholastischen Philosophie und Ma-
thematik des Mittelalters, dann in der Renaissance bis hin zum Streit iiber
die Kontinuumhypothese im 20. Jahrhundert und den iiberraschenden Be-
weisen von Godel und Cohen, dass diese im Rahmen der von Fraenkel und
Zermelo axiomatisierten Mengenlehre weder beweisbar noch zu widerlegen,
also unentscheidbar ist.

Analysis wird deshalb oft auch als ,Wissenschaft des Unendlichen“ charakte-
risiert und Leonhard Euler spricht im Vorwort seiner ,Introductio in Analysin
infinitorum® von der Analysis des Unendlichen. Deshalb ist das Unendliche
auch Klammer und Leitlinie dieses Buches und sein Autor beschréankt sich
bewusst auf die Darstellung der historischen Entwicklung dieser grundlegen-
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den Begriffe der Analysis. Ausfiihrlich beschreibt er ihre Entwicklung und
Wandlung im Streit von Mathematikern und Philosophen in langen Jahrhun-
derten bis hin zu den unendlich kleinen und unendlich grofen bzw. hyper-
reellen Zahlen der erst in den letzten 50 Jahren entwickelten Ausprigungen
der Nichtstandard-Analysis.

Das unendlich Kleine fithrt zur Infinitesimale, unbegrenzt Teilbares zum In-
finitesimalkalkiil, zu Differential und Integral, das unendlich Grofe als ohne
Ende Wiederholbares zum Integral als Gesamtheit von Indivisiblen, zu un-
endlichen Folgen und Reihen und ihren Grenzwerten, zu den Hierarchien der
unendlichen Méchtigkeiten in Cantors Mengenlehre, zu transfiniten Kardinal-
und Ordinalzahlen, zu vollstdndiger und zu transfiniter Induktion. Beide sind
neben dem Funktionsbegriff ausschlaggebend und zielfithrend bei der Defini-
tion und zur Klidrung grundlegender Begriffe der Analysis: Grenzwert, Ste-
tigkeit, Konvergenz, Differential und Integral.

Hingegen werden die mehrdimensionale Analysis und viele Zweige der moder-
nen Analysis - Differentialgleichungen, Integralgleichungen, Differentialgeo-
metrie, Vektoranalysis und Funktionalanalysis nur in Anfingen und Grund-
ziigen skizziert. Andere Teilgebiete wie die Theorie der reellen Funktionen
und der unendlichen Reihen, Maf und Integral, Topologie, Approximations-
theorie, Numerische Analysis und das riesige Gebiet der Funktionen komple-
xer Verdnderlicher werden nur erwéhnt, weil die Darstellung ihrer Geschichte
den Rahmen dieses Buches sprengen wiirde und deshalb anderen Bénden
vorbehalten bleibt.

Wie die Analysis und ihre Anwendungen heutzutage in fast alle Bereiche
unseres Lebens eingedrungen sind, uns auf Schritt und Tritt begleiten - das
erfahrt der Leser im letzten Kapitel dieses Buches.

Wie in den anderen Bénden dieser Reihe ist die Darstellung eingebettet in
die allgemeine und kulturelle Geschichte, in jedem Kapitel eingeleitet durch
eine Tabelle und eine historische Einfiihrung. Die Lebenslaufe der Gelehrten
geben Aufschluss iiber ihre Leistungen und Ergebnisse und das Umfeld ihres
Wirkens. Am Ende jedes Kapitels (bis auf das erste und das letzte) sind die
wesentlichen Inhalte und Ergebnisse der Mathematik in der jeweiligen Epoche
in einer Tabelle aufgelistet und Aufgaben angegeben, deren Bearbeitung den
Leser zu erneutem Nachdenken und tieferem Verstdndnis fithren soll. Zahl-
reiche farbige Abbildungen und viele Figuren unterstiitzen und erldutern den
Text. Ausfiihrliche Verzeichnisse erleichtern das Nachschlagen.

Auch fiir dieses Buch ist es uns nicht gelungen, fiir einige Abbildungen die
Rechtsinhaber zu ermitteln bzw. unsere Anfragen blieben unbeantwortet. Be-
troffene und Personen, die zur Klarung beitragen kénnen, werden gebeten,
sich beim Verlag zu melden.

Sie haben eindeutig ein sehr schénes Buch verfasst® schrieb Prof. E. Kno-
bloch nach kritischer Durchsicht des Manuskripts. Dem kann ich mich nur
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anschlieffen und tue dies mit herzlichem Dank an ihn und an den Autor Tho-
mas Sonar, fiir seinen unermiidlichen Einsatz, fiir die vielen Vorlagen von
Abbildungen und Figuren und fiir das Eingehen auf meine Vorschldge zur
Ergidnzung und Umstellung des Textes.

Mein besonderer Dank gilt dem Medienwissenschaftler und Mitherausgeber
H. Wesemiiller-Kock. In bewihrter Weise hat er wieder die graphische Ge-
staltung des Buches mafsgebend geprigt, auch Beitrdge und Anregungen zum
Text gegeben. Mit viel Hingabe hat er fiir viele Abbildungen zum historischen
und kulturellen Hintergrund recherchiert und dieses Werk hervorragend vi-
suell gestaltet. Besondere Anerkennung verdienen die Schmuckseiten am An-
fang der Kapitel. Fiir die Unterstiitzung bei dieser Arbeit und die Besorgung
der Lizenzen danke ich Frau Anne Gottwald. Fiir die Umsetzung und Uber-
priifung der Texte, der Abbildungen und der umfangreichen Verzeichnisse
und den endgiiltigen Satz sage ich Frau Elena Bornschein und Frau Sylvia
Vof herzlichen Dank, fiir die Unterstiitzung bei dieser Arbeit danke ich Frau
Monika Winkler und den Mitarbeiterinnen im Institut fiir Mathematik und
Angewandte Informatik, Frau Bettina David und Frau Tanja Seifert.

Meinen Kollegen und Mitherausgebern Prof. K.-J. Forster und Prof. E. Wag-
ner gebiihrt besonderer Dank fiir die Unterstiitzung zur Finanzierung all
dieser Arbeiten, dem Springer Verlag und seinem verantwortlichen Redak-
teur, Herrn C. Heine, danke ich fiir das Eingehen auf meine Wiinsche und
die hervorragende Ausstattung dieses Buches.

Moge auch dieser Band einen breiten Leserkreis erreichen, vielen Schiilern
und Studenten Anregungen zum tieferen Eindringen in die Analysis und bes-
seres Verstandnis fiir ihre Methoden und Anwendungen vermitteln und vielen
Menschen Einblick geben in den Jahrtausende wahrenden Prozess der Ent-
stehung und den Kern der mathematischen Analysis, einer Wissenschaft, die
uns — ohne dass wir es merken — auf Schritt und Tritt begleitet.

Hildesheim, im Januar 2011 Im Namen der Herausgeber

Heinz- Wilhelm Alten
Leiter der Projektgruppe
Geschichte der Mathematik
der Universitat Hildesheim
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Hinweise fiir den Leser

Runde Klammern enthalten ergénzende Einschiibe, Lebensdaten oder Hin-
weise auf Abbildungen.

Eckige Klammer enthalten

— Auslassungen und Einschiibe in Zitaten
— im laufenden Text Hinweise auf Literatur

— unter Abbildungen Quellenangaben

Abbildungen sind nach Teilkapiteln nummeriert, z. B. bedeutet Abb. 10.1.4
die vierte Abbildung in Abschnitt 10.1 von Kapitel 10.

Die Namen arabischer Gelehrter sind im Text der deutschen Aussprache ent-
sprechend geschrieben. In Klammern und im Personenverzeichnis ist aufser-
dem die wissenschaftliche Transskription aufgefiihrt.

Die Originaltitel von Biichern und Zeitschriften sind kursiv wiedergegeben,
wortliche Zitate kursiv. Auf weiterfithrende Literatur bzw. auf Erlduterungen
eines nur verknappt dargestellten Sachverhaltes wird durch Hinweise wie
(vgl. ausfiihrlich in...) verwiesen.

Im Literaturverzeichnis ist wortwortlich oder inhaltlich zitierte sowie weiter-
fiihrende Literatur aufgefiihrt.
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ab 3000 v. Chr. Nomaden aus dem Norden wandern in das stdliche Meso-

ca. 2707-2170
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um 2235-2094

ca. 2137-1781
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1793-1550
1650
2000-1595

1675

ca. 1550-1070

1279-1213

1070-525

ca. 1700-609

ca. 750-620

625-539

539

525
332

potamien ein. Entstehung sumerischer Stadtstaaten und
der Keilschrift auf Tontafeln. Einigung der Reiche am Nil.
Entstehung der Hieroglyphen

Altes Reich in Agypten. Die Stufenpyramide in Sakkara,
die Knickpyramide in Dahschur, die groffen Pyramiden des
Cheops, Chefren und Mykerinos und die Sphinx in Giza
entstehen

Erste Zwischenzeit in Agypten

Das Reich von Akkad in Mesopotamien, begriindet durch
Sargon von Akkad

Mittleres Reich in Agypten. Mathematische Papyri
Vermutliche Entstehungszeit des Moskauer Papyrus
Zweite Zwischenzeit in Agypten

AHMES schreibt den Papyrus Rhind

Altbabylonische Periode in Mesopotamien. Unter Konig
Hammurabi (um 1700) entstehen die ersten Gesetzestexte
der Menschheit

Eine Tontafel mit der Lange der Diagonalen in einem Qua-
drat wird in Mesopotamien beschriftet

Neues Reich in Agypten. Tempel der Hatschepsut und Ko-
nigsgréiber in Theben. Amuntempel in Karnak. Sonnenkult
des Echnaton in Amarna

Rhamses II., Tempel von Abu Simbel

Dritte Zwischenzeit und Spétzeit in Agypten

Assyrisches Reich. Mathematische Keilschrifttexte, Zikku-
rate

Neuassyrisches Reich, das erste Grofireich der Weltge-
schichte, Residenzen in Nimrud und Ninive
Neubabylonisches Reich, Bliite von Astrologie und Astro-
nomie

Kyros der Grofie erobert Babylon

Perser erobern Agypten

Alexander der Grofe erobert Agypten

Bemerkung: Es gibt davon abweichende Chronologien
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Abb. 1.1.1 Agypten und Mesopotamien in vorchristlicher Zeit
1.1 Was ist Analysis?

Dreitausend Jahre Analysis? Ist die Analysis nicht erst im 17. Jahrhundert
durch Newton und Leibniz entstanden?

Um diese Fragen zufriedenstellend beantworten zu kénnen, sollten wir uns
zu Beginn ansehen, was man unter Analysis versteht. Im Internet findet man
unter der Adresse http://de.wikipedia.org/wiki/Analysis die folgende
Definition:

Die Analysis [...] ist ein Teilgebiet der Mathematik, dessen Grund-
lagen von Gottfried Wilhelm Leibniz und Isaac Newton unabhdingig
voneinander entwickelt wurden. [...]
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Also doch! Analysis wire demnach etwa 400 Jahre alt, aber Vorsicht ist gebo-
ten, denn der zitierte Wikipedia-Artikel steht zur Uberpriifung seiner Qua-
litdt gerade auf dem Priifstand und ist in dem Moment, an dem Sie diese
Sétze hier lesen, vielleicht schon verschwunden!

Etwas dauerhafter als eine in der Veréinderung sich befindliche Internetseite
ist die gute alte Encyclopaedia Britannica. Unter ,,Analysis (mathematics)*
findet man dort:

a branch of mathematics that deals with continuous change and with
certain general types of processes that have emerged from the study
of continuous change, such as limits, differentiation, and integration.
Since the discovery of the differential and integral calculus by Isaac
Newton and Gottfried Wilhelm Leibniz at the end of the 17th century,
analysis has grown into an enormous and central field of mathematical
research, with applications throughout the sciences and in areas such
as finance, economics, and sociology.

Dieser Definition bin ich bereit zu folgen! Es geht um die Mathematik der
stetigen Verdnderung, woraus sich Tangentenprobleme, Quadraturprobleme
(Berechnung von Fldchen unter Kurven) und schlieflich mit Newton und
Leibniz die eigentliche Differential- und Integralrechnung entwickelten.

In einem engeren Sinne ist Analysis aber die mathematische Teilwissenschaft
der unendlichen Prozesse und der ,unendlich kleinen Groéfen* und dieser
Standpunkt soll das Band sein, das unsere Reise durch die Geschichte wie
ein roter Faden begleiten soll. Nun ist das nicht durchgéngig moglich. Der
Begriff der ,,Funktion“ ist in der Analysis zentral, hat aber erst einmal nichts
mit unendlich kleinen Gréfen zu tun, dennoch gehort eine Diskussion des
Funktionsbegriffs in eine Geschichte der Analysis.

Wie kommen nun aber die 3000 Jahre zustande? Nun, in der Analysis spie-
len auch spezielle Zahlen wie die Kreiszahl 7 oder V/2 eine besondere Rolle,
und solche Zahlen findet man bereits tatséichlich im alten Agypten und im
mesopotamischen Kulturraum.

1.2 Vorlaufer von =«

Bereits in einem beriihmten altéigyptischen Papyrus, dem Papyrus Rhind!, in
dem der Schreiber Ahmes um das Jahr 1650 v. Chr. mathematische Aufgaben
kopierte, die mindestens 200 Jahre &lter sind, befindet sich eine angenédherte
Kreisflachenberechnung. Ahmes zeigt in Problem 48 seines Papyrus einen
Kreis, der von einem Quadrat umgeben ist. Die Berechnungen darunter lassen

! Benannt nach dem Schotten Alexander Henry Rhind, der den Papyrus im Jahr
1858 in Luxor kaufte.
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Abb. 1.2.1 Der Anfang vom Papyrus Rhind. Das Papyrus ist 5,5 m lang und

32 c¢m breit. Es enthdlt Angaben und Aufgaben zu mathematischen Themen, die

wir heute zur Algebra, Bruchrechnung, Geometrie und Trigonometrie z&hlen. Es

ist die Abschrift einer Vorlage aus der 12. Dynastie (19. Jh. v. Chr.). Der Schreiber

Ahmose verfasste diese Kopie um 1650 v. Chr. in hieratischer Schrift [Department of

Ancient Egypt and Sudan, British Museum EA 10057, London; Creative Commons Lizenz
CC-BY-SA 2.0]

darauf schlieffen, dass ein Quadrat mit Seitenldnge 9 den Fldcheninhalt 81,
und ein Kreis mit Durchmesser 9 den Flidcheninhalt 64 hat. In Problem 50
findet man dann eine konkrete Anweisung zur Berechnung einer Kreisfliiche?:

Beispiel der Berechnung eines runden Feldes vom (Durchmesser) 9.
Was ist der Betrag seiner Fliche? Nimm 1/9 von ihm (dem Durch-
messer) weg. Der Rest ist 8. Multipliziere 8 mal 8. Es wird 6.

Diese Rechenvorschrift laft darauf schliefen, dass die Agypter fiir 7/4 den
Wert 73, ben/4 = (8/ 9)2 verwendeten. Da sie die Kreiszahl aber gar nicht
als solche kannten, ergibt sich die Frage, wie man auf diesen Wert kam. Eine
Moglichkeit wire die Verwendung eines Gitternetzes. Man umschreibt einem
Kreis mit Durchmesser d ein Quadrat der Kantenlinge d und teilt das Qua-
drat gleichméfig in 9 Unterquadrate nach Abb. 1.2.2 (links). Nun wiirde die
Flache des Quadrates die Kreisfliche massiv iiberschétzen, also teilt man die
vier Unterquadrate in den Ecken in je zwei Dreiecke, von denen nur jeweils ei-
nes zur Flachenberechnung beitrigt (vgl. Abb. 1.2.2 (rechts)). Damit bleiben
noch 5 Unterquadrate und 4 Dreiecke {ibrig und die Kreisfliche wird durch
die Beziehung

2 Zitiert nach [Gericke 2003, S. 55|
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d\? 1/d\* 7
A reis ~ O * 4. - d2
K g <3> * 2(3) 9

angenahert. Ahmes gibt jedoch als Naherung an

64 8 \?
A reis ~ d2 = d .
Krels ™ g1 (9 )

d

Abb. 1.2.2 Naherung der Kreisfliche von aufsen

Offenbar hat er die (korrekte!) Naherung ng = g:{’d2 um die Flache von
811 d? vergrofert, um schlieflich zu Quadratzahlen in Zahler und Nenner zu
kommen! Pa die Kreisfliiche durch Ak eis = 7% = (7/4)d? gegeben ist, haben
die alten Agypter also mit einem Niherungswert

= 3.16049

WAgypten

gearbeitet, der wirklich nicht schlecht ist! Immerhin ist der relative Fehler
nur

T4 -
Asypten Ty 0.00601643,
v

also etwa 0.6%!

In der sehr sehenswerten Fernsehproduktion ,,The Story of Maths* [Du Sautoy
2008| erldutert Marcus du Sautoy eine andere Méoglichkeit, wie die Agypter
auf ihre Kreisberechnung gekommen sein kénnten. Demnach stammt die N&-
herung 73, pen/4 = (8/9)? von einem alten Agyptischen Brettspiel, bei dem
man Kugeln aus halbkugelférmigen Vertiefungen um ein Spielbrett herum be-
wegen muss. Mit den Spielkugeln &£t sich ein Kreis mit einem Durchmesser
legen, der 9 Kugeln entspricht.
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Abb. 1.2.3 Konigin Nefertari (19. Dynastie, Gattin Rhamses II.) beim Senet-

spiel. Das Senetspiel konnte in seinen Regeln annéhernd nachvollzogen werden. Die

Regeln anderer Spiele wie Schild- oder Schlangenspiel sind dagegen weitgehend un-
bekannt (Wandmalerei Grabkammer Nefertari, Theben-West)

Legt man die Spielkugeln nun so um, dass sie ein Quadrat bilden, dann hat
das Quadrat die Kantenlénge 8. Sollte du Sautoys Interpretation stimmen,
dann liegt hier auch schon ein frither Versuch der ,Quadratur des Kreises*
vor, die uns spéter beschéftigen wird.

1.3 Das w der Bibel

Der dgyptische Wert fiir 7 ist war schon wesentlich besser als der ,biblische*
Wert. Im ersten Buch Konige, Kapitel 7, Vers 23, lesen wir:

Und er machte das Meer, gegossen, von einem Rand zum andern
zehn FEllen weit rundherum und finf Ellen hoch, und eine Schnur
von dreifiig Ellen war das Maf§ ringsherum.

Sollten noch Zweifel an der Form des Meeres vorhanden sein, so klart uns
der Vers 2 im vierten Kapitel des zweiten Buches Chronik auf:

Und er machte das Meer, gegossen, von einem Rand zum andern zehn
Ellen breit, ganz rund, finf Ellen hoch, und eine Schnur von dreif$ig
Ellen konnte es umspannen.
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Damit ist die Form des Meeres tatsichlich ein Kreis mit Durchmesser d = 10
Ellen und Umfang U = 30 Ellen. Weil Umfang und Durchmesser eines jeden
Kreises im Verhéltnis U = nwd stehen, folgt damit

U 30

TBibel = = | = 3.

Diesen Wert verwendeten auch die Babylonier, und Edwards schldgt in [Ed-
wards 1979, S. 4, Ex.5| einen Erklarungsversuch dafiir vor, der mir sehr rea-
listisch zu sein scheint. An Stelle der Flichenniherung wie bei den Agyptern
kann man auch auf die Idee kommen, dem Kreis nicht nur ein Quadrat um-
zubeschreiben, sondern auch wie in Abb. 1.3.1 eines einzubeschreiben, um
die Fliache des Kreises dann als arithmetisches Mittel der beiden Quadrat-
flichen anzundhern. Der Flicheninhalt des dufieren Quadrats ist offenbar
Ay := d? = 472, Nach dem Satz des Pythagoras, den derselbe vermutlich aus
Mesopotamien mitbrachte und den die Babylonier daher mit Sicherheit kann-
ten, folgt fiir die Kantenlinge des inneren Quadrats v/r2 + 12 = /2, also
fir die Fliche des inneren Quadrats As := 2r2. Da die Fliiche des #ufReren
Quadrats die Kreisflache iiberschétzt, wahrend die Fliache des inneren Qua-
drats die Kreisflache unterschétzt, kann man hoffen, dass das arithmetische
Mittel eine brauchbare Ndherung an die Kreisflache ergibt:
A+ Ay

~ _ 2
AKreis ~ 9 = 3r°.

Hier taucht also tatsachlich der biblische Wert fiir w auf.

%
N

L

2r

Abb. 1.3.1 Naherung der Kreisfliche von innen

1.4 Volumen eines Pyramidenstumpfes

Im sogenannten Moskauer Papyrus, der sich im Puschkin-Museum in Mos-
kau befindet, finden wir das Problem 14, das fast schon auf eine Grundauf-
gabe der Analysis hinweist: es wird das Volumen von Pyramidenstiimpfen
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Abb. 1.4.1 Berechnung des Volumens eines Pyramidenstumpfes (Papyrus
Moskau) in hieratischer Schrift und als Hieroglyphen

berechnet. Gerade fiir die Baumeister der Pyramiden muss diese Berechnung
duferst wichtig gewesen sein, denn die Pyramiden entstanden schichtweise.
Eine Pyramide ist also nichts anderes als die Summe von Pyramidenstiimpfen
mit einer pyramidalen Spitze ganz oben. Wir wollen hier nicht spekulieren,
wie die Agypter zu ihrer (richtigen) Formel fiir das Volumen eines Pyrami-
denstumpfes gekommen sind, sondern verweisen auf die entsprechenden Ab-
schnitte in [Gillings 1982] (siche auch [Scriba/Schreiber 2010, S. 14 ff.], [Wu-
Bing 2008, S. 99f.]). Auf die Analysis hinweisend ist aber die Methode, mit
der man vermutlich das Volumen einer Pyramide berechnete (in [Gillings
1982] wird noch eine weitere Methode préisentiert). Dazu betrachteten die
dgyptischen Schreiber eine Pyramide, bei der die Spitze genau iiber einem
der Eckpunkte steht.

Drei solcher rechtwinkligen (oder ,schiefen”) Pyramiden mit gleicher Hohe
und Basiskante bilden zusammen einen Wiirfel mit gleicher Hohe und Basis-
kante, d. h. das Volumen jeder dieser Pyramiden ist ein Drittel des Volumens

Abb. 1.4.2 Eine symmetrische und eine rechtwinklige Pyramide mit derselben
Grundfliche und derselben Hohe haben das gleiche Volumen
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Abb. 1.4.3 Zerlegung eines Wiirfels in sechs symmetrische Pyramiden halber
Hohe mit den Spitzen im Zentrum (li.), in drei rechtwinklige Pyramiden (re.)

des Wiirfels. Man kann auch aus 6 kongruenten, symmetrischen Pyramiden
mit halber Héhe ihrer Basiskante einen Wiirfel zusammensetzen: Man setze
zwei dieser Pyramiden mit der Spitze aufeinander und schliefse die verblei-
benden Hohlrdume ringsum mit den anderen vier Pyramiden wie in Abb.
1.4.3 (links). Wenn man sich nun die rechtwinklige Pyramide in Abb. 1.4.2
in sehr viele diinne Schichten parallel zur Grundfliche zerlegt vorstellt und
diese Schichten verschiebt, dann erhélt man die symmetrische volumenglei-
che Pyramide, deren Spitze wie gewohnt iiber der Mitte der quadratischen
Grundfliche thront. Dasselbe gilt natiirlich auch fiir die Pyramidenstiimpfe
in Abb. 1.4.4. In der Tat sind die Pyramiden im alten Agypten durch den
Aufbau in vielen, vielen Schichten entstanden. Schon die fiir die Konige der
ersten beiden Dynastien (ca. 3000-2700) als Grabanlagen erbeuten Mastabas
weisen diese Schichten auf.

Abb. 1.4.4 Die Berechnung eines Pyramidenstumpfes lésst sich anschaulich

durch die Aufteilung in seine geometrischen Grundformen nachvollziehen: bei der

symmetrischen Pyramide 1 Quader in der Mitte, 4 Prismen an den Seiten und 4

rechtwinklige Pyramiden an den Ecken; bei der rechtwinkligen Pyramide derselbe

Quader, jedoch nur 2 doppelt so grofe Prismen an den Seiten und 1 (rechtwinklige)

Pyramide von vierfachem Volumen an der Ecke, so dass man fiir beide Stiimpfe auf
dasselbe Volumen V =’ (a® + ab+ b%) kommt.



