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E,Davenport

PROBLEMES D'EMPILEMENT ET DE DECOUVREMENT

Le sujet que je me propose de traiter dans ces conférences
offre beaucoup de problémes simples et intéressants, qui pour
le plupart attendent toujours une solution. dJusqu'a présent
on n'a pas trouvé beaucoup de méthodes applicables & ces problg
nes, et & mon avis, un riche terrain attend encore la découverte

d'idées nouvelles,

1, Définitions .

Les concepts d'empilement le plus compact et de recouvre-
nent les moins compact sont trés généraux, et nos définitions
seront donc d'une portée plus large que nous n'est nécesssire
plus tard,

Le sujet se rapporte & 1l'espace numérique réel 4 n dimcncions
¢t noug nous servirons de la notation suivante. Nous désignorons

un point gquclecongue de l'espace par

b (x1,...,xn)

et nous définissons

Az

X+ y

()J%,..., ;\xn) (:k un nombre réel),

(x1+y1,.a.,xn+yn).

It

Pour chaque ensemble E de points, nous noterons )\E 1'ensem-
ble de tous les points‘A X, ol X est un point quelcongue de E.
Ici ;\ désigne un némbre réel, soit positif, soit négatif. Tour
chague point p de l'espuce, notons E+p l'ensemble de tous les
points x + p, ol x est un point quelconque de E.

Soit 8 un emsemble borné de points, memurable au sens de
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Lebesgue et & mesure m(S) » O.
S0it C 1le cube

1 1
\x,lf( 5,...,]3{111 { 3
Soient gy des points tels gue les ensembles
By By

B+ Digeeey 5+ Dy

solent tous disjoints et solent tous contenus dans le cube /\ C.
ol h_ est un grand nombre positif,

Nous disons que ces ensembleg sont empilés dmms le eube)& C.
Iz mesure totale des ensembles est k m(S), et la mesure (c'est-a-
dire le volume) de A C est X“ . Ia densité de l'empilement est
ainsi k m(S)/,/[qr1 . Si k, ddsigne la plus grende valeur possille de
k, nous définissons la densité de 1'empilement le plus compact

de 8 dans )\ C comme suitb:

@ 0 (s; AC) = e ;1;‘(5)

Onao<5(5; Ac)y ¢ 1.

On démontre facilement que lz limite

*,
o dim 8(S;xc)= 97(S)

-

*
existe, et nous appelons S (S ) la densité de 1'émpilement

le plus compact pour S, ou le coefficient d'empilement de S.

Constatens d'abord deux propriétés simples de 5 (S; AC), consi-
déré comme fonction de A. . Primo, le nombre k, ne peut pas

diminver A mesure que A augmente, et s:i.)\,l {A.Z il s'ensuit

3(5, kEC) p) (‘%‘i)h 5 L{‘S) K‘C)

4

que
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§(Sjmrc)y 3 (s,AC)

pour tout entier positif m. Car on peut regarder le cube m A ¢
comne une somme de m- cubes, dont chacun est con’mu & ;\ Cs; et =i
on répdte dans chacun de ces cubes 1'empilement le plus compact
pour le cube ).C, on obtient pour Hl.A C un empilement possible a
la meme densité qu'auparavant. Ces deux propriétés montrent gue
5( 5 i A C) est une fonction presque monotone de A , et 1'exi-

stence de la limite s'ensuit facilement, On a, bien entendu,

(3) 0<g%(5)$4

*
Remarquons gue nous aurions obtenu la méme valeur pourg ( é )
sl nous avions suppcsé le cube C fermé au lien d'ouvert.

La définition de (S ) que nous venons de donner est un
peu spéclale, en tant quelle emplof;e un systéme particulier de
cogrdormées et une espéce particuliere de corps {c'est-d-dire un
cube)., Ces limitations se laissent facilement lever, Dremidrement,
il est évident qu'une translation du systéme de coordon¥ées n'a
aucun effet,

Deuxldmement, on peut remplacer le cube C par tout ensemble J
qul est quarrable, c'est~i-dire, mesurable au sens de Jordan,
Dang ce cas=la, nous définissons S (5 3 )\J) de la méme facon
que 0 (S A C) mais nous rempladons )\’,h par /\mm(J). I1 est
facile de démongtrer que

o $(5;43)=> (9)

/\»-)m

(4)

Car, puisque J est mesurable au sens de Jordan, il est contenu
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dang la réunion d'un epgemble fini de cubes non-empiétants
01""’Gr’ et contient lui-méme un ensemble fini de cubes

non~empiétants G%,...,Cé, tels que et

m(C?) + .. +m (Cr) -n (J)

et

n(J) - m (C;) - ve. = I (Cé)

puissent se faire arbitrairement petits. Avec une notation évi-

dente, nous avons

(MDY Y k(A cl) + .+ e, (A c4),

et

LODICE () (=000

ol Le terme Of A n'-1) est introduit afin de fenir compte du nombrs
des corps S + By qui sont conbenus dans ;\ J meis non entiére-
ment contenus dans un de AC1,..., A.Cr. En faisent tendre A

vers o0 nous obtenons :
fim it S(c. 37}, m(C)r o rm (€S oxon
Wkl e

i g (5,7} ¢ el o+ m (G §Tg)
A3 0o ﬂy‘(S)

ce gui donne (4).

E
La relation (4) montre en particuliei que S.(S) est wa

invariant affine de S, c'est-i-dire que (81)= (SE) si 3, se
transforme en 82 au moyen d'une trasformation lindaire de l'espa-
ce & déterminent non-nul, Car, dans une telle trasformation, Il

mesure de J et la mesure de D se multiplimnt tous les deux por
6
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Y

le méme nombre, a savoir le déterminant de la transformation.
Nous passons maintenant 3 la définition d'un autre nombre:
la densité du recouvrement le moins compact pour S, ou le coeffi-

cient de recouvrement de S, gue nous désigneronsg par %j (). ©

note toujours un ensemble de points worné et mesurable, mais now
allong supposer maintenant gue S ait auw moing un point intéricur,
afin d'assurer qfie la densité soit toujours finie. Soient

Sqreeesly des points tels que la réunion des ensembles

S+91 Foesy S"’gl

contiennc tout le cube A‘C. Nous disons que ces cnsembles recou-
vrent lﬂC. Soit 1, la moindre valeur possible de 1. Nous définis~
gons la densité du recouvrement le meins compact de A-C rar i com-

me sultb:

(5) %’(5/)\():,12&;%7&)‘

On démontre dans difficulté que

G (5;1C) = V()

*
existe, L'analogzuc de (4) tient, d'ol il suit que Er(s) ast snssi
wn invariant affine de S.

On a

*
(©) ;(5) 34

~X >

Les définitions de 2) (S) et de 37 (8) peuvent se formuler
vutrement. Désignons par 21,32,... un ensemble infini de peints,
tel gue les enscmbles S + Bys 8+ Dosees solent tous disjoinfs.
Pronons la deneité supéricure de la réunion de ces cnsembles, eF
notons S*XS) la borne supdricursz de cette densité supériocure,pri-
sc pour tout cnsemble pP.yD,y... permis. On démontre aisément gue

7
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cette définition équivaut & la définition donnée plus tard, EY de

»
néne pemr :j (s).

2, Empilements et rccouvrementsréguliers.

On appelle réseaﬁL’ensemble de points qu'on cbtient de
ltensemble de tous les points & coordonnées entidres au moyen d'une
transformation lindaire de l'espace., Ainsi les points x du régeau

slobtierment de n formes linéaires

QC{: O‘Ilq] + R 4 d.(h ’ﬂ-“

W = Ayt oy, Uy |

en aonnant aux variables, Uypeeely toutes }les valeurs entieres.
Les coefficients C*ij sont des nombres réels arbitraires, & con-
dition que dét(}ij soit non égal & 0, [On peut aussi définir
un régeau comme un groupe additif de points qui n'ad auncun point
d'accumlation et qui n'est contenu dans aucune espace linédaire
& n-1 dimensions] .

Dans le langage des matrices, les points x d'un réseau
s'obtiennent de

x = Au ,

&

¢B A désigne une matrice réelle non-singulidre et ol u est le
point (vecteur) général 3 coordonnées entidres. Une substitubicn
u=14%v, o M est une matrice unimodulaire (c~i-d, matrice 4':¢lé-
nents entiers & déterminent + 1), transforme l'ensemble de tous
les points entiers u en l'ensemble de tous les points entiers v.
Il s'ensuit que le réseau reste le MBme si on remplace la matrice
A par la matrice AM,

Cn donne le nom de déterminant d'un réseau & la valeur absolue de

déterminant de A, Hous désignons le déterminant d'un résemz/\

8
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a{ /\ }o Le déterminant d'un réseau est susceptible d'une simplé
interprétation féométrique: il est le réciproque de la densité
du réseaun. Cette densité se définit de fagon naturelle comme le
gquotient limitant du nombre de points d'un réseau dans un grond
corps div sé par le volume du corps. Or, un corps de volume V
dans l'espace des points X correspond & un corps de volume
v/a( \') dans 1'espace des points u, et comme la densité des poimts
u & coordonnées entiéres est égale & 1, il s%emsuit que la densi-
t¢ au réscan A\ dans 1'espace des points x est égale & 1/a( A ).
Soit maintenant S5 un ensemble donné (borné et mesurablc
avec m(S) » 0) et supposons qu'un réseauf/\ ait la propriété cue
tous les ensembles § + p, ol p parcourt les points de /\ s soient
disjoints, Alors A\ donnc un empilement régulier pour l'cnsemble

S, h densité m(8)/a( /\ ). Nous définissons
(1) 0 (S) = G m(5)
d (A)

et nous appelons () (8) la densité de l'empilement régulier le

plug compact pour 3, ou le cocfficient d'empilement régulier de S.

Wous définissons de facon analogue la densité du recouvrement

régulier le moins compsact pour S, ou le coefficient de recouvre-

nent régulier de S8, que nous notons ﬁy (8). I1 est évident que

@ 0<0(s)¢ 5"(3)@133*(5) g%(sjj

pulsgue les empilements régnuliers forment un sousensemble de tous

les empilements, et de méme guant aux recouvrements,

3. Leg corps convexes.

Dorénavant, nous allons nous limiter pour la plupart av cas

ol 1l'ensemble 5 est wn corps convexe symétrigue. Un corps convexe
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1)

que -%— (;g - g) est un point de E quand p et g sont des pointu de

gynétrique K est un ensenble de points, ouvert ‘ et borné, tel
Bn particulier =K + K, I1 est hien connu que tout corps convex
asl guarrable, c'est-d~-dire poszdde un volume au gens classique
de Jordan, Nous allons donc employer la notation V(E) au liev de
m(¥).
Le probléme de trouver 5 (K) pour un corps convexe symétrique
dguivant au problime de trouver le déterminant eritique de W,
voils un des problémes les plus imporiants de la géométric des
nombres. Car la condition gue les corps K + p n'empidtent pas
{p dtant un point quelcongue de /\ ) équivaut & la condition que
1o réseeu /A n'ait pas dtautre vpoint gue l'origine O dans le
corps 2K, In effed, si K + p, et X + By ont un point commun gz,
ulovs 2z - By et g - R, 8¢ trouvent tous les deux dams X, et
aingi le point -(p1 pz) se trouve dans K. Dtautre part, s'il
eiiste un point g de N autre que O dans 2K, alorg leg corps K es
L + g contiennent tous les deux le point —' g4 et empittent. Done,
dons la définition de S (X} dans (1) dun g 2, il nous feut choisie
A de manidre & rendre af A } minimal, touwjours & condition que
An'ait d'autre point que O dans 2K, Le minimum de a{ A ) sous
cette condition est, per définition, le déterminmht critique dw
corps 2K, désigné par A (2K}. Done

Sl = YKL o v(K)
SM ALKy 27AK)

Te gimple fait que S {K) 4 1 nous donne le théordme classique

{13

de lHhnkowski, fondamental pour la géométrie des nombres:

Ay » 2™ v(x).

1) Pour les valeurs de ¢ (K) ete. 11 n'importe rien si on inclus,

dans X sa frontitre ou non. TLes formulations deviénnent un pén
plus simple si 1'on inclue la frontidre quand on traite les gque~
stions de recouvrement mais non quand on traite les questions

L S oh] "
4'enpilement, 10
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Dans les raisonnements rélatifs aux corps convexes, il est
souvent utile de se servir de la norme (fonction de distance)
d'un corpe.

Yous définissons la norme F(x) d'un corps convexe symétricue K
copme suit, 81 X est un point quelcongue autre que 0, il exigte
w1 nombre peositif et bien défini tel cue }ig ge trouve sur
Lo frontigre de K, et nous posont F(x) =)A —1. Pour compléter 1la
définition nous mettons 7(0)=0, K consiste alors des poinis x
pour lesquels F(x) € 1 (ou F(z)g 1 si 1'on comprend dans K sa
frontitre), On démontre facilement que F(x) possdde les propriée

tdg mvivantes:
(1} ¥{o}=0, F(z)}> 0 pour x #0;

(111)8(A x) = IAI F(x) pour tout nombre réel A
Réciproguement, si F(x) est une fonvtion possédant ces troir
proyriéﬁés(dz 1'inédgalité F(x)¢ 1 définit un corps convexe sy-

métricue,
Pour ,un corps convexe symétrigue donné XK, et pour un résean

domné, AN , novs définissons le minimum M de F(x) pour /A par

(2) M=z min  F($)
R pso

. . ar - 1
sutrement dit, M est le plus grand nombre tel gue le réseau H

n'oit aucun point gsauf O dans le corps K. Donc
) A(K) = min Q)

(&)
Un veut déduire de ce trois propriétés que F(x) est une fontkion

continge,
11
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Svivant (1),

e

Wous définissons aussi le minimum inhomogdne M

7 de F(x)

pour A en posant

) M = meax won F(p-3),

I . peN
o 1e maximum est pris pour tous les points z de llespace, Auwtre-
ment dit, MI est le plus petit nombre avec cette propriété: pour
chaque point z de l'espace il existe un point p de /\ tel que
F(p_ - % ) RS MI. Le réseau . A fomrrnit un recouvrement pour

il
E. Dons I

e V(R M
(6) %(K)- ”"X aLU\)I

Ceci est simplement une autre formulation de la définitior de

3’(1{), et elle reste valable si K est convexe ou non; & cet
égerd elle diffdre de (4).
4, Deux inegalités de Rogers.

(1) établit les inégalitésg\aénérales suiwantes,
gui relient v(K) 3 S {K) et gB"(K) 3 ().

THEORELE t. ZPour tout corps K, convexe et symétrique, on a

O Ty & 27T (k)
@ V() 3™ (k)

I1 s¥ensuit que

C.A.Rogers

1) J.London llath, Soec. 25 (1950), 327-331.
12



