


Wie aus der Zahl ein Zebra wird



Ein mathematisches Fotoshooting

Wie aus der Zahl 
ein Zebra wird

Georg Glaeser



Autor
Prof. Dr. Georg Glaeser
Institut für Kunst und Technologie / Geometrie
Universität für angewandte Kunst Wien
georg.glaeser@uni-ak.ac.at

Wichtiger Hinweis für den Benutzer
Der Verlag und der Autor haben alle Sorgfalt walten lassen, um vollständige und akkurate Informa-
tionen in diesem Buch zu publizieren. Der Verlag übernimmt weder Garantie noch die juristische 
Verantwortung oder irgendeine Haftung für die Nutzung dieser Informationen, für deren Wirt-
schaftlichkeit oder fehlerfreie Funktion für einen bestimmten Zweck. Der Verlag übernimmt keine 
Gewähr dafür, dass die beschriebenen Verfahren, Programme usw. frei von Schutzrechten Dritter 
sind. Die Wiedergabe von Gebrauchsnamen, Handelsnamen, Warenbezeichnungen usw. in diesem 
Buch berechtigt auch ohne besondere Kennzeichnung nicht zu der Annahme, dass solche Namen 
im Sinne der Warenzeichen- und Markenschutz-Gesetzgebung als frei zu betrachten wären und 
daher von jedermann benutzt werden dürften. Der Verlag hat sich bemüht, sämtliche Rechteinha-
ber von Abbildungen zu ermitteln. Sollte dem Verlag gegenüber dennoch der Nachweis der Rechts-
inhaberschaft geführt werden, wird das branchenübliche Honorar gezahlt. 

Bibliografische Information der Deutschen Nationalbibliothek 
Die Deutsche Nationalbibliothek verzeichnet diese Publikation in der Deutschen Nationalbibliogra-
fie; detaillierte bibliografische Daten sind im Internet über http://dnb.d-nb.de abrufbar.

Springer ist ein Unternehmen von Springer Science+Business Media
springer.de

© Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg 2011
Spektrum Akademischer Verlag ist ein Imprint von Springer

11   12   13   14   15  5   4   3   2   1   

Das Werk einschließlich aller seiner Teile ist urheberrechtlich geschützt. Jede Verwertung außerhalb 
der engen Grenzen des Urheberrechtsgesetzes ist ohne Zustimmung des Verlages unzulässig und 
strafbar. Das gilt insbesondere für Vervielfältigungen, Übersetzungen, Mikroverfilmungen und die 
Einspeicherung und Verarbeitung in elektronischen Systemen.

Planung und Lektorat: Dr. Andreas Rüdinger, Bianca Alton
Herstellung und Satz: Autorensatz 
Umschlaggestaltung: wsp design Werbeagentur GmbH, Heidelberg
Titelfotografie: Zebra © Georg Glaeser

ISBN 978-3-8274-2502-7



Vorwort



VI  Vorwort

Wie jedes Buch hat auch dieses seine eigene „Geschich-
te”. Nach vielen Jahren Lehr- und Forschungstätigkeit 
und einigen Büchern über Mathematik, Geometrie, 
Computergrafi k und neuerdings auch Fotografi e sollte 
es als Resultat der langjährigen Erfahrungen in relativ 
kurzer Zeit entstehen. Es schien doch sehr viel Materi-
al vorhanden zu sein, das „nur noch” in den Kontext 
eingebunden werden musste. Wie immer war es viel 
mehr Arbeit als gedacht, und ich muss mich bei meiner 
Frau Romana und meiner Tochter Sophie für das große 
Verständnis und die Unterstützung bedanken, die dafür 
notwendig waren.

Meine Mitarbeiter Franz Gruber und Peter Calvache hal-
fen mir weit über das jemals einforderbare Maß. Ohne 
Grubers anspruchsvolle Computersimulationen (erstellt 
mit der Software Open Geometry, die „hausintern” ent-
wickelt worden war) und Calvaches bemerkenswertem 
Gespür für ein ansprechendes Layout hätte das Buch 
einfach nicht so werden können, wie es nun vorliegt. 
Eine weitere große Stütze war Rudolf Waltl. Er hat viele 
Ideen (vor allem physikalischer Art) eingebracht, einige 
(zumeist technische) Fotos beigesteuert und auch aus-
gezeichnete Recherche betrieben.

In der Endphase mussten wegen der Bandbreite der An-
wendungen externe Spezialisten konsultiert werden, so 
etwa der Physiker Georg Fuchs und die Biologen Axel 
Schmid und Roland Albert, bei denen ich mich für vie-
le Anregungen und Hinweise bedanken möchte. Dazu 
kam immer wieder das nützliche und wichtige Feed-
back des Verlags (Andreas Rüdinger und Bianca Alton).

In den letzten Monaten vor der Fertigstellung entwickel-
te sich eine erstaunliche Eigendynamik, bei der gesam-
meltes Material und neue Erkenntnisse in einem ste-
ten Mischvorgang an die geeignete Position gebracht 
wurden – eine positive Spirale sozusagen. Nachdem 
im Buch u. a. von Schraubung bzw. Spiralung die Rede 
sein wird, soll gleich ein Objekt dargestellt werden, das 
im Wesentlichen aus zwei Schraubkörpern besteht (der 
äußere ist linksgewunden, der innere rechtsgewunden). 
Solche Objekte eignen sich gut zum Durchmischen oder 
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Durchkneten, und das musste oft genug passieren ...

Fast symbolisch für die letzte Phase könnte auch das 
Schlüpfen eines Insekts aus seiner Larve bzw. Puppe 
sein. Die Bilder zeigen oben die verlassene Chitinhül-
le einer Zikade, auf der schon alle Details zu erkennen 
sind, unten das fertige „Imago”. Das eigentliche Insek-
tenleben spielt sich – oft über viele Jahre – unsichtbar 
unter der Oberfl äche ab. Das Imago ist also nur eines 
von mehreren Stadien und hauptsächlich für die Repro-
duktion der Spezies verantwortlich.

Der Titel des Buchs hat auch eine erwähnenswerte Ent-
wicklung: Irgendwie sollten ja Begriffe wie Mathematik, 
Fotografi e und Biologie in Einklang gebracht werden. 
Als knapp die Hälfte des Buchs beisammen war, hielt 
ich vor Studierenden der Universität für angewandte 
Kunst Wien (Abteilung Werbegrafi k) eine Präsentation, 
wobei ich die Anwesenden bat, mir nachträglich Titel-
vorschläge zu machen. Das Echo war enorm und es ka-
men viele Vorschläge, die durchaus brauchbar waren. In 
einem internen Auswahlverfahren kam dann jener Titel 
heraus, der heute auf dem Umschlag steht.

Es ist natürlich nicht gleichgültig, ob man formuliert: 
„Wie aus der Zahl ein Zebra wird” oder aber „Wie aus 
dem Zebra eine Zahl wird”. Die erste Variante ist die 
größere Herausforderung. Die Natur war klarerweise 
vor der Mathematik da. Andererseits spielen sich in der 
Natur ununterbrochen Prozesse ab, die wir heute als 
„mathematisch” bezeichnen. Dementsprechend lau-
tete ein anderer Titelvorschlag „Überall Mathematik”. 
Das Doppelseiten-Prinzip, das in diesem Buch konse-
quent eingehalten wird, hat den Vorteil, dass man sich 
in leicht verdaubaren Häppchen das eine oder andere 
Thema zu Gemüte führen kann. Querverweise, insbe-
sondere aber Literaturangaben und ausgewählte Inter-
net-Links  sollen ggf. zur Vertiefung dienen.

Aber ab sofort soll es heißen: Viel Spaß beim Lesen!

Wien, im Juli 2010  
Georg Glaeser



VIII  Mathematik und Naturfotografi e

Ich bin Mathematiker (mit Spezialgebiet Computergeo-
metrie) und leidenschaftlicher Naturfotograf. Gibt es da 
einen echten Zusammenhang, oder muss man ihn an 
den Haaren herbeiziehen? Nun, wenn Sie dieses Buch 
durchgeblättert haben, werden Sie die Antwort, die ich 
hier gebe, nachvollziehen können: Es wimmelt in der 
Natur nur so vor Beispielen, die irgendwie mit Mathe-
matik zu tun haben. Die Fotografi e spielt eine wesentli-
che Rolle, dies zu erkennen.

In der Mathematik werden oft Formen der Natur mo-
delliert, die eindeutig zuzuordnen sind. Das Kristallgitter 
eines Diamanten ist z. B. perfekt tetraedrisch. Allerdings 
ist das schwer fotografi sch nachzuweisen. Einigerma-
ßen geometrische Kristalle gibt‘s auch zuhauf, aber 
die sind, wenn zu sehen, nicht mehr so perfekt (Foto: 
Calcit-Kristalle, unter denen sich viele vierseitige Dop-
pelpyramiden befi nden).

In einem Vortrag habe ich einmal vereinfachend gesagt: 
Die Natur ist niemals perfekt, denn sonst gäbe es uns 
Menschen nicht. Das war eine Anspielung auf die Evo-
lution und nicht etwa als Scherz gemeint (das Publikum 
sah es damals so).

Die Natur ist vielmehr pragmatisch und akzeptiert Lö-
sungen, die sich durch Selektion oder zufällige Kons-
tellation ergeben, wenn diese Lösung besser ist als eine 
vorher vorhandene. Sie ist gleichzeitig ununterbrochen 
bereit, neue Formen zu akzeptieren, die unter geänder-
ten Umständen ein neues Optimum darstellen. Das gilt 
für die Entwicklung von Lebewesen genauso wie für die 
Ausbildung von Formen oder Mustern.

Das Computerzeitalter hat den Mathematikern unge-
ahnte Möglichkeiten eröffnet. Heute kann man Dinge 
visualisieren, die früher als unerreichbar galten. Insbe-
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sondere kann man auch gezielt Vorgänge, die in der 
Natur stattfi nden, simulieren. Hier erlaubt die compu-
tergestützte Mathematik das Experimentieren mit Para-
metern, und dies ist eine legitime, ja oft schlicht not-
wendige Methode geworden, schneller zu Ergebnissen 
zu gelangen.

Lösung eines Problems kann im konkreten Fall bedeu-
ten: Begreifen, wie manche Vorgänge in der Natur vor 
sich gehen, welche Mechanismen ineinandergreifen 
und zusammenspielen. Bemerkenswert ist, dass einzel-
ne Vorgänge lokal betrachtet eigentlich ganz einfach zu 
erklären sind, während sich die Komplexität und Vielfalt 
der Gesamterscheinung oft einer sofortigen Erklärung 
verschließt.

Dies mag bereits ein Teil des Erfolgsrezepts der Mathe-
matik beim Versuch, die Natur zu verstehen, sein. In der 
Infi nitesimalrechnung betrachtet man ja auch beliebig 

kleine Umgebungen, in denen diese oder jene Eigen-
schaft gilt. Durch „Integrieren” wird dann versucht, 
aufs Ganze zu schließen. Bei der Modellierung von 
dynamischen Prozessen kann jede auch noch so klei-
ne Änderung im Kleinen das Gesamtergebnis maßgeb-
lich beeinfl ussen. Niemand wird z. B. abstreiten, dass 
Wetterprognosen heute schon um ein Vielfaches besser 
geworden sind als noch vor wenigen Jahrzehnten. Den-
noch sind zugegebenermaßen so viele Parameter im 
Spiel, dass es eben immer noch Ungenauigkeiten gibt.

Der Blitz oben hat wohl noch viel mehr Spielraum als 
Wolkenfelder, sich zu verästeln. Aber selbst hier arbeitet 
die Wissenschaft intensiv daran, das Phänomen zu ver-
stehen. Ein erster Schritt dazu muss das präzise Erfassen 
des Phänomens sein, etwa mit Hochgeschwindigkeits-
kameras. Womit wir spätestens jetzt bei der Fotografi e 
gelandet sind.

DIAMANT-STRUKTUR Diamantstruktur http://de.wikipedia.org/wiki/Diamantstruktur
ORF Blitzforschung http://salzburg.orf.at/magazin/leben/stories/53864/
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1 Das Wechselspiel
mit der Mathematik



2  Zebrastreifen und Zahlencodes
Mathematik ist eine sehr strenge Wissenschaft und 
wohl die einzige, in der nur „wahr oder falsch”, „0 
oder 1” gilt (umgangssprachlich „schwarz oder weiß”). 
Wenn die Aussage „alle Panther sind schwarz” nicht 
gilt, dann heißt das natürlich nicht „alle Panther sind 
weiß”, sondern: „Nicht alle Panther sind schwarz”. Im 
übrigen sind Panther beim genauen Hinsehen ohnehin 
gefl eckt, lediglich der üblicherweise gelbe Hintergrund 
ist fast schwarz. Die Biologen sagen, dass das Zebra 
wohl aus mehreren Gründen gestreift ist: Tarnung, Ir-
ritation der Tse-Tse-Fliege, bessere Wärmeregulierung, 
aber auch Wiedererkennung von Artgenossen.

Ein Naturwissenschaftler wird dazu wiederholbare Ver-
suchsreihen machen, die statistisch belegen, dass gro-
ße Raubtiere oder Tse-Tse-Fliegen vom Streifenmuster 
verwirrt werden oder dass die Oberfl ächentemperatur 
eines nicht gestreiften Tiers bei intensiver Sonnenbe-
strahlung höher ist als die eines Zebras. Solche „Bewei-
se” haben oft einen erwünschten Nebeneffekt in der 
Bionik, und man kann neue Technologien entwickeln. 
Die Naturwissenschaften verwenden mathematische 
Methoden mit großem Erfolg. Meist ist es „angewandte 

Mathematik” oder speziell Statistik (manche Aussagen 
lassen sich nur statistisch „beweisen”). Die Altersbe-
stimmung einer Mumie mit der Radio-Carbon-Methode 
mag als typisches Beispiel genannt werden: Für den 
Mathematiker ein klassisches Beispiel für exponentielle 
Abnahme eines „y-Werts”, bei dem auch das „Gesetz 
der großen Zahlen” schlagend wird: Niemand kann vor-
aussagen, wann ein bestimmtes 14C-Atom zerfällt, aber 
bei Abermilliarden von Kandidaten stellt man fest, dass 
in Summe die Abgabe proportional zu der Anzahl der 
vorhandenen Atome ist.

Reine Mathematiker stehen statistischen Beweisen 
skeptisch gegenüber. Dass ein Stein, wenn man ihn fal-
len lässt, in Richtung Erdmittelpunkt fällt, ist noch nie 
widerlegt worden, aber es fehlt der exakte Beweis, den 
der Mathematiker verlangt. Hingegen kann ein Zah-
lentheoretiker rasch erklären, warum es für eine Zika-
de mit einem mehrjährigen Entwicklungszyklus besser 
ist, wenn die Anzahl der Jahre eine Primzahl (z. B. wie 
tatsächlich bei manchen Arten 17 Jahre) ist. Potentielle 
Fressfeinde mit kürzeren Zyklen können sich dann nicht 
auf das in diesen Zikaden-Jahren vorhandene Überan-
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WIKIPEDIA European Article Number http://de.wikipedia.org/wiki/European_Article_Number
C. ROHDE, C. SURULESCU Mathematische Modellierung und Analyse von biologischen Prozessen
http://preprints.ians.uni-stuttgart.de/downloads/2008/2008-003.pdf

gebot an Nahrung einstellen, weil oft viele Räuber-Ge-
nerationen vergehen, bis es wieder zu einem Aufeinan-
dertreffen von Räuber und Zikade kommt.

Zebras haben stets individuell verschiedene Muster. Die 
Aneinanderreihung von schwarzen Balken auf weißem 
Hintergrund ist von der Mathematik genau durchforstet 
worden. Schließlich sind alle Waren in den Supermärk-
ten mit einem solchen individuellen Muster gekenn-
zeichnet, das einer 13-stelligen Zahl entspricht – dem 
EAN-Strichcode. Jeder Ziffer entspricht ein genormtes 
Muster, und damit lassen sich nahezu unbegrenzt viele 
Muster erzeugen. Der Code wird von einem Laser-Scan-
ner eingelesen. Unser erst einen Tag altes Zebra-Baby 
erkennt die Mutter nicht nur am Geruch, sondern auch 

– statistisch nachweisbar – an ihrem Muster. So nahe 
liegen Mathematik und Natur beisammen, obwohl es 
vielleicht gar nicht die Absicht der Mathematiker war, 
sich ausschließlich an der Natur zu orientieren!

Kein Wunder, wenn man als Mathematiker die Fotoka-
mera zur Hand nimmt und Dinge fotografi ert, von de-
nen man insgeheim hofft, dass sie sich mathematisch 
gut erklären lassen – auch wenn man im Moment nicht 
immer die Lösung weiß.

In diesem Buch ist dies hundertfach geschehen. Damit 
soll das Wechselspiel zwischen Mathematik und den 
Naturwissenschaften, zwischen Zahl und Zebra, „be-
lichtet” werden.



4  Wie aus der Zahl ein Zebra wird

Lassen wir uns einmal auf folgendes mathematisches 
Modell ein: Wir wählen ein Raster von meinetwegen 
500 x 500 Punkten und malen willkürlich eine Anzahl 
von Pixeln schwarz („Pixel” steht für Picture-Element, 
also ein kleines Quadrat im Raster). Jetzt wandern wir 
unser Raster systematisch, also Pixel für Pixel, ab (im 
Bild rechts ist jeweils ein solches Testpixel rot markiert). 
Um das Testpixel denken wir uns zwei (ellipsen- oder 
kreisförmige) Ringe, wobei der äußere (orange) in 
etwa doppelt so groß sein soll wie der innere (grüne). 
Nun beginnt ein simpler Zählvorgang: Wir zählen jene 
schwarzen Pixel, die sich in jener Fläche befi nden, die 
von innerem und äußerem Ring begrenzt wird (orange 
markiert, Anzahl n) und jene schwarzen, die in der klei-
neren Fläche liegen (grün markiert, Anzahl m). Ist nun 
z. B. n > 3 · m (oder n – 3 · m > 0), wird das Testpixel 
temporär schwarz. Nachdem man alle Pixel durchtes-
tet, hat sich das Muster verändert. Wiederholt man den 
Vorgang, entsteht ein neues Bild, aber siehe da: Das 

M. FRAME How the zebra gets its stripes http://classes.yale.edu/fractals/Panorama/Biology/Leopard/Leopard.html

Muster nähert sich rasch einem endgültigen Aussehen, 
das schon nach 5 bis 10 Iterationen erkennbar wird. Die 
Gewichtung (Multiplikation) mit dem Faktor 3 kommt 
daher, dass es maximal etwa dreimal so viele orange 
Pixel („Inhibitoren“) wie grüne Pixel („Aktivatoren“) 
geben kann. Überwiegen die gewichteten Aktivatoren, 
wird das Testpixel schwarz. Die vier computergenerier-
ten „Zebra-Muster”, die auf der rechten Seite zu se-
hen sind, entstanden auf die beschriebene Art. Über 
die Form der Muster entscheiden überraschenderweise 
nicht Anzahl oder Position der Ausgangspunkte, son-
dern vielmehr die Gestalt der beiden Ringe (um Zebra-
Muster  zu erhalten, wählt man zwei Ellipsen so wie 
in der Skizze oben links: die Hauptachsen sind um 90° 
verdreht). 

Im großen Foto rechts sieht man eine Zebramutter mit 
Baby. Vergleicht man die Muster am Kopf, erkennt 
man aufgrund der nahen Verwandtschaft starke Ähn-
lichkeiten. Vergleichbare Muster fi ndet man nicht nur 
bei Tierfellen oder Tierhäuten (Tiger, Tigerhai), sondern 
auch bei Sandrippen im Flachwasser, was das Foto links 
illustrieren soll.
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6  Die Henne und das Ei

Die Frage, ob die Henne oder das Ei zuerst da war, lässt 
sich als Metapher auf viele Dinge im Alltag umlegen. 
Mathematisch liegt ein Henne-Ei-Problem vor, wenn 
sich Beziehungen nicht „topologisch sortieren” lassen. 
In der Evolution gab es wohl nie eine „erste Henne” 
oder ein „erstes Ei”.

Abgesehen von diesen philosophischen Fragestellun-
gen verdienen Hühner und Eier durchaus andere ma-
thematisch / physikalisch / biologische Fragestellungen:

Wieso sind z. B. Hühnereier zwar Drehkörper, aber kei-
ne Kugeln oder zumindest symmetrische Ellipsoide? 
Antwort: je symmetrischer, desto eher rollen die Eier 
„auf Nimmerwiedersehen” davon. Besser, sie „eiern 
herum”. Bei manchen felsenbrütenden Vogelarten (z. B. 
die isländischen Trottel- und Dickschnabellummen) sind 
Eier aus diesem Grund nicht einmal mehr Drehkörper.

Warum kann man sich am höchsten Berggipfel kein 
Frühstücksei mehr kochen? Antwort: Weil der Luft-
druck so klein ist, dass das Wasser schon bei viel niedri-
geren Temperaturen kocht, was dann u. U. nicht mehr 
ausreicht, um das Ei hart werden zu lassen.

Warum brauchen größere Eier mehr Wärme zum Aus-
brüten bzw. wieso dauert es länger, größere Eier hart-
zukochen? Antwort: Weil größere Eier eine im Verhält-
nis zum Inhalt kleinere Oberfl äche haben, über welche 
die Wärme einwirken kann.

Die Frage, wer zuerst das Ei gekonnt öffnen konnte (der 
Mensch oder das Küken) ist eindeutig zu beantworten 
(im Bild rechts unten ist jenes Ei zu sehen, das eines der 
beiden Küken auf der rechten Seite geöffnet hat). Auf 
jeden Menschen kommen weltweit etwa zwei Hühner, 
wobei das Haustier Huhn mit dem Haustier Rind (ca. 
1,3 Milliarden) bei der Biomasse nicht mithalten kann.

WIKIPEDIA Henne-Ei-Problem http://de.wikipedia.org/wiki/Henne-Ei-Problem
W. WUNDERLICH Zur Geometrie der Vogeleier
Sitzungsber., Abt. II, Österreich. Akad. Wiss. Math.-Naturwiss. Kl. 187 (1978), 1-19
M. GLEICH, D. MAXEINER, M. MIERSCH Life Counts. Eine globale Bilanz des Lebens. Berlin Verlag, 2000
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8  Das Schildkröten-Paradoxon

Die abgebildete Schildkröte läuft bei einer Körpergröße 
von18 cm notfalls etwa eine Körperlänge pro Sekunde. 
Der griechische Held Achilles war vielleicht zehnmal so 
groß und konnte sicher in voller Rüstung zehnmal so 
schnell marschieren. Nur, wenn es nach Zenon von Elea, 
einem griechischen Philosophen, der vor ca. 2500 Jah-
ren lebte, ginge, könnte er das Reptil nie einholen, auch 
wenn dieses nur 10 Meter Vorsprung hätte:

Wenn nämlich der Unbesiegbare an der Stelle ange-
langt ist, wo sich die Schildkröte beim Start befunden 
hat, ist diese schon 1 Meter weiter gehastet. Nachdem 
Achilles eben diesen Meter durchschritten hat, ist das 
Panzertier 10 cm voran. Wenn der Grieche auch diese 
10 cm weiter ist, trennt ihn trotzdem noch 1 Zentimeter 
vom Gleichstand, usw. usw. Klar, dass da etwas nicht 
stimmen kann, aber was genau ist es?

Auch wenn die Erzählung in alle Ewigkeit fortsetzbar 
ist, beschreibt sie doch unendlich langatmig nur jenen 
wohldefi nierten Zeitraum, der nötig ist, um gleichauf zu 
sein. Zenon‘s Paradoxon (scheinbarer Widerspruch) 
ist berühmt geworden. Hier sieht selbst der Laie 
bald, dass etwas nicht stimmen kann. 

WIKIPEDIA Achilles und die Schildkröte http://de.wikipedia.org/wiki/Achilles_und_die_Schildkröte
WIKIPEDIA Ziegenproblem http://de.wikipedia.org/wiki/Ziegenproblem
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Ein viel „hinterhältigeres” Paradoxon ist folgendes: Je-
mand versteckt eine Erbse unter einem von drei Hüt-
chen A, B und C und lässt Sie gegen eine Siegesprämie 
raten, unter welchem Hütchen das Kügelchen steckt. 
Sie zeigen z. B. auf A. Nun lüftet der andere eines der 
beiden anderen Hütchen (z. B. B) und zeigt Ihnen, dass 
dort keine Erbse ist. Jetzt gibt er Ihnen die Möglichkeit, 
Ihre Wahl zu ändern, also in diesem Fall auf C zu tippen.

Ein Großteil der Befragten wird sagen: „Das Ändern 
hat keinen Sinn, ist es doch gleichwahrscheinlich, ob 
ich jetzt noch ändere oder nicht”. Falsch! Sie sollten auf 
jeden Fall ändern, wenn Sie die Wettsumme mit grö-
ßerer Wahrscheinlichkeit haben wollen (Ihre Chancen 
sind dann von 33% auf 67% gestiegen, also von „eher 
nicht erraten” auf „eher schon erraten”).

Wenn Sie‘s nicht glauben, spielen Sie das Spiel in bei-
den Varianten je 100 Mal und vergleichen Sie, wo Sie 
öfter gewinnen. Das Paradoxon ist unter dem Na-
men „Ziegenproblem” bekannt und die Diskussi-
on darüber belebt nicht wenige Internet-Foren ...



10  Herauslesen aus Fotos

Fotos dominieren unsere Welt. Abertausende Bücher sind 
voll mit Fotos, die Anzahl der Fotografi en, die über das In-
ternet verbreitet werden, ist nicht mehr überschaubar. Mit 
Fotos kann viel Schindluder getrieben werden und man 
kann alles Mögliche damit „beweisen”.

Es ist vom Standpunkt der Geometrie aus möglich, viele 
der Tricks zu entlarven, und zwar umso leichter, je we-
niger mathematisch-geometrisches Wissen der Fälscher 
besitzt. Wenn man sich darauf verlassen kann, dass ein 
Foto „im Originalzustand” ist, etwa weil man es selbst ge-
macht hat, und man auch die Eckdaten bei der Fotografi e 
(z. B. die verwendete Brennweite) kennt,  kann man ein 
Foto durchaus zum Gewinnen einer neuer Erkenntnis he-
ranziehen.

Ein simples Beispiel: Angenommen, wir wären noch nicht 
in der Lage, zum Mond zu fl iegen. Aufgrund von Tele-
objektiv-Aufnahmen ließen sich natürlich trotzdem viele 
Schlüsse ziehen. Wie könnte man z. B. beweisen, dass der 
Mond kugelförmig ist? Nun, zunächst ist der Umriss bei 

der Teleaufnahme ein Kreis, so wie der Umriss jeder Ku-
gel bei Normalprojektion bzw. auch bei Zentralprojektion, 
wenn man den Mittelpunkt der Kugel anvisiert. Weiters 
könnte man die Eigenschattengrenze des Monds bei Be-
leuchtung durch die Sonne verfolgen und würde feststel-
len, dass es sich um dieselben Ellipsen handelt, welche auf 
einer Kugel auftreten.

Man könnte aufgrund der vorhandenen, aber nicht ex-
trem ausgebildeten Schlagschatten feststellen, dass die 
Oberfl äche wohl gebirgig, aber relativ zum Radius nicht 
allzu sehr zerfurcht ist. Allerdings müsste man feststellen, 
dass wir die Rückseite des Monds niemals sehen können 
und daher nicht wüssten, ob diese vergleichbar aussieht.

Theoretisch könnte der Mond auf der uns zugewandten 
Seite immer noch ein eiförmiges Drehellipsoid sein (das 
gäbe keinen Unterschied bei der Eigenschattengrenze) 
und auf der Rückseite völlig anders aussehen. Auf dem 
Mond gibt es aber Krater, die offensichtlich von Mete-
or-Einschlägen stammen. Solche Krater sind annähernd 

Der Mond ist kugelförmig – ein fotografi scher Beweis
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W. STEGMÜLLER Die Mondtäuschung www.afw2000.de/Elemente/2008_AT_03.pdf
�

kreisförmig. In der mit einer Fotografi e des Vollmonds 
hinterlegten Computergrafi k rechts sind solche Kreise 
abgebildet. Und – siehe da – die Kreisbilder passen gut 
ins Foto. Kreise in dieser Bandbreite gibt es aber nur auf 
einer Kugel, nicht aber auf einem Ellipsoid. Mit der Com-
putersimulation hat man dann auch gleich die Radien der 
Krater im Griff. Auffällig ist, dass man beim Vergleich mit 
dem Computerbild erkennt, dass es vom rot markierten 
Krater im südlichen Bereich ausgehend einige hunderte 
Kilometer lange helle Streifen gibt, welche recht genau 
die Form von Großkreisen auf der Kugel haben. Auch von 
anderen Kratern gehen solche „Spuren” aus. Sie weisen 
auf die enorme Einwirkung solcher Einschläge im Oberfl ä-
chenbereich hin.

Der Mond ist nicht immer gleich weit von der Erde ent-
fernt. Minimalabstand und Maximalabstand sind jeweils 
mehr als 5% größer oder kleiner als der durchschnittliche 
Abstand von 384 000 km. Hat eine Kugel den 1,1-fachen 
Durchmesser einer anderen Kugel, erscheint ihr Volumen 
gleich wesentlich größer, nämlich 1,13 Mal, also etwa 1/3 

größer (vgl. dazu die beiden Bilder auf der linken Seite). 
In diesem Fall handelt es sich also um keine Täuschung, 
wenn man sagt: „Der Mond erscheint heute besonders 
groß”. Einer echten Täuschung erliegt man allerdings, 
wenn man glaubt, der gerade auf- oder untergehende 
Mond habe eine größeren Durchmesser.  Das Doppelbild 
unten zeigt links eine unverfälschte Fotografi e eines Son-
nenuntergangs über dem Wiener Kahlenberg. Der mitab-
gebildete Fernsehsender, von dem man weiß, dass er sehr 
hoch ist, lässt die Sonne in der Tele-Aufnahme riesig er-
scheinen. 

Das rechte Bild ist eine Fotomontage, bei der statt der 
Sonne der Vollmond platziert wurde. Theoretisch wäre 
so ein Bild möglich, denn Sonne und Mond haben na-
hezu den gleichen Durchmesser am Firmament: Diesmal 
würde der Mond im Größenvergleich mit dem Turm riesig 
erscheinen.



12  Wiederholbarkeit von Versuchen

Eine der Grundsäulen von Naturwissenschaft ist die For-
derung, dass Experimente wiederholbar sind. Besonders 
wichtig ist auch das exakte Beschreiben von Grundvo-
raussetzungen sowie die unverfälschte Darstellung des 
Ergebnisses. Die einzelnen Momentanaufnahmen eines 
tropfenden Wasserhahns (linke Seite) sind keine Stro-
boskop-Aufnahmen. Wir sehen also nicht 
einen einzelnen Tropfen zu verschiedenen 
Zeitpunkten, sondern Tropfenserien. 
Beim Betrachten dieser Serien fällt auf, 
dass sich die einzelnen Tröpfchen in 
nahezu konstantem Abstand anein-
anderreihen (ein einzelner Tropfen 

würde, in konstanten Zeitintervallen fotografi ert, die 
Abstände deutlich sichtbar von Lage zu Lage vergrö-
ßern). Offensichtlich lösen sich erst während des Fallens 
immer wieder Teiltröpfchen, die dann „nachhinken”. 
Die Fotos sind beliebig wiederholbar und sehen einan-
der täuschend ähnlich.

Die Aufnahme eines Tropfens, der sich ganz 
langsam vom Blütenblatt einer Sonnenblume 

löst, hat eher einen ästhetischen Wert. 
Man könnte sich auch überlegen, wie die 

Zerrbilder im Tropfen zustandekommen 
(s. S. 140) ...

WIKIPEDIA Abreißen eines Tropfens http://de.wikipedia.org/wiki/Tropfen
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14  Seerosen-Vermehrung

Folgende Fragestellung läuft auf eine Exponentialglei-
chung hinaus: In einem Teich wachsen Seerosen, die 
sich immer mehr ausbreiten. Die von ihnen bedeckte 
Fläche nehme täglich um 10% zu. Nach 30 Tagen ist 
der Teich völlig bedeckt. Wie groß war die Fläche am 
Anfang? Wann war der Teich zur Hälfte bedeckt?

Sei S die von den Seerosen am ersten Tag bedeckte Flä-
che und A die Fläche des Teichs. Am zweiten Tag bede-
cken die  Seerosen die Fläche 1,1 ∙ S, am n-ten Tag die 
Fläche 1,1n ∙ S.

Aus 1,130 ∙ S = A ergibt sich S = A = 17,5 – d. h., der 
Teich war anfänglich nur zu weniger als 6% bedeckt.

Nun ist der Wert von n aus 1,1n ∙ S = 0,5 A zu ermitteln: 
1,1n ∙ S = 0,5 ∙ 1,130 ∙ S → 1,1n-30 = 0,5 → n = 30 + log 
0,5 = log 1,1 = 22,73.

Der Teich war also am 23. Tag zur Hälfte bedeckt. Die 
Seerosen-Problematik steht stellvertretend für expo-
nentielles Wachstum, das in der Natur auch bei Bakte-

rienvermehrung zu fi nden ist. Solches Wachstum muss 
zwangsläufi g irgendwann kollabieren oder ein anderes 
Ende fi nden, weil sonst alle Grenzen überschritten wür-
den. Im Fall eines Teichs gilt: Mehr als zuwachsen kann 
er nicht (Bild unten: Schon fast geschlossener Schilfgür-
tel am Neusiedlersee).

Folgende Strategie im Casino kann daher fatale Folgen 
haben: Man setzt einen gewissen Geldbetrag G auf Rot. 
Kommt Rot, hat man gewonnen (Gewinn G). Kommt 
Schwarz, verdoppelt man den Einsatz und setzt wieder 
auf Rot. Kommt Rot, bekommt man das Doppelte des 
aktuellen Einsatzes (4G) und hat in Summe den Gewinn 
G. Kommt wieder Schwarz, verdoppelt man den Einsatz 
und setzt wieder auf Rot, usw.

Der Haken an der Sache ist: Der Gewinn ist immer nur 
G. Irgendwann überschreitet aber der doppelte Einsatz 
den maximalen Rahmen, und die Bank wird die Wette 
ablehnen. Dann ist ungleich mehr verspielt als man je 
gewinnen kann.

MATHE-ONLINE Exponentialfunktion und Logarithmus www.mathe-online.at/mathint/log/i.html


