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1 Mengen, Funktionen und
Boolesche Algebra

U. Jarecki, Berlin

1.1 Mengen
1.1.1 Mengenbegriff

Die Menge ist als eine Gesamtheit von verschiedenen Objek-
ten mit gemeinsamen Eigenschaften erklért. Die grundlegen-
de Beziehung zwischen Mengen M und ihren Elementen m ist
die Relation des Enthaltenseins mit dem Symbol €:

meM mist Element von M,
m¢M mist nicht Element von M.

Endliche Mengen konnen durch Aufzihlung ihrer Elemente
in einer Mengenklammer erklirt sein, z.B. M= {1, 2, 3}. Ein-
elementige Mengen, z.B. {a}, sind von ihrem Element, z.B.
a, zu unterscheiden. Die leere Menge { } oder {} enthilt kein
Element.

Unendliche Mengen werden durch die Eigenschaften ihrer
Elemente gekennzeichnet. Bedeutet G (x) die Aussageform ,,x
ist gerade Zahl®, so wird die Menge G der geraden Zahlen
dargestellt durch

G ={x|G(x)} = {x| xist gerade Zahl}.

Mengen werden durch Punktmengen in der Ebene, z.B. Krei-
se (Bild 1), veranschaulicht (Venn-Diagramm). Auf Bild 1 a
ist der Punkt a ein Element der Menge A, wihrend der Punkt
b nicht zu A gehort.

GRCEN

a€ A AnB Aub
beA

g
ANB Ab B XN\A=CA
Bild 1a-g. Venn-Diagramm

1.1.2 Mengenrelationen

Teilmengenrelation A c B (Bild 1b). A ist Teilmenge von B
oder B ist Obermenge von A, wenn jedes Element von A auch
Element von B ist. So ist die Menge der natiirlichen Zahlen
Teilmenge der ganzen Zahlen. Es gelten die Eigenschaften

0cA,AcA; aus AcB und BcC folgt AcC.

Gleichheitsrelation A=B. Die Mengen A und B heilen
gleich, wenn sie die gleichen Elemente enthalten. Jedes Ele-
ment von A ist in B und jedes Element von B ist in A enthal-
ten. Also A=B genau dann, wenn AcB und Bc A.

Beispiele:
{1;2} ={21} ={x| (x=1)(x—2) =0},

{x]x*>1}={x[x>1 oder x< —1}.

Potenzmenge *13(X). Sie ist definiert als Menge aller Teil-
mengen von X, also A € B(X) ist gleichbedeutend mit Ac X.

1.1 Mengen A3

1.1.3 Mengenverkniipfungen

Durchschnitt ANB (Bild 1 ¢). Er ist die Menge aller Ele-
mente, die sowohl zu A als auch zu B gehoren.

ANB={x|x€A und x€B}.

Beispiele:

{a,b,c} n{b,d} = {b},
{xlxz1}n{x|[x=2} ={x|1=x=2}.

Vereinigung A UB (Bild 1 d). Sie ist die Menge aller Ele-
mente, die mindestens in einer der beiden Mengen A und B
enthalten sind.

AUB={x|x€A oder x € B}.

Beispiele:
{a,b,c} u{a,d} ={a,b,c.d},
{xlo=x=2}u{x|-I=x=1}={x|-1=x=2}.

Differenz A \ B (Bild 1 e). Sie ist die Menge aller Elemente,
die zu A und nicht zu B gehoren.

A\B={x|x€A und x¢B}.

Beispiele:
{a,b,c}\{b,d} ={a,c},
{x|x=1}\{x|x<0}={x|0=x=1}.

Diskrepanz AAB (Bild 1f) oder symmetrische Differenz.
Sie ist die Menge aller Elemente, die zu A und nicht zu B oder
die zu B und nicht zu A gehdren.

AAB=(A\B)U(B\A)

Komplement CA (Bild 1 g). Ist A Teilmenge einer Grund-
menge X, so ist CA= X/A.

Beispiel: Bedeutet R die Menge der reellen Zahlen und ist
A= {x|x=0} cR, dann lautet das Komplement

CA=R\A={x|x>0}.

1.1.4 Das kartesische oder Kreuzprodukt

Das Kreuzprodukt A x B zweier Mengen A und B ist erklirt
als die Menge aller geordneten Paare (a, b) mit a€A und
beB,

AxB={(a,b)lacA und b€ B},

wobei A und B als Faktoren bezeichnet werden. Im allgemei-
nen ist A X B#B x A. a und b heilen Koordinaten des Paares
(a, b). Zwei Paare (a, b) und (x, y) sind genau dann gleich,
wenn x=qa und y=>b.
Beispiel: Ist R die Menge der reellen Zahlen, dann besteht die
Menge

R*=R xR={(x,y)x€R und yc R}
aus den geordneten Zahlenpaaren (x, y), die als Punkte in der Ebene
dargestellt werden kénnen, wobei x und y die kartesischen Koordina-
ten des Punktes (x, y) bedeuten.
Das Kreuzprodukt aus den n-Mengen A;,A»,A3, ..., A, ist er-
klart durch

Ay XAy x ... x Ay ={(ay,az,...,a,
und a; €A, ... und a, €Ay}

Nai €4

Seine Elemente (ay,a, ...,ay) heifien geordnete n-Tupel mit
den Koordinaten ay,a, ...,a,. Zwei n-Tupel sind genau dann
gleich, wenn ihre Koordinaten gleich sind. Sind alle n Fakto-
ren gleich A, so ist

AXAXAX...XxA=A".

U. Jarecki, Hans-Joachim Schulz, Dubbel Mathematik,
DOI 10.1007/978-3-642-22059-3 1, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011



A4 Mathematik — 1 Mengen, Funktionen und Boolesche Algebra

1.2 Funktionen

Ist jedem Element einer Menge X genau ein Element einer
Menge Y zugeordnet, so wird eine solche Zuordnung als eine
Funktion f auf der Menge X mit Werten in der Menge Y be-
zeichnet und geschrieben

f:X—Y oder XY (fbildetXinY ab).

Funktion und Abbildung sind synonyme Begriffe. Fiir Y= X
bildet f die Menge X in sich ab. X ist die Definitions-, Urbild-
oder Argumentmenge von f, ihre Elemente heilen Urbilder,
Argumente oder auch unabhiingige Veriinderliche (Variable).
Das jedem Element x € X durch die Funktion f eindeutig zuge-
ordnete Element y €Y heifit Wert oder Bild der Funktion an
der Stelle x und wird mit f(x) bezeichnet. Symbolisch wird
dies ausgedriickt durch x+—f(x) oder x— y=f(x). Bild der
Funktion f auf X ist die Menge

B(f)={f(x)kxeX}cy.

Sie enthilt alle Bilder oder Werte der Funktion f auf X. Graph
[f] einer Funktion f auf X mit Werten in Y ist die Menge
[f1={(x, y)|x€ X und y=F(x)} ={(x, f(x)|x €X}. Sie enthilt
als Elemente alle geordneten Paare (x, y), bei denen die erste
Koordinate x Argument von f und die zweite Koordinate y
Wert von fan der Stelle x ist.

Sind insbesondere X und Y Teilmengen der reellen Zahlen,
XcR und YRR, so ist der Graph [f] eine Menge von geord-
neten Zahlenpaaren, die als Punkte in der Ebene veranschau-
licht werden konnen. Dies ist ein gebrduchliches Verfahren,
um eine reellwertige Funktion mit reellem Argument gra-
phisch als Punktemenge darzustellen.

Beispiel: Durch die Gleichung y = ¢ ist jeder reellen Zahl x genau
eine reelle Zahl y zugeordnet. Hierdurch wird die Exponentialfunkti-
on exp definiert. Definitionsmenge ist die Menge R der reellen Zah-
len. Die Werte der Funktion sind ebenfalls reelle Zahlen. Die symbo-
lische Darstellung der Funktion bzw. ihrer Bild- oder Wertemenge
lautet also exp: R-—IR oder R ZER O bzw. B(exp) =
{y|y>0}cR. Der Graph der Exponentialfunktion exp lautet
fexp] = {(x.y)lx € R und y = exp(x)} = {(x.exp(x))lr € R}.
Zwischen einer Funktion f: X — Y, die X in ¥ abbildet, und ih-
ren Werten f(x) muf klar unterschieden werden. Fiir die
Funktion f gilt:

Bild f(A) der Menge AcX (Bild2) heiBt dic Menge
f(A)={y| y=f(x) und x€A}={f(x)|x€A} Y. Sie enthilt
alle Elemente y €Y, die Bild eines Elements x€A sind. Fiir
f(X)=Y heiBt die Funktion f surjektiv.

Urbild oder inverses Bild f~'(B) von BcY (Bild 3) ist die
Menge f~!(B) = {x|f(x) € B} cX. Sie enthilt alle Urbilder
x, deren Bild f(x) Element von B ist. Fiir den Sonderfall, da
B={b} eine einelementige Menge ist, lautet das Urbild
f71({b}) oder kiirzer f~'(b) = {x|f(x)=b} (Menge aller
Urbilder x mit dem Bild b). Enthilt f~'(y) fiir jedes yeY
hochstens ein Element, so heifit die Funktion f eineindeutig,
eindeutig umkehrbar oder injektiv.

Surjektive und injektive Funktionen heifien bijektiv. Bei einer
bijektiven Funktion f:X — Y ist jedem Element y € Y genau ein

(B)
Bild 3. Urbild /! (B)

Bild 2. Bild f(A)

Urbild x€X mit y=f (x) zugeordnet. Dem entspricht eine
Funktion auf Y mit Werten in X. Diese Funktion heift inverse
Funktion oder Umkehrfunktion von f und wird symbolisch
ausgedriickt durch ! : ¥ — X. Thre Definitionsmenge ist die
Bildmenge von f, und ihre Bildmenge ist die Definitionsmen-
ge von f. Es gelten die Identititen

() =x firalle xeX,
f ) =y firalle yevy.

Zwei Funktionen heiflien gleich, wenn sie den gleichen Defi-
nitionsbereich und fiir jedes Argument die gleichen Werte ha-
ben.

Beispiel: Ist R die Menge der reellen Zahlen und IR ;. die Menge der
positiven reellen Zahlen, so ist die Exponentialfunktion exp:
R — IR, eine eineindeutige Abbildung der Menge der reellen Zahlen
auf die Menge der positiven reellen Zahlen und hat dementsprechend
eine Umkehrfunktion exp~' : R} — R, die als Logarithmusfunktion
bezeichnet und mit dem Symbol ,In“ gekennzeichnet wird.

1.3 Boolesche Algebra
1.3.1 Grundbegriffe

Einer Booleschen Algebra liegt eine Menge B mit mindestens
zwei ausgezeichneten Elementen O und 1 zugrunde, auf der
eine undre Verkniipfung, die Komplementierung mit dem
Symbol ,,~ “, zwei bindre Verkniipfungen, die Addition mit
Symbol ,,+ und die Multiplikation mit dem Symbol ,,-“, er-
klért sind, so daB fiir beliebige Elemente a, b, ¢ € B die Eigen-
schaften gelten:

Kommutativitit

a+b=b+a a-b=b-a (1)

Assoziativitit

(a+b)+c=a+(b+c) (a-b)-c=a-(b-c) 2)

Distributivitit

a+(b-c)=(a+b)-(a+c) a-(b+c)=(a-b)+(a-c)(3)

Adjunktivitit

a+(a-b)=a a-(a+b)=a (4)

Komplementaritit

at+a=1 a-a=0 (5)

Idempotenz

ata=a a-a=a (6)

Regel vonde Morgan  a+b=a-b a-b=a+b (7)
a+0=a a-1=a (8)
a+1=1 a-0=0 9)
0=1 1=0 (10)
(@=a (11)

Jede der Gln. (1) bis (10) hat ihre ,,duale* Form, die durch
Tausch der Verkniipfungssymbole ,,4+* und ,,-“ einerseits
und der ausgezeichneten Elemente 0 und 1 andererseits ent-
steht. Dieses Dualititsprinzip gilt fiir alle Gleichheiten und
Sitze der Booleschen Algebra, die sich ebenso wie die Gln.
(6) bis (11) aus den Gln. (1) bis (5) ableiten lassen.

Ein Beispiel fiir eine Boolesche Algebra ist die Potenzmenge
B(X) einer beliebigen Grundmenge X, auf der die unire Ver-
kniipfung als Komplement einer Menge aus F(X) und die
beiden bindren Verkniipfungen als Durchschnitt und Vereini-
gung von zwei Mengen aus B(X) erklirt sind. Die ausge-
zeichneten Elemente sind die leere Menge & und die Grund-
menge X.



1.3.2 Zweielementige Boolesche Algebra

Es wird eine Menge B mit zwei Elementen, die dann notwen-
dig die ausgezeichneten Elemente O und 1 sind, zugrunde ge-
legt. Konkrete Modelle sind die Aussagen- und die Schaltal-
gebra, wobei die Elemente 0 und 1 die Aussagenwerte
,falsch und ,,wahr* bzw. die Schaltwerte ,,aus* und ,,ein“ be-
deuten.

Schaltalgebra

Hier werden die ausgezeichneten Elemente mit O und L be-
zeichnet, so da B ={0,L}. Ein Buchstabe, z.B. x, der durch
die Elemente 0 oder L ersetzt werden kann, heiBt Schaltvaria-
ble. Folgende Bezeichnungen und Symbole werden verwen-
det:

Komplementierung (~) :

Negation ,,” ** oder ,,—**.

Addition (+) :

Oder-VerkniipfungoderDisjunktion ,, V **.

Multiplikation () :

Und-VerkniipfungoderKonjunktion ,, A **.

Thre Definitionen auf der Menge B = {0,L} ergeben sich aus
den Gln. (8) bis (10). Siehe Tab. 1.

Der Schaltalgebra liegen Netzwerke zugrunde, bei denen eine
Anzahl von Schaltern mit den Variablen E;€ {0,L}
(i=1,2,3, ...,n) teils parallel, hintereinander geschaltet oder
gekoppelt ist. Dem entspricht eine n-stellige Verkniipfung der
Schaltvariablen E; durch die Symbole , A ©, vV ©, ,,~ “, iiber
die jedem n-Tupel (E;,E,, ...,E,) mit E; € {0,L} genau ei-
ner der Werte aus {0,L}, nimlich der Schaltwert des Netz-
werks, zugeordnet ist. Ein solches Netzwerk wird durch eine
Schaltfunktion A =f(E,,E;, ..., E,) mit den EingangsgroBen
E; € {0,L} und der AusgangsgroBe A € {0,L} beschrieben.
Daher heifit die Negation auch Nicht-, die Disjunktion Oder-
und die Konjunktion Und-Funktion.

Beispiel: Die durch A=f(E,Es,E3) = (E; VE;) AE; definierte
Funktion f ordnet dem Wertetripel (L,0,L) den Funktionswert
A=f(L,0,L)=(LVO)AL=(0VO0)AL=0AL=LAL=Lzu.

Allgemein wird als n-stellige Boolesche Funktion f auf der
Menge B={0,L} eine Abbildung aller n-Tupel
(E1,Ea, ...,E,) mit E; € B in die Menge B bezeichnet, sym-
bolisch
f:BXBxXBX...xB—B.
n—mal

Tabelle 1. Boolesche Funktionen

Negation (7) Disjunktion (v) Konjunktion (A)
(a: nicht a) (@avb:aoderb) (anb:aundb)
ala alblavb albla/\b
0L ofo] o 0l0] O
L]o OfL|] L oO|L|] O
L|0] L L{o}] O
LILI L LILL L

Tabelle 2. Weitere Boolesche Funktionen

1.3 Boolesche Algebra AS

Dadie E; (i=1, 2, ...,n) nur die beiden Werte 0 oder L an-
nehmen, enthilt die Definitionsmenge 2" verschiedene n-Tu-
pel, denen durch f genau einer der beiden Werte 0 oder L zu-
geordnet ist. Es gibt also 2") verschiedene n-stellige Boole-
sche Funktionen auf B.

Fiir n=2 ergeben sich 16 zweistellige Boolesche Funktionen.
Von ihnen sind auBer der Oder-Funktion f(a,b) =aV b und
der Und-Funktion f(a,b)=aAb noch von Bedeutung:
(s. Tab. 2).

Hiernach ist die Nand-Verkniipfung die Negation der Und-
Verkniipfung und die Nor-Verkniipfung die Negation der
Oder-Verkniipfung. Die vorstehenden Funktionen lassen sich
mit Hilfe der Grundivauerkniipfungen ,,~ , ,,v , ,,A “ folgen-
dermafen darstellen:

Nand-Funktion — aAb=aAb=aVb,
Nor-Funktion aVb=aVb=aAb,
Implikation adb=aVb,
Aquivalenz

Antivalenz

Allgemein ist jede n-stellige Boolesche Funktion auf
B ={0,L} mit Hilfe der Grundivauerkniipfungen darstellbar.
Sind Ey, E,E3, ..., E, die Variablen einer n-stelligen Funkti-

on, dann heiBen
XiANXo ANX3 A AKXy bzw. X1 VX VX3 V. VX,

bei denen an Stelle von X; entweder E; oder E; steht, ihr kon-
junktives bzw. disjunktives Elementarglied. Sie nehmen ge-
nau fiir eine Belegung der Variablen mit 0 oder L den Wert L
bzw. 0 an. So nimmt das konjunktive bzw. disjunktive Ele-
mentarglied £y AE, AE3 bzw. E; VE, V E3 genau dann den
Wert L bzw. 0 an, wenn E; =0, E; =L, E3 =0bzw. E; =L,
E, =0, E3 = L oder kiirzer, wenn (E;,E;,E3) = (0,L,0) bzw.
(Er,Ez,E3) = (L,0,L).

Ist nun f eine Funktion, die mindestens fiir eine Belegung der
Variablen den Wert L annimmt, so werden fiir alle n-Tupel
(E1,Ea,...,Ey) mit f(Ey,Es,...,E,) =L die konjunktiven
Elementarglieder gebildet, so dal diese genau fiir ihre ent-
sprechenden n-Tupel den Wert L annehmen. Die disjunktive
Verkniipfung dieser Elementarglieder stellt dann die Funktion
f dar. Diese Darstellung heifit disjunktive Normalform der
Funktion f. Vollkommen analog 148t sich eine Funktion, die
mindestens einmal den Wert 0 annimmt, in der konjunktiven
Normalform darstellen, die aus der Konjunktion von disjunk-
tiven Elementargliedern besteht.

Beispiel: Die dreistellige Boolesche Funktion f auf B={0,L} sei
durch die Tabelle erklirt.

rfrrorocoo

Nor-Verkniipfung (V)
(avb: anor b)

Nand-Verkniipfung (A)
(anb: anand b)

Implikation (=)
(a>b: a impliziert b)

Aquivalenz (=)
(a=b: a dquivalent b)

Antivalenz (%)
(azb: a antivalent b)

a|b|ash a|bla=b a|bla%b
00 L 0|0 L 010 0
0|L L 0|L 0 0L L
L|oO 0 L|O 0 L|O L
LIL L LIL L LIL 0
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Sie nimmt fiir die folgenden 3-Tupel (0,0,L), (L,0,0), (L,L,0) den
Wert L an. Die entsprechenden konjunktiven Elementarglieder lauten
Ey NEy NE3, Ey NEy AE;, Ey AE; AE5. Die disjunktive Verkniip-
fung dieser Elementarglieder liefert die disjunktive Normalform der
Funktion f.

f(E\,E2,E3) = (Ey NEy NE3)V (Ey NEy NE3) V (Ey AEy NE3).

Fiir die konjunktive Normalform werden alle 3-Tupel mit dem Funk-
tionswert 0 betrachtet. Diese sind

(0,0.0),(0,L.0),(0,L,L), (L,0,L), (L, L, L).
Die entsprechenden disjunktiven Elementarglieder sind

E\VE,VE;, E{\VE,VE;, E\VE,VE;,

E\VE,VE;, E,VE,VE;.

Thre konjunktive Verkniipfung liefert die konjunktive Normalform

f(Er,Ey. E3) = (E1 VEyV E3) A(Ey AEy NE3) A (Ey NEx NE3)
NEy NEy NE3) A (E1 VE> V Es).
Die Funktion fin der disjunktiven Normalform wird wie folgt
vereinfacht:
Sf(E1,E2,E3) = (Ey NEy NE3) V (Ey NEy NE3)
V (E; NEy NE3)
=(Et NEx NE3)V [(Ey NE3) A (E2 V Er)]
s.Distributivitit a(b+c¢) = ab+ac
mit a=FE, AE3,b=E; und c=E;;
=(E\ ANEy AE3) V[(EI AE3) AL
s.Komplementaritit a +a = 1;
= (E\ AENE3)V (E| AE3)
aus a-1=1 mit a=E; NE;.

2 Zahlen
U. Jarecki, Berlin

2.1 Reelle Zahlen
2.1.1 Einfiihrung

Die reellen Zahlen zeichnen sich durch Grundeigenschaften
aus, namlich eine algebraische, eine Ordnungs- und eine topo-
logische Eigenschaft, die auf der Zahlengeraden (Bild 1)
E Pla)
e
01 a
Bild 1. Zahlengerade

deutbar sind. Jeder reellen Zahl a kann genau ein Punkt P(a)
oder kurz a auf der Zahlengeraden zugeordnet werden, wobei
insbesondere der Zahl 0 der Ursprung O und der Zahl 1 der
Einheitspunkt E entspricht. Umgekehrt entspricht jedem
Punkt P auf der Geraden genau eine reelle Zahl, die die Koor-
dinate des Punkts P heift.

Die Menge der reellen Zahlen wird mit IR bezeichnet. Beson-
dere Teilmengen von IR sind

N={1,2,3,...}
Z={0,%+1,+2,...}
Q={p/gqlpeZundgeN,
p und g teilerfremd}

natiirliche Zahlen,
ganze Zahlen,

rationale Zahlen.

2.1.2 Grundgesetze der reellen Zahlen

Algebraische Eigenschaft. Auf der Menge R der reellen
Zahlen sind die folgenden Verkniipfungen zweier Zahlen a
und b definiert:

Addition (+) mit der Summe a+b€R, wobei die Eigen-
schaften gelten:

fiir beliebige Zahlen a, b, ¢

a+b=b+a, (a+b)+c=a+(b+c);

zu zwei beliebigen Zahlen a und b gibt es genau eine Zahl x,
so daf gilt:

a+x=b, x=b— aheitdie Differenz von b und a.

Multiplikation (-) mit dem Produkt a- b=abe R, wobei die
Eigenschaften gelten:
fiir beliebige Zahlen a, b, ¢

ab=ba, (ab)c=a(bc), a(b+c)=ab+ac;
zu jeder Zahl a #0 und zu jeder Zeit b gibt es genau eine Zahl
x, so daf gilt:

ax=>b, x=b/a heitder Quotient von b und a.

Hieraus ergeben sich alle elementaren Rechenregeln wie
b+ (—a)=b—a, —(a—b+c)=—a+b—c,a+(—a)=0,
a-0=0, a-1=a, a(b—c)=ab—ac;

ab=0 genau dann, wenn a=0 oder b=0;

a a ac a ac _ad ad
b The’ bd bd bd b be
“iC,”iC aiciadibc
b"b b b d bd

Ordnungseigenschaft. In der Menge IR ist eine Ordnungsre-
lation = (Kleiner oder gleich) definiert mit den Eigenschaf-
ten

a=a Reflexivitit,
Wenn a=b und b=a, so a=b
Wenn a=b und b=c, so a=c

Fiir beliebige a, b€R gilt a= b oder b=a.
a<b (aKleiner b) ist erklirt durch a = b und a #b.

Ista=0bzw.a >0,

dann heif3t a nichtnegativ bzw. positiv.
Ista=0bzw.a <0,

dann hei a nichtpositiv bzw. negativ.

In Verbindung mit den algebraischen Verkniipfungen gilt:
Wenn a = b, s0 a+ c = b+ c fiir beliebiges c.
Wenn 0=aund0=b,so0=a-b.

Hieraus folgt z.B.

a* z 0 fiir beliebige a € R.
Wenn a < bund ¢ >0, soac < bc.
Wenn a < bund ¢ <0, soac > bc.

Topologische Eigenschaft. Jede Intervallschachtelung be-

stimmt genau eine reelle Zahl.

Sind a = b zwei reelle Zahlen, dann heifien die Zahlenmengen
{x|a=x=b}=a,b] abgeschlossene,
{x|a<x<b}=(a,b) offene,

{x|la=x<b}=la,b) und
{x|a<x=b}=(a,b] halboffene Intervalle.

aund b sind ihre Randpunkte, und b— a ist ihre Linge.
Fiir eine beliebige reelle Zahl a heilen die Zahlenmengen
{x|la=x}=[a,00) und {x|x=a}=(—00,q]
unbeschrinkte halboffene, sowie
{x|a<x}=(a,00) und {x|x<a}=(-00,q)
unbeschrinkte offene Intervalle.

U. Jarecki, Hans-Joachim Schulz, Dubbel Mathematik,
DOI 10.1007/978-3-642-22059-3 2, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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Bild 2. Intervallschachtelung

Eine Intervallschachtelung ist eine Folge von abgeschlosse-
nen Intervallen I, = [y, by] mit ay = ani1 = bpiy = by fiir je-
des n € N, wobei die Intervallingen b, — a, eine Nullfolge bil-
den. Auf der Zahlengeraden schrumpfen die Intervalle auf ei-
nen Punkt zusammen (Bild 2), dem eine reelle Zahl ¢ zuge-
ordnet ist.

Beispiel: Die Folge mit den Intervallen I, =[(1+ 1/n)", (1+
1/n)"") n=1,2,3,... ist eine Intervallschachtelung, welche die Zahl
€=2,7182818 ... bestimmt, so daB fiir alle n€N (1+1/n)" =e=
(1+1/n)""" gilt. Die Randpunkte der Intervalle sind rationale Zah-
len; sie sind approximative Werte fiir die irrationale Zahl e.

2.1.3 Der absolute Betrag
Der absolute Betrag (Modul) einer reellen Zahl a ist definiert
durch
a fir a=0
la =

e fir a=0 oder |a| =max(—a,a),

wobei max(a,b) die groBte der beiden Zahlen a und b bedeu-
tet. Geometrisch kennzeichnet |a| den Abstand des Punkts a
vom Ursprung und |b-a| den Abstand der beiden Punkte a
und b. Es gelten |a| =0 fiir alle a € R und | a|=0 genau dann,
wenn a=0.

|—al=lal, |ab|=|a||b|, |a:b|=|a|:|b],

—lal=a=la|, ||la|—|b||=|a+b|=|a|l+]|b|;

|a] <c genau dann, wenn -c<a< ¢ (¢>0).

2.1.4 Mittelwerte und Ungleichungen
Sind g; fiir i=1,2,3, ...,n mit n =2 positive Zahlen, so sind
fiir sie die Mittelwerte erklart:
arithmetisch  A(a;) = (a1 +a2 +...+ay)/n,
geometrisch G(a;) =4/ayazas . ..ay,
. /1 1 1\
harmonisch H(a;) = |- +—4.. = )

n\a a a,

quadratisch  Q(a;) = \/m

Fiir sie gelten die Ungleichungen
H(a;) = Gla;) =A(a;) = Q(a).

Ist min ¢; die kleinste und max a; die grofte der Zahlen g;, so

gilt min ¢; = H(a;) und Q(a;)= max g;.

Bernoullische und Cauchy-Schwarzsche Ungleichungen:
(I+x)"=1+nx fir 1+x=0 und n=1,2,3
(1+x)" >14nx fir 14+x>0 und n=2,3,4, ..., und
(a1by +azxby + . .. +anbn)2
S(al+ad+...+ad)(b]+b3+. . +b2).

2.1.5 Potenzen, Wurzeln und Logarithmen

Potenzen. Fiir die Potenzsymbole a’ ist vorauszusetzen, daB}
a>0und beR oder a#0und b€Z oder ac R und b€N. Es
gilt

a'=a, =1, 1"=1, a’=1/d"

daf =a", (a-b) =abF, () =d";

a:af =ad" (a:b) =a°: D"

Waurzeln. Ist b#0, so gibt es zu jeder positiven Zahl ¢ genau
eine positive Zahl a, so da a” = c. Diese Zahl a = 4/c heiBt
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b-te Wurzel aus a, wobei b der Wurzelexponent und ¢ der Ra-
dikand bedeuten. Also ist

a’ =c¢ dquivalent a=4%/c fir b#0 und ¢>0.
Es gilt

Logarithmen. Ist a>1, so gibt es zu jeder positiven Zahl ¢
genau eine Zahl b, so daB a” = c. Diese Zahl b = log, ¢ heiBt
der Logarithmus von ¢ zur Basis a, wobei a die Basis und ¢
der Logarithmand oder Numerus bedeuten. Also ist
a’ =c iquivalent b=log,c fiir a>1 und ¢>0.

Bevorzugte Logarithmen sind der dekadische mit der Basis
10, der natiirliche mit der Basis e und der biniire mit der Basis
2. Es gilt

% =¢, b=log,a’, log,1=0,

e =¢, b=Ine’, In1=0.

log, (bc) =log,b+1log,c, log,(b:c)=log,b—log,c,
log,(1/b) = —log, b, log, b’ =clog,b,

log, Vb = (1/¢)log, b.

log,c=log,b-log,c, lga=Ige-Ina mit lge =0,43429

2.1.6 Zahlendarstellung in Stellenwertsystemen

Hierzu dient meist das Dezimalsystem mit der Basis (Grund-
zahl) 10 und den zehn Ziffern 0,1,2, ..., 9. Jeder natiirlichen
Zahl n wird dann eine endliche Folge von Ziffern zugeordnet,
wobei jedes Glied der Folge neben seinem Ziffern- noch
einen  Stellenwert hat  (z.B.  9021=9-10°+0-10*+
2-10'+1-10°). Ist g>1 eine natiirliche Zahl und
{0,1,2,...,g—1 } eine Ziffernmenge, so liBt sich jede na-
tiirliche Zahl n als Ziffernfolge im Stellenwertsystem mit der
Basis g eindeutig darstellen.

n= (amam,mmfzuﬂ]an)g = Z“iﬁ"
=
fir a; €{0,1,2,...,g—1}.

Das Binir- oder Dualsystem hat die Basis 2 und die Ziffern-
menge {0, 1}. Die Darstellung der natiirlichen Zahl 18 ist
z.B. (10010), =1-2*+0-23+0-22+1-2' +0-2° = (18)
= 18. Da das Binirsystem ebenso wie das Dezimalsystem ein
Stellenwertsystem ist, sind die fiir das Rechnen mit Stellen-
werten giiltigen Regeln iibertragbar. Lediglich das kleine
Einspluseins und Einmaleins sind verschieden. Im Binir-
system gilt:

Addition 0+0=0;0+1=1;14+0=1;1+1=10.

Multiplikation 0-0=0;0-1=0;1-0=0;1-1=1.
Beispiel: Addition bzw. Multiplikation von Dezimalzahlen im Binir-
system.

41413 13-5
1101-101
1101
101001 0000
+ 1101 1101
11 Ubertriige 111
110110 (=54) 1000001 (=65)

Das Hexadezimalsystem hat die Basis 16 und die Ziffernmen-
ge {0, 1,2,...,9, A, B, C, D, F}. Dabei entsprechen die he-
xadezimalen Ziffern A, B, ..., F den Dezimalzahlen 10, 11,
..., 15. So ist

(940),,=3 16> +10-16" +12-16° = (3AC) .



