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A Mathematik



1 Mengen, Funktionen und
Boolesche Algebra

U. Jarecki, Berlin

1.1 Mengen

1.1.1 Mengenbegriff

Die Menge ist als eine Gesamtheit von verschiedenen Objek-
ten mit gemeinsamen Eigenschaften erkl�rt. Die grundlegen-
de Beziehung zwischen Mengen M und ihren Elementen m ist
die Relation des Enthaltenseins mit dem Symbol 2 :

m 2M m ist Element vonM;
m 62M m ist nicht Element vonM:

Endliche Mengen k�nnen durch Aufz�hlung ihrer Elemente
in einer Mengenklammer erkl�rt sein, z.B. M={1, 2, 3}. Ein-
elementige Mengen, z.B. {a}, sind von ihrem Element, z.B.
a, zu unterscheiden. Die leere Menge { } oder =0 enth�lt kein
Element.

Unendliche Mengen werden durch die Eigenschaften ihrer
Elemente gekennzeichnet. Bedeutet G(x) die Aussageform „x
ist gerade Zahl“, so wird die Menge G der geraden Zahlen
dargestellt durch

G¼ fx jGðxÞg ¼ fx j x ist gerade Zahlg:
Mengen werden durch Punktmengen in der Ebene, z.B. Krei-
se (Bild 1), veranschaulicht (Venn-Diagramm). Auf Bild 1 a
ist der Punkt a ein Element der Menge A, w�hrend der Punkt
b nicht zu A geh�rt.

Bild 1a–g. Venn-Diagramm

1.1.2 Mengenrelationen

Teilmengenrelation A�B (Bild 1b). A ist Teilmenge von B
oder B ist Obermenge von A, wenn jedes Element von A auch
Element von B ist. So ist die Menge der nat�rlichen Zahlen
Teilmenge der ganzen Zahlen. Es gelten die Eigenschaften

;�A; A�A; aus A�B und B�C folgt A�C:

Gleichheitsrelation A¼B. Die Mengen A und B heißen
gleich, wenn sie die gleichen Elemente enthalten. Jedes Ele-
ment von A ist in B und jedes Element von B ist in A enthal-
ten. Also A=B genau dann, wenn A�B und B� A.

Beispiele:

f1;2g ¼ f2;1g ¼ fx j ðx� 1Þðx� 2Þ ¼ 0g;
fx j x2 > 1g ¼ fx j x> 1 oder x<�1g:

Potenzmenge PðXÞ. Sie ist definiert als Menge aller Teil-
mengen von X, also A2P(X) ist gleichbedeutend mit A� X.

1.1.3 Mengenverkn�pfungen

Durchschnitt A˙B (Bild 1 c). Er ist die Menge aller Ele-
mente, die sowohl zu A als auch zu B geh�ren.

A˙B¼ fx j x 2 A und x 2 Bg:

Beispiele:

fa;b;cg˙ fb;dg ¼ fbg;
fx j x^ 1g˙ fx j x% 2g ¼ fx j 1% x% 2g:

Vereinigung A¨B (Bild 1 d). Sie ist die Menge aller Ele-
mente, die mindestens in einer der beiden Mengen A und B
enthalten sind.

A¨B¼ fx j x 2 A oder x 2 Bg:

Beispiele:

fa;b;cg¨ fa;dg ¼ fa;b;c;dg;
fx j 0% x% 2g¨ fx j �1% x% 1g ¼ fx j �1% x% 2g:

Differenz A nB (Bild 1 e). Sie ist die Menge aller Elemente,
die zu A und nicht zu B geh�ren.

A nB¼ fx j x 2 A und x 62 Bg:

Beispiele:

fa;b;cg n fb;dg ¼ fa;cg;
fx j x% 1g n fx j x< 0g ¼ fx j 0% x% 1g:

Diskrepanz A4B (Bild 1 f) oder symmetrische Differenz.
Sie ist die Menge aller Elemente, die zu A und nicht zu B oder
die zu B und nicht zu A geh�ren.

A4B¼ ðA nBÞ¨ ðB nAÞ
Komplement CA (Bild 1 g). Ist A Teilmenge einer Grund-
menge X, so ist CA= X/A.

Beispiel: Bedeutet R die Menge der reellen Zahlen und ist
A={x jx%0}�R, dann lautet das Komplement

CA¼R nA¼ fx j x> 0g:

1.1.4 Das kartesische oder Kreuzprodukt

Das Kreuzprodukt A�B zweier Mengen A und B ist erkl�rt
als die Menge aller geordneten Paare (a, b) mit a2A und
b2B,

A�B¼ fða;bÞja 2 A und b 2 Bg;
wobei A und B als Faktoren bezeichnet werden. Im allgemei-
nen ist A�B 6¼B�A. a und b heißen Koordinaten des Paares
(a, b). Zwei Paare (a, b) und (x, y) sind genau dann gleich,
wenn x=a und y=b.

Beispiel: Ist R die Menge der reellen Zahlen, dann besteht die
Menge

R2 ¼R�R¼ fðx;yÞjx 2R und y 2Rg
aus den geordneten Zahlenpaaren (x, y), die als Punkte in der Ebene
dargestellt werden k�nnen, wobei x und y die kartesischen Koordina-
ten des Punktes (x, y) bedeuten.

Das Kreuzprodukt aus den n-Mengen A1;A2;A3; . . . ;An ist er-
kl�rt durch

A1 �A2� . . .�An ¼ fða1;a2; . . . ;anÞja1 2 A1

und a2 2 A2 . . . und an 2 Ang:
Seine Elemente ða1;a2; . . . ;anÞ heißen geordnete n-Tupel mit
den Koordinaten a1;a2; . . . ;an . Zwei n-Tupel sind genau dann
gleich, wenn ihre Koordinaten gleich sind. Sind alle n Fakto-
ren gleich A, so ist

A�A�A� . . .�A¼ An:
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1.2 Funktionen

Ist jedem Element einer Menge X genau ein Element einer
Menge Y zugeordnet, so wird eine solche Zuordnung als eine
Funktion f auf der Menge X mit Werten in der Menge Y be-
zeichnet und geschrieben

f : X�!Y oder X �!f Y ðf bildet X in Y abÞ:
Funktion und Abbildung sind synonyme Begriffe. F�r Y= X
bildet f die Menge X in sich ab. X ist die Definitions-, Urbild-
oder Argumentmenge von f, ihre Elemente heißen Urbilder,
Argumente oder auch unabh�ngige Ver�nderliche (Variable).
Das jedem Element x2X durch die Funktion f eindeutig zuge-
ordnete Element y2Y heißt Wert oder Bild der Funktion an
der Stelle x und wird mit f (x) bezeichnet. Symbolisch wird
dies ausgedr�ckt durch x 7! f (x) oder x 7!y=f (x). Bild der
Funktion f auf X ist die Menge

Bð f Þ ¼ f f ðxÞjx 2 Xg�Y:

Sie enth�lt alle Bilder oder Werte der Funktion f auf X. Graph
[ f ] einer Funktion f auf X mit Werten in Y ist die Menge
[ f ]={(x, y)|x2 X und y=f (x)}={(x, f (x)|x2X}. Sie enth�lt
als Elemente alle geordneten Paare (x, y), bei denen die erste
Koordinate x Argument von f und die zweite Koordinate y
Wert von f an der Stelle x ist.
Sind insbesondere X und Y Teilmengen der reellen Zahlen,
X�R und Y�R, so ist der Graph [ f ] eine Menge von geord-
neten Zahlenpaaren, die als Punkte in der Ebene veranschau-
licht werden k�nnen. Dies ist ein gebr�uchliches Verfahren,
um eine reellwertige Funktion mit reellem Argument gra-
phisch als Punktemenge darzustellen.

Beispiel: Durch die Gleichung y¼ ex ist jeder reellen Zahl x genau
eine reelle Zahl y zugeordnet. Hierdurch wird die Exponentialfunkti-
on exp definiert. Definitionsmenge ist die Menge R der reellen Zah-
len. Die Werte der Funktion sind ebenfalls reelle Zahlen. Die symbo-
lische Darstellung der Funktion bzw. ihrer Bild- oder Wertemenge

lautet also exp: R�!R oder R�!exp R bzw. BðexpÞ ¼
fy j y> 0g�R. Der Graph der Exponentialfunktion exp lautet
½exp� ¼ fðx;yÞjx 2R und y¼ expðxÞg ¼ fðx;expðxÞÞjx 2Rg.
Zwischen einer Funktion f :X!Y, die X in Y abbildet, und ih-
ren Werten f (x) muß klar unterschieden werden. F�r die
Funktion f gilt:

Bild f ðAÞ der Menge A�X (Bild 2) heißt die Menge
f (A)={y j y=f (x) und x2A}={ f (x)|x2A}�Y. Sie enth�lt
alle Elemente y2Y, die Bild eines Elements x2A sind. F�r
f (X)=Y heißt die Funktion f surjektiv.

Urbild oder inverses Bild f�1ðBÞ von B�Y (Bild 3) ist die
Menge f�1ðBÞ ¼ fx j f ðxÞ 2 Bg�X. Sie enth�lt alle Urbilder
x, deren Bild f (x) Element von B ist. F�r den Sonderfall, daß
B={b} eine einelementige Menge ist, lautet das Urbild
f�1ðfbgÞ oder k�rzer f�1ðbÞ ¼ fx j f ðxÞ ¼ bg (Menge aller
Urbilder x mit dem Bild b). Enth�lt f�1ðyÞ f�r jedes y2Y
h�chstens ein Element, so heißt die Funktion f eineindeutig,
eindeutig umkehrbar oder injektiv.
Surjektive und injektive Funktionen heißen bijektiv. Bei einer
bijektiven Funktion f:X!Y ist jedem Element y2Y genau ein

Urbild x2X mit y=f (x) zugeordnet. Dem entspricht eine
Funktion auf Y mit Werten in X. Diese Funktion heißt inverse
Funktion oder Umkehrfunktion von f und wird symbolisch
ausgedr�ckt durch f�1 : Y! X. Ihre Definitionsmenge ist die
Bildmenge von f, und ihre Bildmenge ist die Definitionsmen-
ge von f. Es gelten die Identit�ten

f�1ðf ðxÞÞ ¼ x f�r alle x 2 X;
f ðf�1ðyÞÞ ¼ y f�r alle y 2 Y :

Zwei Funktionen heißen gleich, wenn sie den gleichen Defi-
nitionsbereich und f�r jedes Argument die gleichen Werte ha-
ben.

Beispiel: Ist R die Menge der reellen Zahlen und Rþ die Menge der
positiven reellen Zahlen, so ist die Exponentialfunktion exp:
R!Rþ eine eineindeutige Abbildung der Menge der reellen Zahlen
auf die Menge der positiven reellen Zahlen und hat dementsprechend
eine Umkehrfunktion exp�1 :Rþ !R, die als Logarithmusfunktion
bezeichnet und mit dem Symbol „ln“ gekennzeichnet wird.

1.3 Boolesche Algebra

1.3.1 Grundbegriffe

Einer Booleschen Algebra liegt eine Menge B mit mindestens
zwei ausgezeichneten Elementen 0 und 1 zugrunde, auf der
eine un�re Verkn�pfung, die Komplementierung mit dem
Symbol „� “, zwei bin�re Verkn�pfungen, die Addition mit
Symbol „+“ und die Multiplikation mit dem Symbol „ �“, er-
kl�rt sind, so daß f�r beliebige Elemente a, b, c2B die Eigen-
schaften gelten:

Kommutativit�t
aþ b¼ bþ a a � b¼ b � a ð1Þ
Assoziativit�t
ðaþ bÞþ c¼ aþðbþ cÞ ða � bÞ � c¼ a � ðb � cÞ ð2Þ
Distributivit�t
aþðb � cÞ¼ðaþbÞ � ðaþ cÞ a � ðbþcÞ ¼ ða � bÞþða � cÞ ð3Þ
Adjunktivit�t
aþða � bÞ ¼ a a � ðaþ bÞ ¼ a ð4Þ
Komplementarit�t
aþ �a¼ 1 a � �a¼ 0 ð5Þ
Idempotenz
aþ a¼ a a � a¼ a ð6Þ
Regel von de Morgan aþ b¼ �a � �b a � b¼ �aþ �b ð7Þ

aþ 0¼ a a � 1¼ a ð8Þ
aþ 1¼ 1 a � 0¼ 0 ð9Þ
�0¼ 1 �1¼ 0 ð10Þ
ð�aÞ ¼ a ð11Þ

Jede der Gln. (1) bis (10) hat ihre „duale“ Form, die durch
Tausch der Verkn�pfungssymbole „+“ und „ �“ einerseits
und der ausgezeichneten Elemente 0 und 1 andererseits ent-
steht. Dieses Dualit�tsprinzip gilt f�r alle Gleichheiten und
S�tze der Booleschen Algebra, die sich ebenso wie die Gln.
(6) bis (11) aus den Gln. (1) bis (5) ableiten lassen.
Ein Beispiel f�r eine Boolesche Algebra ist die Potenzmenge
P(X) einer beliebigen Grundmenge X, auf der die un�re Ver-
kn�pfung als Komplement einer Menge aus P(X) und die
beiden bin�ren Verkn�pfungen als Durchschnitt und Vereini-
gung von zwei Mengen aus P(X) erkl�rt sind. Die ausge-
zeichneten Elemente sind die leere Menge [ und die Grund-
menge X.
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1.3.2 Zweielementige Boolesche Algebra

Es wird eine Menge B mit zwei Elementen, die dann notwen-
dig die ausgezeichneten Elemente 0 und 1 sind, zugrunde ge-
legt. Konkrete Modelle sind die Aussagen- und die Schaltal-
gebra, wobei die Elemente 0 und 1 die Aussagenwerte
„falsch“ und „wahr“ bzw. die Schaltwerte „aus“ und „ein“ be-
deuten.

Schaltalgebra

Hier werden die ausgezeichneten Elemente mit 0 und L be-
zeichnet, so daß B¼ f0;Lg. Ein Buchstabe, z.B. x, der durch
die Elemente 0 oder L ersetzt werden kann, heißt Schaltvaria-
ble. Folgende Bezeichnungen und Symbole werden verwen-
det:

Komplementierung ð�Þ :
Negation ,,�‘‘ oder ,,:‘‘:
Addition ðþÞ :
Oder-Verkn�pfungoderDisjunktion ,,_ ‘‘:
Multiplikation ð�Þ :
Und-Verkn�pfungoderKonjunktion ,,^ ‘‘:

Ihre Definitionen auf der Menge B¼ f0;Lg ergeben sich aus
den Gln. (8) bis (10). Siehe Tab. 1.
Der Schaltalgebra liegen Netzwerke zugrunde, bei denen eine
Anzahl von Schaltern mit den Variablen Ei 2 f0;Lg
ði¼ 1;2;3; . . . ;nÞ teils parallel, hintereinander geschaltet oder
gekoppelt ist. Dem entspricht eine n-stellige Verkn�pfung der
Schaltvariablen Ei durch die Symbole „^ “, „_ “, „� “, �ber
die jedem n-Tupel ðE1;E2; . . . ;EnÞ mit Ei 2 f0;Lg genau ei-
ner der Werte aus f0;Lg, n�mlich der Schaltwert des Netz-
werks, zugeordnet ist. Ein solches Netzwerk wird durch eine
Schaltfunktion A¼ f ðE1;E2; . . . ;EnÞ mit den Eingangsgr�ßen
Ei 2 f0;Lg und der Ausgangsgr�ße A 2 f0;Lg beschrieben.
Daher heißt die Negation auch Nicht-, die Disjunktion Oder-
und die Konjunktion Und-Funktion.

Beispiel: Die durch A¼ f ðE1 ;E2;E3Þ ¼ ð�E1 _E2Þ ^E3 definierte
Funktion f ordnet dem Wertetripel ðL;0;LÞ den Funktionswert
A¼ f ðL;0;LÞ ¼ ð�L_ 0Þ ^L¼ ð0_ 0Þ ^L¼ �0^L¼ L^L¼ L zu.

Allgemein wird als n-stellige Boolesche Funktion f auf der
Menge B¼ f0;Lg eine Abbildung aller n-Tupel
ðE1;E2; . . . ;EnÞ mit Ei 2 B in die Menge B bezeichnet, sym-
bolisch

f : B�B�B� . . .�B! B:

n�mal

Da die Ei ði¼ 1; 2; . . . ;nÞ nur die beiden Werte 0 oder L an-
nehmen, enth�lt die Definitionsmenge 2n verschiedene n-Tu-
pel, denen durch f genau einer der beiden Werte 0 oder L zu-
geordnet ist. Es gibt also 2ð2

nÞ verschiedene n-stellige Boole-
sche Funktionen auf B.
F�r n=2 ergeben sich 16 zweistellige Boolesche Funktionen.
Von ihnen sind außer der Oder-Funktion f ða;bÞ ¼ a_ b und
der Und-Funktion f ða;bÞ ¼ a^ b noch von Bedeutung:
(s. Tab. 2).
Hiernach ist die Nand-Verkn�pfung die Negation der Und-
Verkn�pfung und die Nor-Verkn�pfung die Negation der
Oder-Verkn�pfung. Die vorstehenden Funktionen lassen sich
mit Hilfe der Grundıvauerkn�pfungen „� “, „_ “, „^ “ folgen-
dermaßen darstellen:

Nand-Funktion a �̂b¼ a^ b¼ �a_ �b;
Nor-Funktion a �_b¼ a_ b¼ �a^ �b;
Implikation a� b¼ �a_ b;
�quivalenz a� b¼ ða^ bÞ _ ð�a^ �bÞ;
Antivalenz a 6� b¼ a� b¼ ð�a_ �bÞ ^ ða_ bÞ

¼ ða^ �bÞ _ ð�a^ bÞ:
Allgemein ist jede n-stellige Boolesche Funktion auf
B¼ f0;Lg mit Hilfe der Grundıvauerkn�pfungen darstellbar.
Sind E1;E2;E3; . . . ;En die Variablen einer n-stelligen Funkti-
on, dann heißen

X1 ^X2 ^X3 ^ . . .^Xn bzw: X1 _X2 _X3 _ . . ._Xn;

bei denen an Stelle von Xi entweder Ei oder �Ei steht, ihr kon-
junktives bzw. disjunktives Elementarglied. Sie nehmen ge-
nau f�r eine Belegung der Variablen mit 0 oder L den Wert L
bzw. 0 an. So nimmt das konjunktive bzw. disjunktive Ele-
mentarglied �E1 ^E2 ^ �E3 bzw. �E1 _E2 _ �E3 genau dann den
Wert L bzw. 0 an, wenn E1 ¼ 0; E2 ¼ L, E3 ¼ 0 bzw. E1 ¼ L,
E2 ¼ 0, E3 ¼ L oder k�rzer, wenn ðE1;E2;E3Þ ¼ ð0;L;0Þ bzw.
ðE1;E2;E3Þ ¼ ðL;0;LÞ.
Ist nun f eine Funktion, die mindestens f�r eine Belegung der
Variablen den Wert L annimmt, so werden f�r alle n-Tupel
ðE1;E2; . . . ;EnÞ mit f ðE1;E2; . . . ;EnÞ ¼ L die konjunktiven
Elementarglieder gebildet, so daß diese genau f�r ihre ent-
sprechenden n-Tupel den Wert L annehmen. Die disjunktive
Verkn�pfung dieser Elementarglieder stellt dann die Funktion
f dar. Diese Darstellung heißt disjunktive Normalform der
Funktion f. Vollkommen analog l�ßt sich eine Funktion, die
mindestens einmal den Wert 0 annimmt, in der konjunktiven
Normalform darstellen, die aus der Konjunktion von disjunk-
tiven Elementargliedern besteht.

Beispiel: Die dreistellige Boolesche Funktion f auf B¼ f0;Lg sei
durch die Tabelle erkl�rt.
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Sie nimmt f�r die folgenden 3-Tupel ð0;0;LÞ, ðL;0;0Þ, ðL;L;0Þ den
Wert L an. Die entsprechenden konjunktiven Elementarglieder lauten
�E1 ^ �E2 ^E3, E1 ^ �E2 ^ �E3, E1 ^E2 ^ �E3. Die disjunktive Verkn�p-
fung dieser Elementarglieder liefert die disjunktive Normalform der
Funktion f.

f ðE1 ;E2;E3Þ ¼ ð�E1 ^ �E2 ^E3Þ _ ðE1 ^ �E2 ^ �E3Þ _ ðE1 ^E2 ^ �E3Þ:
F�r die konjunktive Normalform werden alle 3-Tupel mit dem Funk-
tionswert 0 betrachtet. Diese sind

ð0;0;0Þ; ð0;L;0Þ; ð0;L;LÞ; ðL;0;LÞ; ðL; L; LÞ:
Die entsprechenden disjunktiven Elementarglieder sind

E1 _E2 _E3 ; E1 _ �E2 _E3; E1 _ �E2 _ �E3 ;

�E1 _E2 _ �E3 ; �E1 _ �E2 _ �E3:

Ihre konjunktive Verkn�pfung liefert die konjunktive Normalform

f ðE1 ;E2;E3Þ ¼ ðE1 _E2 _E3Þ ^ ðE1 ^ �E2 ^E3Þ ^ ðE1 ^ �E2 ^ �E3Þ
^ð�E1 ^E2 ^ �E3Þ ^ ð�E1 _ �E2 _ �E3Þ:

Die Funktion f in der disjunktiven Normalform wird wie folgt
vereinfacht:

f ðE1;E2;E3Þ ¼ ð�E1 ^ �E2 ^E3Þ _ ðE1 ^ �E2 ^ �E3Þ
_ ðE1 ^E2 ^ �E3Þ

¼ ð�E1 ^ �E2 ^E3Þ _ ½ðE1 ^ �E3Þ^ ðE2 _ �E2Þ�
s:Distributivit�t aðbþ cÞ ¼ abþ ac

mit a¼ E1 ^ �E3;b¼ E2 und c¼ �E2;

¼ ð�E1 ^ �E2 ^E3Þ _ ½ðE1 ^ �E3Þ^L�
s:Komplementarit�t aþ �a¼ 1;

¼ ð�E1 ^ �E^E3Þ _ ðE1 ^ �E3Þ
aus a � 1¼ 1 mit a¼ E1 ^ �E3:

2 Zahlen

U. Jarecki, Berlin

2.1 Reelle Zahlen

2.1.1 Einf�hrung

Die reellen Zahlen zeichnen sich durch Grundeigenschaften
aus, n�mlich eine algebraische, eine Ordnungs- und eine topo-
logische Eigenschaft, die auf der Zahlengeraden (Bild 1)

Bild 1. Zahlengerade

deutbar sind. Jeder reellen Zahl a kann genau ein Punkt P(a)
oder kurz a auf der Zahlengeraden zugeordnet werden, wobei
insbesondere der Zahl 0 der Ursprung O und der Zahl 1 der
Einheitspunkt E entspricht. Umgekehrt entspricht jedem
Punkt P auf der Geraden genau eine reelle Zahl, die die Koor-
dinate des Punkts P heißt.
Die Menge der reellen Zahlen wird mit R bezeichnet. Beson-
dere Teilmengen von R sind

N¼ f1;2;3; . . .g nat�rliche Zahlen;

Z¼ f0;�1;�2; . . .g ganze Zahlen;

Q¼ fp=qjp2Z und q 2N;

p und q teilerfremdg rationale Zahlen:

2.1.2 Grundgesetze der reellen Zahlen

Algebraische Eigenschaft. Auf der Menge R der reellen
Zahlen sind die folgenden Verkn�pfungen zweier Zahlen a
und b definiert:
Addition (+) mit der Summe a+b2R, wobei die Eigen-
schaften gelten:
f�r beliebige Zahlen a, b, c

aþ b¼ bþ a; ðaþ bÞþ c¼ aþðbþ cÞ;
zu zwei beliebigen Zahlen a und b gibt es genau eine Zahl x,
so daß gilt:

aþ x¼ b; x¼ b� a heit die Differenz von b und a:

Multiplikation ( � ) mit dem Produkt a � b=ab2R, wobei die
Eigenschaften gelten:
f�r beliebige Zahlen a, b, c

ab¼ ba; ðabÞc¼ aðbcÞ; aðbþ cÞ ¼ abþ ac;

zu jeder Zahl a 6¼0 und zu jeder Zeit b gibt es genau eine Zahl
x, so daß gilt:

ax¼ b; x¼ b=a heit der Quotient von b und a:

Hieraus ergeben sich alle elementaren Rechenregeln wie

bþð�aÞ ¼ b� a; �ða� bþ cÞ ¼�aþ b� c; aþð�aÞ ¼ 0;

a � 0¼ 0; a � 1¼ a; aðb� cÞ ¼ ab� ac;

ab=0 genau dann, wenn a=0 oder b=0;

a

b
: c¼ a

bc
;

a

b
� c
d
¼ ac

bd
;

a

b
:
c

d
¼ a

b
� d
c
¼ ad

bc
;

a

b
� c

b
¼ a� c

b
;

a

b
� c

d
¼ ad� bc

bd
:

Ordnungseigenschaft. In der Menge R ist eine Ordnungsre-
lation % (kleiner oder gleich) definiert mit den Eigenschaf-
ten

a% a Reflexivit�t;
Wenn a% b und b% a; so a¼ b
Wenn a% b und b% c; so a% c

F�r beliebige a, b2R gilt a% b oder b%a.
a<b (a kleiner b) ist erkl�rt durch a%b und a 6¼b.

Ist a^ 0 bzw: a> 0;
dann heißt a nichtnegativ bzw. positiv.

Ist a% 0 bzw. a< 0;
dann hei a nichtpositiv bzw. negativ.

In Verbindung mit den algebraischen Verkn�pfungen gilt:

Wenn a% b; so aþ c% bþ c f�r beliebiges c:

Wenn 0% a und 0% b; so 0% a � b:
Hieraus folgt z.B.

a2 ^ 0 f�r beliebige a2R:

Wenn a< b und c> 0; so ac< bc:

Wenn a< b und c< 0; so ac> bc:

Topologische Eigenschaft. Jede Intervallschachtelung be-
stimmt genau eine reelle Zahl.
Sind a%b zwei reelle Zahlen, dann heißen die Zahlenmengen

fx j a% x% bg ¼ ½a;b� abgeschlossene;

fx j a< x< bg ¼ ða;bÞ offene;

fx j a% x< bg ¼ ½a;bÞ und

fx j a< x% bg ¼ ða;b� halboffene Intervalle:

a und b sind ihre Randpunkte, und b– a ist ihre L�nge.
F�r eine beliebige reelle Zahl a heißen die Zahlenmengen

fx j a% xg ¼ ½a;1Þ und fx j x% ag ¼ ð�1;a�
unbeschr�nkte halboffene; sowie

fx j a< xg ¼ ða;1Þ und fx j x< ag ¼ ð�1;aÞ
unbeschr�nkte offene Intervalle:
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Eine Intervallschachtelung ist eine Folge von abgeschlosse-
nen Intervallen In ¼ ½an;bn� mit an % anþ1 % bnþ1 % bn f�r je-
des n2N, wobei die Intervall�ngen bn� an eine Nullfolge bil-
den. Auf der Zahlengeraden schrumpfen die Intervalle auf ei-
nen Punkt zusammen (Bild 2), dem eine reelle Zahl c zuge-
ordnet ist.

Beispiel: Die Folge mit den Intervallen In ¼ ½ð1þ 1=nÞn; ð1þ
1=nÞnþ1 � n¼ 1;2;3; . . . ist eine Intervallschachtelung, welche die Zahl
e=2,7182818 . . . bestimmt, so daß f�r alle n2N ð1þ 1=nÞn % e%

ð1þ 1=nÞnþ1 gilt. Die Randpunkte der Intervalle sind rationale Zah-
len; sie sind approximative Werte f�r die irrationale Zahl e.

2.1.3 Der absolute Betrag

Der absolute Betrag (Modul) einer reellen Zahl a ist definiert
durch

jaj ¼ a f�r a^ 0
�a f�r a% 0

�
oder jaj ¼maxð�a;aÞ;

wobei maxða;b) die gr�ßte der beiden Zahlen a und b bedeu-
tet. Geometrisch kennzeichnet |a| den Abstand des Punkts a
vom Ursprung und |b-a| den Abstand der beiden Punkte a
und b. Es gelten |a|^0 f�r alle a2R und | a|=0 genau dann,
wenn a=0.
j � aj ¼ jaj; jabj ¼ jajjbj; ja : bj ¼ jaj : jbj;
� jaj% a% jaj; jjaj� jbjj% jaþ bj% jajþ jbj;

|a|<c genau dann, wenn -c<a< c (c>0).

2.1.4 Mittelwerte und Ungleichungen

Sind ai f�r i¼ 1;2;3; . . . ;n mit n^2 positive Zahlen, so sind
f�r sie die Mittelwerte erkl�rt:

arithmetisch AðaiÞ ¼ ða1 þ a2 þ . . .þ anÞ=n;
geometrisch GðaiÞ ¼ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

a1a2a3 . . .ann
p

;

harmonisch HðaiÞ ¼ 1
n

1
a1
þ 1
a2
þ . . .þ 1

an

� �� ��1
;

quadratisch QðaiÞ ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
a21þ a22þ . . .þ a2nÞ=n:

q
F�r sie gelten die Ungleichungen

HðaiÞ%GðaiÞ%AðaiÞ%QðaiÞ:
Ist min ai die kleinste und max ai die gr�ßte der Zahlen ai, so
gilt min ai %HðaiÞ und QðaiÞ% max ai:
Bernoullische und Cauchy-Schwarzsche Ungleichungen:

ð1þ xÞn ^ 1þ nx f�r 1þ x^ 0 und n¼ 1;2;3; . . . ;
ð1þ xÞn > 1þ nx f�r 1þ x> 0 und n¼ 2;3;4; . . . ; und

ða1b1þ a2b2þ . . .þ anbnÞ2
% ða21þ a22þ . . .þ a2nÞðb21 þ b22 þ . . .þ b2nÞ:

2.1.5 Potenzen, Wurzeln und Logarithmen

Potenzen. F�r die Potenzsymbole ab ist vorauszusetzen, daß
a>0 und b2R oder a 6¼0 und b2Z oder a2R und b2N. Es
gilt

a1 ¼ a; a0 ¼ 1; 1b ¼ 1; a�b ¼ 1=ab;

ab � ac ¼ abþc; ða � bÞc ¼ acbc; ðabÞc ¼ abc;

ab : ac ¼ ab�c; ða : bÞc ¼ ac : bc:

Wurzeln. Ist b 6¼0, so gibt es zu jeder positiven Zahl c genau
eine positive Zahl a, so daß ab ¼ c. Diese Zahl a¼ ffiffiffi

cb
p

heißt

b-te Wurzel aus a, wobei b der Wurzelexponent und c der Ra-
dikand bedeuten. Also ist

ab ¼ c �quivalent a¼ ffiffiffi
cb
p

f�r b 6¼ 0 und c> 0:

Es giltffiffiffi
1a
p
¼ 1;

ffiffiffiffiffi
cb

b
p
¼ c;

ffiffiffi
ab
p c ¼ ffiffiffiffiffi

acb
p ¼ ac=b;ffiffiffiffiffiffi

acpbp
p ¼ ffiffiffiffiffi

acb
p

;
ffiffiffi
abc
p ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ac
pb

q
;

ffiffiffiffiffi
abc
p

¼ ffiffiffi
ac
p ffiffiffi

bc
p

;ffiffiffiffiffiffiffiffiffi
a : bc
p

¼ ffiffiffi
ac
p

:
ffiffiffi
bc
p

:

Logarithmen. Ist a>1, so gibt es zu jeder positiven Zahl c
genau eine Zahl b, so daß ab ¼ c: Diese Zahl b¼ loga c heißt
der Logarithmus von c zur Basis a, wobei a die Basis und c
der Logarithmand oder Numerus bedeuten. Also ist

ab ¼ c �quivalent b¼ loga c f�r a> 1 und c> 0:

Bevorzugte Logarithmen sind der dekadische mit der Basis
10, der nat�rliche mit der Basis e und der bin�re mit der Basis
2. Es gilt

aloga c ¼ c; b¼ loga a
b; loga 1¼ 0;

elnc ¼ c; b¼ lneb; ln1¼ 0:

logaðbcÞ ¼ loga bþ loga c; logaðb : cÞ ¼ loga b� loga c;

logað1=bÞ ¼ � loga b; loga b
c ¼ c loga b;

loga
ffiffiffi
bc
p
¼ ð1=cÞ loga b:

loga c¼ loga b � logb c; lga¼ lge � lna mit lge¼ 0;43429

2.1.6 Zahlendarstellung in Stellenwertsystemen

Hierzu dient meist das Dezimalsystem mit der Basis (Grund-
zahl) 10 und den zehn Ziffern 0;1;2; . . . ; 9. Jeder nat�rlichen
Zahl n wird dann eine endliche Folge von Ziffern zugeordnet,
wobei jedes Glied der Folge neben seinem Ziffern- noch
einen Stellenwert hat (z.B. 9021=9�103þ 0 � 102þ
2 � 101þ 1 � 100). Ist g>1 eine nat�rliche Zahl und
f0;1;2; . . . ; g� 1 } eine Ziffernmenge, so l�ßt sich jede na-
t�rliche Zahl n als Ziffernfolge im Stellenwertsystem mit der
Basis g eindeutig darstellen.

n¼ ðamam�1am�2 . . .a1a0Þg ¼
Xm
i¼0

aig
i

f�r ai 2 f0;1;2; . . . ; g� 1g:
Das Bin�r- oder Dualsystem hat die Basis 2 und die Ziffern-
menge {0, 1}. Die Darstellung der nat�rlichen Zahl 18 ist
z.B. ð10010Þ2 ¼ 1 � 24þ 0 � 23 þ 0 � 22þ 1 � 21þ 0 � 20 ¼ ð18Þ10
¼ 18: Da das Bin�rsystem ebenso wie das Dezimalsystem ein
Stellenwertsystem ist, sind die f�r das Rechnen mit Stellen-
werten g�ltigen Regeln �bertragbar. Lediglich das kleine
Einspluseins und Einmaleins sind verschieden. Im Bin�r-
system gilt:
Addition 0þ 0¼ 0;0þ 1¼ 1;1þ 0¼ 1;1þ 1¼ 10:
Multiplikation 0 � 0¼ 0;0 � 1¼ 0;1 � 0¼ 0;1 � 1¼ 1:

Beispiel: Addition bzw. Multiplikation von Dezimalzahlen im Bin�r-
system.

Das Hexadezimalsystem hat die Basis 16 und die Ziffernmen-
ge {0, 1, 2, . . . ; 9, A, B, C, D, F}. Dabei entsprechen die he-
xadezimalen Ziffern A, B, . . . ; F den Dezimalzahlen 10, 11,
. . . ; 15. So ist

ð940Þ10 ¼ 3 � 162þ 10 � 161þ 12 � 160 ¼ ð3ACÞ16:
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