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LV ALGEBRE LOGIQUE APPLIQUEE AUX TECHNIQUES BINAIRES

PRINCIPES ET OFERATIONS DE BASE

Le but de la prédsente étude est d'exposer les possibilités
offertes par 1l'algé&bre logique dans ls synthé&se des circuite, aus-
sl complexes solent-ils, d'étudier ses applications & la réalisa-
tion des calculateurs numériques &dlectironigues, et de montrer com-
ment elle permet dfapporter des sclutions originales % des problé.

mes industriels.
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M., Soubies-Cany
1. PRINCIPES ET COPERATIONS DE EAOE
Ltaldsdbre logigue se propose d'étudier des combinalsons que

l'on peut réaliser avec desg &léments ayant en commun certaines

tés. Introduite pour la premisére fols par le philosophe lo-

ien angliaile CGeorge BOOLE en 1847 dans une é&tude sur le calocul

glc

gue on analyse mathématique, elle ne devait en falt recevoir

)

ses premidres applications pratiques gue bsauvucoup plus tard gré-
ce aux Twravaux, d'une psrt de deux ingénieurs japonals - NAKAST-
MA et HANZAWA (1936) -, d'autre part de 1l'Américan C.E.SHANNON
(1938). Les premiers indigusrent une méthode de calcul des cir-
cults de contacts élecirigues, le second montra 1l'intérédt de l'al-
gtbre lodique pour 1'étude des résesux complexes. Depuis celtis
spoque, les applications n'ont cessé de s'édtendre, aux syslomes
de commutation téléphonique d'abord, sux calculateurs humériques
sxsuite, aux problémes indusiriels enfin.
De mé&me gu'une proposition logigque est vraie ou fausse, mais

ne peut dtre & la fois wvrzie et fausse, de méme la continulté

'un circuit sera réalisde ou non, mais ce circult ne pourra 8-
tre & 1a fols ouvert et fermé. C'est de ce paralldlisme entre la
logique desg philosophes ot le comportement des circuits 3 1'&1é-
nents multiples auxquels elle s'applique gue l'algsbre locgique
tire son nom. On voit en néne temps que cette algebre logique est
une algébre bindire, dans laguelle un &tat ou une qualité peuvent
2tre saractiérisds par l'un ou liautre des déux digits 0 et 1 &
lt'exzxclusicn de tout autre valeur. Dans 1liexempls précédent, =i

lJe circult est fermé, 11 sera conventionnellement dans Ll'état 1;

s8'1l est ouvert, 11 sera dans 1'étatit O.
I1 exiaste de nombreux exemples de gystémes & deux stats ata-

bles, gqui scont donc suscepiibles d'&tre utilisds pour la repré-
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sentation des didits binaires: relais {une position de repos, u-
ne position de travail), bascule binaire & tubes électironigues

trangistors, etc... Buivant les cas, la discrimination sn-

g

on
tre les deux valeurs possibles du digit sera basde sur l'absence
ou la présence d'un signal, sur la valeur haute ocu basse d'un po-
tantiel. etc. . . Nous verrons dans ce gui sult de nombreux exem-
ples d'application. Ce gu'il faut retenir des maintenant, c'est
que l'algédbre logligque est suritout gualitative & l'inverss de 1l'al-
gebre classiqgue gqui est essentisllement quantitative, st gu'el-
ls se pré&te particulizrement bien & 1/'&tude des technigues binai-~-
res "par tout ou rien®.

Dans ce domaine, elle a3 l'avantage de représenter

prigtds diun circuit -~ aussi complexe soit~il - pa

vs

une fonction,

o

dite fonction de commutation, & partir de laquelle il est possi-
ble de déduire des formes mathématiquement dguivalentes représen-~
tant le fonctionnement de circuits ayant les mémes propridtds,
mais des formes topologigquement différentes. Partant diune stru-
cture donnée, on dispose ainsi d'un moyen simple rour obtenir,
par des transformations purement mathématigues, des structures
nouvelles entre lesquelles il sera possible d'opérer une séle-
ction pour ne conserver par exemple gue cvelle gui comporte le
nombre minimum d'éiéments et qui représente en conséquence la SO~
lution la plus économigue.

1.1 - Signification des opérations logigues de hase

Pour mieux faire comprendre la signification des opérations
lo;.f_iqu‘esQ nous considérerons successivement 1l'addition logique
et le produit logique, en donnant dans obague cas une significa-

tion physique et une signification géométrigue,.
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1.1.1- Addition iogigue
Lfaddition logigue traduit ce qu'on aypelle encore une con-
ditioen "OU". Gonsidéréns deux variables binaires indépendantes
x et y pouvant prendre chacune 1l'une des valeurs O ou 1 suivant
que les dtats (x) et (y) gu'slles représentent respectivement

deux états concourent au m&me

]

sont absents ou présents, éi ce
effet (8), ilsuffirg, pour que cet effet se manifeste (8 =1), que
l1'an QU l'autre des deux états (x) et (w), OU lss deux & la fois,
existent
5 = 1 si x =1, y =0
0U s1 x =0, 5 =1
O 51 x = 1 45 ¥ = 1

Par contre, si ni l'un ni l'autre de ces deux étate n'exi-
stent, 17effet qui se manifestait dans 1l'une des troils éventua-
lités précddentss est supprimé:

3 = 0 si x =0 , ¥y =0
On résumersa ces propriétés par la relation logigue d'addition:
5 = x +y

On voit que l'addition logique conduit au méme résultat gque
l1'addition arithmétique, sauf dans le cas o x = 1, y = 1, pour
legquel l'addition binaire doannerait : 1 + 1 = 0 (en négligeant le
report gul apparait alors).

On peut obtenir une représentation géométrigue de 1'addition
logique en tragant les cercles d’EULER relatifs aux deux varia-
bles = et y (figure 1.1). On désigne sous ce hom deux cercles sé-
sants (x) et [y) contenus tous deux dans un méme cercle extdrisur
(R) appelé le référentiel. Par convention, le domaine intérieur

& chaque cercle représente la varisble binaire correspondante

¥ dans le cas du cercle (x), y dans le cas du cercle (v).
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La somme logigue 8 = x + y. dans la reprédsentation 47 REULER,
eat constituée par la réumnion des domaines intérieurs aux cer-
cles (x) et (y) (ensemble des aires héohurées de la figure 1.1)}.
Iia condition OU s'exprimera en disant que le domaine intérisur
5 (x) est intérieur au contour en traits renforcéds gui limite
l'ensemble des aires hachurdes, de m8me que ls domaine intdrieur a
(y), de mé&me encors gue l'ensemble des domaines intérieurs & la fois
a (x) et a ().

Pour aveir une représentation physigue de liadditicon logi-
gue, 11 suffit dfimaginer un jeu de deux contacts (x) et (y) mon-
tés en parallséle ot alimentant une lampe de signalisation, le
circuit ainsi constitué étant alimenté par une source de tension
convenable (figure 1.2). La valeur O de l'une des variables x ou
¥y caractérisera 1'&tat dfouverture du contact (x) ou (¥), et 1la
valeur 1 son état de fermebture. Le circuit sera fermé et la lam-
pe allumée chaque fois gue l'un des contacts {(x), OU l'autre {(y),
QU leg deux & la fois, sera fermé. Au contraire, le circuit sera
ouvert et la lampe éteinte chague fols que {(x) et {(y) seront tous
deux ouverts.

Bien entendu, la notion de somme logique est susceptible de
s'édtendre & un nombre quelconque n de variables. Si les n varia-
bles sont nulles, leur somme logigue est nulls. Si Toutes les
variables, OU un certain nombre seulement, OU encore une seule
variable guelle gu'elle soit est égale & li'unitg, la somme logi-
gue sera dans chaqgue cas dgale & L'unité.

1.1.2- Precduit logique

Le produit logigue traduit ce gu'on appelle une condition

"ET" ou condition de simultanéité. Pour gque l'effet augquel con-

courrent les deux états considérés puisse se manifester, il faut
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que les deux états existent simultandment, ¢'est-i-dire gu'on nit
& la fols le premier €tat ET le second. En désignant comme précé-
derrent chacun des deux états resepectivement par (x) et (), st
l'effet résultant per {(p), on peut éérir@, en considdrant les va-
leurs des variables et de la fonction

P 2 sd ) = Ol et y = 1

Dans tous les autres cas, si 1'un seulewent des états existe, ou gl au-

cun nilexiste, l'effel auquel ils conccurrent tous dsux est sup-

P =0 si x =1, %y =0
x =0, v =1
x =0, ¥y =0
Les.propriétés peuvent &tre résumdes par la relation logigue
de multiplication
P = zy
qui, ieci, conduit au méme résultat gues le produit arithmétigue.
Bn se reportant aux cercles d’FULER relatifs aux deux variables x
et y (figure 1.3), on obtiendra une représentation géométrigue
particuliérewent simple du produit logigue. En ecffet, cc dernler
est constitué par la partie hachurée commune aux deux cercles (%)
et (y), o'est-z-dire per l'intersection des deux cercles. La con-
dition BET s'exprimera en disant que le domaine singi délimité
est intérieur & la foie au cercle (%) ET an cercle (y).
Pour obtenir une représentstion physique du produit logique,
il guffit de remplacer leo montage en parallidle des contacts (x)

et (y) du circuit de la figure 1.2 par un Montage série des mé -

mes contacts (figure 1.4). La lampe ne s'allumera (P = 1) gue
lorsque les deux contacts seront fermés tx = 1, 3 = 1). Blle
s7éteindra au coniraire {'E‘ = 0) chagque fois qu'un contact ou 1l'au-
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tre ou les deux % la fois sera ouvert {x = 0, ou y = 0, cu x = 0O
et y = 0).

De la méme fagon, dans 1ls cas de n variables binaires indé-
pendantes;, lsur produit logigue sera égal & 1 si toutes les va-
riables sort simultandment égales u 1. T1 suffit gqu'une seule va-
riable, ou plusieurs a4 la fois, s'annule, pour gue le prodult lo-
gigue des n variables s'annule en méme temps

1.1.%~ Fonction NE PAS

Tiz fonction NE PAS est un concept. - de 17algdbre logigue qui
nia pas sch égquivalent en algdbre ordinaire. Ells représente le
"complément & 1Y de la variable x, gue l7on dcrit x et que 1'on
iit "x barre™.

3i x = 1, x = 0; de méme, si x = O, ¥ = 1. On a donc les re-
i

lations :

x + x = 1
XX = O
f?j = x’

Géomstriquement, 1a fonection X est représentée par le domai-
ne extérisur aun cercle d'EULER (x), ce domaine &tant limité au ré-
férentiel (R).

Dans le cas de deux variables binaires x et y, si l'on se ré-
fere & la figure 1.3%, on voit qﬁ'il existe guatre domaines &1&-
rentaires déterminds par las cercles {(x), (y) et (R), et gui cor-
respondent aux quatre produits logigues qu'il est possible de for-
mer & partir des deux variables x et y et de leurs compléments X

et y. Oe sont respectivement

- le domaine extériesur a (x) st extérisur a (y) ¥ ;
g

-~ le domaine extérieur a (x) et intérieur a (¥) : Xy ;

a i - - 3 K 3 = & w

- le domaine intérieur & [(x) et extdrieur & (¥) : xy ;

10
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W

- le domaine intérieur & {(x)} &t intérieur (v) : zy .

D'une fag¢on générale, dans le cas de n variables indépendantes,
il serait possible de définir 2" jomaines €lémentaires tous repré-
gentes par des produits logiques & n termes  -comprenant les varia-
bles et leurs compléments & 1.

1.2- Propriéiés des opérations logiques :

1.2.1- Addition logigue :
Les relations indiquées précédemment permettont d'écrire, d'u-

ne fagon générale, x &tant une variable binaire pouvant prendre 1'u-

ne des deux valsurs 0 ou 1 :

1]

X
15
X

I
++ +
Y

Géométrigquement parlant, cette dernidtre relaticon montre que
la somme logigue ne fait pas de distinction entre un domaine cou-
vert une seule fois et le méme domaine couvert plusieurs fois.

L'addition logigue est commutative

z + F = F + .z
Elle est aussi associative
x + (y +2) = (x +¥y) + =
1.2.2- Produit logdigue
On peut éc¢rire, d'une fagon générale

o

H O
o
4

R

; x

Comme prédcédemment, le produit logdigue a la méme valeur guel
que soit le nombre de fols ol le domaine représentatif est couvert.

La multiplication logique est commutative

Xy = yx
Elle est asscciative :
(xy)z = x{yz)
Enfin elle est distributive

xy + xz = x{y + =)

11
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1.3~ Premiers exemples de calecul logigue :
1.3.1- Donnonrs tout d'abord un exemple de transformation de

la fonction B
7z = (x + y)(x + 7)

gui est engdendrée dans les circuits dite "EXCLUSTVEMENT OU", (Ces
clircuits effectuent 1l'addition binsire sans report des varisbles

d'entréde x et y. En effet

Z =0 si x =0 et y =0

ou x =1 et y =1

et 2 = 1 31 x = 0 et y = 1
ou x = 1 et ¥y = 0

Iia fonotion considérée pourrs s'éorire, par avplication des

r&gles précédentes

z = (x + q)(x +_§) §
= x%X + Xy 4+ x§ + ¥F
Mais XX = yy = 0
Donec z = Xy + x§
1.%.2- Démontrons la relation simple : x{(x +y) = x .
On a : x{x+y) = ¥xx + zy = x + XYy

= x(1+y) = 2.1 = x
1.3.%~- Etablissons la relation : (x+y)(x+z) = x + yz .

(x+y)x + (x+y)=

= X¥ 4+ XY + X2 4 Y@
= X + Xy + X3 + y&
= x{(14y+2) + y=

= x.1 + yz

X + ¥z

on a. . (x+y) (x+4z2)

i

1.4~ Transformation de sommes logigues en produits logiques
et transformation inverse :
Nous vous propoesons de démontrer les deux relations cl-aprés
gqui traduisent les propriétés des combinaisons complémentaires :
x + ¥y = x.¥
ot Xy = % + ¥
La premi®re relation est €vidente si l'on se reporte & la

représentation géométrigue des sommes et produits logiques. Cn a

vu en eoffet que la somme x + ¥y est représentée par l'ensemble

12



M. Soubkies-Camy.
des aires hachurées intérieures & la foism au cercle (%) et au cer-
cle (y) {(figure 1.1i). Bon complément X + y est donc représentd
par le domaine non hachuré, extérieur & la fois 3 (x} et {(y). On
voit sur la figure 1.3 que ce dernier représsnte prédcisément le pro-
duit logiqgue X.¥, ce qui démontre la relation
i 4y =-%.F

De la m&me fagon, le produit

de la seconde relation et qui est i1e complément du produit xy est

n

sonté par le domaine extdrieur 2 la zone hachuréde de la figu-

[0N
o

repr
re 1.3, intersection des cercles (x) st (y)“ Cl'eat done la réunion
des domaines extérisurs & (x} et (y), laguelle est représentée par
la somme E‘ﬁ*§

On aurait pu procéder autrement, dans ce dernier cas, en re-—
marquant gue le domaine extédrieur % la zone hachurée de la figu-
re 1.3 comporte les domaines é&lémentaires ;y; Xy et §§n On a dono:

Ty = Xy + Xy + Xy
= Xy + Xy + XYy
= Xy + Xy + Xy + x¥
= E{y +F) + F(E +x)
o 5{-.,1..+ §wl
= %X + ¥

Les re&gles ci-dessus, valables pour dsux variables binaires
indépendantes x et y, le sont édalement pour un nombre guelcongue
de wvariables.

D'une fagon générale, le complément d’une somme est égale au
produit des compléments de chague terme figurant dans la somme et,
inversement, le complément. d’un produit est égal a la somme des
compléments de chagque terme.figurant dans le produit.

On peut combiner ces deux régdgles dans 13 transformation d'ex-

13
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pressions plus complexes, telles que des sommes de produlits ou des
produits de sommes. Aingi, la fonction suivante s'édcrira, x, y et

z étant trois variables binaires inpdépendantes.

2 . @X

Xy + ¥% + 7% = X

= (

L=
=g

Y(F o+ B)(E + %)

1

+

(xy + V7 + x2 + yz)(2 4 x)

avec ¥y = 3
et §¥9 + ¥ = F + 52 = §F(1L + 8} =y.1 =7
Donc : Xy + yz + zx = (X¥y + ¥z + §)(z + %)

En développant le produit, il vient

I
1
sl
w1
+
X
8
w1
+
<
)
+
!
1]
<
+
]
i
S
S
]
&1

Xy + yz + BX

Le développement fait apparaltre deux fols chacun des ternmes
¥z et ¥F . On ne changers pas 1la valeur de la fonction en suppri-
mant dans chague cas le terme superflu.

Donec

X¥yz + Xz +

<
3]
4

|
i

XYy + ¥z + 2%

1]
»l
4
S
|
=y
s
o<
Wl

+ 2§ +
= ¥§(8 + 1) + X8 + ¥&
= X¥.1 + Xz + y&
= Xy + ¥z + =x
1.5~ Transformation d’une fonciion logique quelcongue en une
somme ‘de produits ou en un produit de sommes :

On démontre gu'une fonction de n varliables indépendantes

X ,X

1 ?,...,X , peut 8tre mise sous 1'une des formes
) n :

14
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Pz s%q, an) = zl,F(Xlﬁxzy\;.,xnﬁxﬂil +X1‘F(X1”X2"""Xn)xlio
= XQAF(xl}XQ,).,,Xn)X -l +X2.F(x1,x2,..:,xn)x s
2 2
= xnuF(xi,xgﬁ...jxn)X - +xn.F(lex2, }xn)x =5
n n
ou sous liune des sulvantes
Flx % ,.co,x } =[x +P(%f C L Lx ; % )
1" %o * (o +F (el ey xl:o'] [ +F(x 5%, Vxnjx1;~1
= [x2+F(x11X2,.n.,xn)XEZO}.[x +F(x1,x2,c ,xn)xzzl
=z 47(x_ ,x_,...,x ) J.0lx +¥(x_,x LX)
T E e saiyd, 1o (B 8048 0 v, n'x =1
n
Dans ces relations, les quantités F{x ,x ,. ik ) et
1 2 n x, =1
\ i
F(Xl,xg,g.lixn désignent rcspectivement les valeurs prises
X.z=0
i

par la fonction
de la wvariable x. .
1L

Vérifions

précédemment .

Soit tout d'abord

Par suite.

ou

La m8me fonction

gecond groupe

F(Xl,xg,.u=

Fix,y) = ¥47% on
o = 1+y =
Blx,yd__4 +y
F(X’y)x:o = 0+y =
F(x,y) = X-F(X;y)x

= e & ;y

= 0O + x.¥
x +.y = )—E'f

deviendra, par

15

application des formule

,Xn) pour c¢hacune des valeurs 1 et O

=]

du

ces relations dans les deux cag simples considérds



P{x,y) = Lx
= [X
= (X
ou .
x + y = xy
Passons maintenant & la
F(x,y) = %
On a F(x,y)
X
F(X,y)
K =0

Le premier groupe de fo

F(x,y) =
s
= x
On ne changera pas la v

par la quantitg 1 + §F = 1; p
F(x,y) =

ou Xy =
Enfin le second groupe
F(X).V) =

ou ¥y =

1.6- Adutres opérations

M. 3oubles-Cany
+ Flx,y) I + Fx,y) ]
=0 =1
+yllx + o)
+ F)E = x%¥ 4+ xy = O + %¥
seconde forction
¥
= 1¥ = F
- 0.y =0 =1
rmules donne
F(X,y)le + th(x,y)X:O
LY o+ x.1
F o+ X
aleur de X en multipliant ce t&rme

ar suite

x5 + x{1 +7F)

XY 4+ X + Xy

_— ;(x +;)
X + 7.1
X+ 3

de formules donne

]

{x + F(x;y)X:OJ[E + F(x,y)le

[« + 1} (% 4 ?1

1.(% +7)
¥ 4+ F
logiques

Les opérations logdiques autres gue la somme logigue ou le

produit logique sont assez p

rons-nous rapidement sur ces

eu couramment utilisdes.

opérations.

16
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1.6,1- Différence logigue

La notion de différence logigue sera esncore illustrée par les
cercles d"BULER (fijgure 1.3). La différence » = x-y consiste dans
l'extraction, 3 partir dun domalne donné représentant le premier
terme x de la différence, des domaines &élémentaires représentant
le sscond terme y de la différence.

Pour l'evaluaticn de la diffdrence logigue, il y 2 lieu de te-
nir compte gque l'extraction de certains é€léments dans un domaine

gui ne les contient pas n'affecte pas ce domaine. On édcrira donc:

X = xy + ¥y
y = xy + x¥
et
z = x-y = (xy + xy) - (xy + =xy)
= Xy - Xy
= 5

puisque 1'8l€ment ;y n'appartient pas au domaine x duguel est ex-
trait y.
1.6.2~ Division logigue

C'est surtout dans  les transformations de fonctions gu'on est
susceptible d'utiliser la division logigue, afin de simplifier par
des facteurs communs. Il fautbt 3tre tris prudent dans les simplifi-
cations de fonectilions.

Considérons par exemple la fonection rédsultant duw produit de
X +y par y, x et y dtant deux variables binaires. On a

(x +yly = 2y + yy = xy + ¥
= {x+1l)y = 1.y
ou ehnocore
(x+y)y =7

Lorsgu'une telle relation se présentes, on peut &tre tenté de

17



M.S8cubies-Cany
simplifier les deux membres par y et d'éecrire
X + §5y =1
Or ce n'est pas nécessairement exact, puisque, en supposant
x =y = 0, on surait bien (0. +0)0 = O, mais non pas x + y = 1.
I1 convient done d'8tre .trés prudent chaque fols gu'une sim-

plification par un facteur commun pourra &ire nise en évidence.
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2. PFONCTIONS DE COMMUTATION
2.1~ Définitions
On désigne sous le nom de fonction de commutation toute fonec—

tion F(x ?,.ﬁujxn) de n variables binaires indg&pendantes LSRR Y I

17 ®
ﬂixn,

Lz fonction considérée peut se présenter sous la forme d'une
somme de produits comprenant chacun les n varisbles ou leurs com-
pigments A 1. On dit, dans ce cas, gue la fonctien a &té mise sous
sa forme élémentaire. Hlle définii slors celles des combinaisons
de variables gqui, aprliqudes & l'entrée du systéme physique repré-

senté par 1a fonction, engendrent un signal 3 1la gortise.

2.0~ Forme élémentaire équivalente & une fonction donnde -
A titre d'exemple, appliguons les ragles de llalgdbre logigue

8 la transformaticn ds la fonction

F(x,y,%2) = X + ya
On éderira successivement

Flz,y,2) =

1]
£
N

= ¥(y + #)
= Xy + X=Z
Pour obtenir la forme éidmentalre, dans laquelle chaque pro-
duit doit contenir chacune des variables ou son complément 2 1,
nous multiplierons les deux produits & deux variables Xy et ;E par

un facteur €gal & la somme de celle des variables gui n'y figure

pas et de son complément a 1, soit z +2 = 1 dans le premier cas, et
Yy + F = 1 dans le second
F(x,y,2) = xy(z + B) + %a(y + y)

i
w

= Xyz + XyZ + XyB + X

scit encore, en ne conservant gqu'un seul des deux prodults xyz
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F(x,y,z) = Xyv + Xy% + Xy%
Le nombre N des foncoctions de commutation gu’ll est possible
d'obtenir 2 partir des produits dont 1la somme représente 1'une
deg formes &lémentaires croit tréds vite avec ls nombrs n des va-—

riables indépendantes. On démontre gue, d'une Fagon générale:

o0
N o= (2]
En se limitant au cas particulier ol n = 1, on a :
2
N =2 = 4, les quatre fonctions &8tant respectivement
0 (circuit ouvert)
% {(liaison directe entre 1 'entrée x et la sortie)
% {sortie d'un circuit inverseur)
= oo 3 2 £ 2 - . . . <
bz =1 (circuit délivrant un signal indépendamment du

signal appligué 3 ltentrdes).

2.%~ Simplification de la forme élémentaire .

I1 existe pilusieurs méthodesg de simplification qus nous exa-
mingrons successivement, Stant donnd 1iintérédt gqu'elles présentent
en pratique pour la sippliflcation des circults élesctriques dont
les propriétés sont précisément résumées par les fonctions consi-
dérées. On supposera dans ce guil suit gue ces fonections se rédui-
sent & une somme de produits éldmentalires.

2.%3.1- Simplification de la forme élémentalire par regdroupe-
ment des termes
2.%.1.1- BEmploi de relations fondamentales :

Des regroupements de termes seront toujJours possibles cha-
gque foilis que ces termes se présenteront sous l'une des trois for-
mes fondamentales ci-aprds, ol 1lton a-indiqué & la sguite la forme
gimplifiée équivalente

xy + xy = (x +X)y = ¥ (1)

22



X + Xy

Ces relations
Sl et 82 désgignant

res dont certaines

sultes, Fl(Sl) et

enfin |

F_(S_1}.
1 1

Congidérons,

F
En mettant xz
gsiéme termes, il v

¥

81 1'on pose

nmet diécrire

1) at PZ

M.Boubies-Camy

= x(1 + ¥) 1= ox {9

i
B

= x(y + ¥) + xy = xy + zy + ¥
= (xy + xy) + (x5 + xy)

=y +x (%)

peuvent &tre génédralisdes de la fagon suivante,
respectivement deux suites de variables binai-
peuvent appartenir & 1l'une et l'autre des deux

FQ(SE) deux fonctions de chacune de ces suites,

fszﬁ.les complédments de ces fonctions:

(8 ) , P (8 ).F (8) = F (8_° 4
FQKSEJ = 1( l) st 2), 2( 2) (4)
Fl(Sl) . Fl(sl)“F2(82) - Fl(sl) (5

- N

Y. 8 ) = F_ (8 F_(sS 6)
Fl(Sl) + Fl(Sl) F?( 5 i wl) + 2( o) (6)
4 titre de premier exemple, la fonction

= Xzt o+ xyzt + xzt
on facteur commun dans le premier et le troi-
ient

= xz(t +T) + xyst

i (Sl)': Z et F (8.) = yt , la formule (6) per-

R
&

<
o]
1l

F(S) +F (8 ).FP (8)
T 1 1 1 2 2

Fi(Sl) + FQCSQ)

= ; + y€
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d'ou
Fo= x{z+y%)
= xz + %yt
L'exemple suivant met encore mieux en évidence les simpli-
ficaticns autorisdes par les formules généralisdes. Montrons 4'a-
bord comment s'appliquent les formules (1) & (%) dars le cas de

la fonction

Foz(x +52) + (x ¢ yz)(xt + 2)

Le second terme de la somme g'écrira

;

(x + ¥z)(xt + ) = x.yz.{xt + &)
vy + z)(xt + z)
= {¥y + xz){xt + =)
= X.Eybt 4+ XXEb 4 Zyu + XAz

=0 + 0 + xyz + O

Tyz

Par suite
F = (x + §Z) + ;yz
= z{(§ + yx) + x
= 2y + (@x + %}
= zy + (x + =)

(s + z¥y) + x

=z + x
Ta formule générale (6} aurait donné dirsctement
F oz (x +¥y5)+(xt + 1)
d'clu, en s'aidant de 1la formule (2)
F = (x 4+ xt} + (2 + zy)

= x + =z
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2,3.1.2- Bimplification de la forme élémentaire par
addition de termes sxistants sulvis d'une ou

lusieurs mises en facteurs communs.

=]

Un a vu précédemment guion ne modifiait pas la valeur d?une
fonction en y ajoutant un terme qui y fidure dé34, et cela quel
gue solit le nombre de fois ol le terme existant est ajouté. Cet-~
te propriété permet, dans certains cas, d'obltenir des simplifica-
tions intéressantes. Le résultat dépend alors de la fagon dont =z
eté ceohduite la mise en facteurs communs.

Boit, par exemple, 1z fenction
F = xyz + zyz + Xyz + %x§% + xyz + xya
On peut dcrire, en groupant par paires le quatrizne et le

cingui®we termes, le second et le troisiéme; le guatridme et le

gixidme, enfin le premier et 1ls

P o= (x¥yz +xyz) + (xyz +¥yz) + (xyz +xy5) + (Xys + Eyz)
= xy{= +¥) + xzly +¥)
= xf-i

= Xy 4+ Xy + x& + XB .

On aurait pu obtenir une autre expression ne comportant plus
que trois termes en groupant, dans l'expression de la fonction
donnde, les second et troisigéme termes, les premier et clingulidme
termes, enfin les gquatvieme et sixisdme termes

F o= (xyz +xyzs) + (XFz +xF=z) + {(x¥z + xyd)
- Ey(z+3) + Faix+ %) + oxly +5)
= ¥y.l + ¥w.1l + #x.1
= Xy 4+ ¥B o+ 4x .

Par un groupement aifférent des termes de la fonction dfo-
rigine, on aurait pu obtenir une expression encore différente, &

trois termes toujours
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L'éguivalence entre plusieurs formes simplifides n'est pas
toujours évidente. Pourtant,. il est parfois utile, lorsquiaucune
simplification nlest plus possible, de trouver de %telles dquiva-
lences, certaines &tanit plus avantageuses que dlautres en ce qui
concerne par exemple le nombre des €léments nécessaires pour en-
gendrer un terme qui figure dans un cas et pas dans ltautre
Pour la recherche de ces éguivalences, il es®t commode de mul~-
tiplier chacun des termes de la fonction donrnde par des expressions
de la forme (A + A), ce gui permet de mettre en évidence les ter-
mes de la forms élémentaire que l'on regroupera ensuite deux par
deux suivant toutes les combinaisons possibles.
Scit, par exemple, la fonciion
o= x§ + ;yz + xzt
Pour metire en &vidence les termes % quatre variables de la
forme élémentaire, on dcrira
F o= xy(z +2){% +3%) ¢+ xyz{t +%) + xzt{y +¥)
= {(xy2% + xyzt + xysl + xyzt) + {(¥yzf + Xyzt + xyzt + xyzt)
Diclh la forme élémentaire
" = ;yzg + ;yzt + x§£€ + x?%t + x§z€ + xgzt + xyazt
En groupant par deux de toutes les fagons possibles les ter-
mes & quatre variables de la forme &lémentaire, on obtient les
termes & trols varlables de la suite
Xyz = §yz€ 4 §yzt

X¥yE = xKyZt + xy&t

xzt = xfzt + xyelh
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On peut donec écrire :

P o= Eyz + xyz + xyf + 2y + XYyt + xmt + yzt

P o= (xyz + xyz) + {(xyt + xyt) + (xyz + zzt + yot)
F o= xy + xy + (xyz + xzt + yot)

P o= xy + xyz + xazt + yat

On voit gue l'expression obtenue comprend les trols termes
de base de la fonetion origdine, mals gqu'un guatridnme terme est ap-
paru gul n'existait pas précédemment.

On peut grouper comme il =uit, dars un méme tableau, d&'une
vart la forme €lémentaire de 12 fonction PV, d'azutre part les qua-
tre termes de base, en mettant sn €vidence par des croix csux des
termes &% guatre variables de la forme €lémentaire gul sount conte-

nus dans chacun des termes de base i trols variables de l'expresg-

gion dquivalente :

¥yost Eyzt xyzt 7L xy st £yt xyzth
£y b3 S, 2 - &
iy x B s s o
yzt b4 X

Le tableaw montre que les six premiers des s;pt termes de la
forme élémentaire psuvent &tre représentés par la scomnme x§ # gyz,
le dernier, xyzt, pouvant &tre représentéd, golt le trolsidme terme
de base xzt de la forme d'origine, scit par le nouveau terme. de
bage yzt.

Ainsi, bien gquiauvcune simplification n'ait &été apportde a 1la
fonction, la méthode suivie a permis de trouver une expression &-
quivalente & la fonetion d'origine. A cette nouvelle expression
correspondra un oircuit topologiquement différent gqui sera préfé-
ré au premier si la variable y du terme de base yzt est €laborée

plus aisément gue la variahle x du terme de base xzt.
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