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Préface

Les problemes d’optimisation stochastique ont de nombreuses applications
dans des problémes de gestion, d’économie et de finance. Ce sont des situations
ou l'on fait face a des systémes dynamiques évoluant dans des conditions d’in-
certitude et ot il s’agit de prendre des décisions a chaque date afin d’optimiser
un critere économique.

Les approches traditionnelles pour résoudre les probléemes d’optimisation
stochastique sont basées sur le principe de la programmation dynamique
de Bellman et le principe du maximum de Pontryagin. Elles ont conduit a
de nombreux développements mathématiques. Le principe de la program-
mation dynamique appliqué au controle de processus de Markov en temps
continu se traduit en termes d’équations aux dérivées partielles non linéaires
pour la fonction valeur du probleme. Ce type d’équations appelé équations
d’Hamilton-Jacobi-Bellman a trouvé un cadre théorique adéquat grace au
concept des solutions de viscosité. Le principe du maximum appliqué au cadre
de processus d’It6 a conduit a I’étude des équations différentielles stochas-
tiques rétrogrades et engendré une littérature considérable sur le sujet. Plus
récemment et motivé par les problemes d’optimisation de portefeuille en fi-
nance, une nouvelle approche, dite méthode martingale de dualité convexe,
s’est développée. Elle repose sur des théoremes récents d’analyse stochastique
et sur des méthodes plus classiques d’analyse convexe en optimisation. Il existe
plusieurs ouvrages traitant soit de ’approche mathématique par programma-
tion dynamique ([FR75], [BL78], [Kry80], [FS093], [YZ00]) soit des équations
différentielles stochastiques rétrogrades [MY00]. Ils privilégient souvent 1’as-
pect théorique et sont d’un niveau techniquement avancé et parfois difficiles
a lire pour un non spécialiste du sujet. D’autre part, bien qu’il existe de nom-
breux articles sur la maximisation d’utilité par approche duale, cette méthode
est encore peu abordée dans les ouvrages d’enseignement et de recherche.

L’objectif de ce livre est de combler cette lacune et de présenter les
différents aspects et méthodes utilisés dans la résolution des problémes d’opti-
misation stochastique avec en vue des applications plus spécifiques a la finance.
Nous avons inclus certains développements récents sur le sujet sans chercher
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a priori la plus grande généralité. Nous avons voulu une exposition graduelle
des méthodes mathématiques en présentant d’abord les idées intuitives puis
en énoncant précisément les résultats avec des démonstrations completes et
détaillées. Nous avons aussi pris soin d’illustrer chacune des méthodes de
résolution sur de nombreux exemples issus de la finance. Nous espérons ainsi
que ce livre puisse étre utile aussi bien pour des étudiants que pour des cher-
cheurs du monde académique ou professionnel intéressés par I'optimisation et
le controle stochastique appliqués a la finance.

Le plan du livre est le suivant. Nous commencgons par énoncer au cha-
pitre 1 quelques prérequis en calcul stochastique. Nous avons essentiellement
collecté les notions et résultats dans la vaste littérature sur I’analyse stochas-
tique qui sont utiles pour I'optimisation stochastique. Le chapitre 2 formule de
fagon générale la structure d’un probléme de controle stochastique et présente
de nombreux exemples d’applications réelles en finance. Ces exemples seront
résolus dans les chapitres suivants selon les différentes approches abordées.
Nous discutons aussi tres brievement dans ce chapitre d’autres modeles de
controle apparaissant en finance que ceux étudiés dans ce livre. Le chapitre
3 expose I'approche du controle stochastique de processus de diffusion par la
programmation dynamique. Nous avons d’abord suivi une démarche classique
basée sur un théoreme de vérification associé a 1’équation aux dérivées par-
tielles d’Hamilton-Jacobi-Bellman. Le chapitre 4 reprend le principe de la pro-
grammation dynamique mais en adoptant une démarche plus moderne basée
sur la théorie des solutions de viscosité. Ce concept permet de résoudre des
problémes de contréle lorsque la fonction valeur n’est pas réguliere comme
supposée au chapitre précédent. Ce cas est illustré sur le probleme de la
surréplication en finance pour des modeles a volatilité incertaine. Comme
nous ’avons mentionné plus tot, le principe du maximum de Pontryagine
a conduit naturellement au concept d’équations différentielles stochastiques
rétrogrades. Le chapitre 5 est une introduction a cette théorie en insistant
plus particulierement sur ses applications au controle stochastique. Dans le
chapitre 6, nous exposons l'approche martingale par dualité convexe inspirée
originellement par le probleme de gestion de portefeuille. Nous y avons in-
clus des développements récents et le probleme de couverture quadratique.
La caractéristique de cette approche est de combiner des résultats puissants
d’analyse stochastique et des méthodes de dualité en analyse convexe.

Ce livre est basé sur mes notes de cours rédigées pour un enseignement en
troisiéme année & 'ENSAE depuis 1998, puis aux DEA (maintenant Master 2)
de Statistique et Modeles Aléatoires a 'université Paris 7 et de Probabilités et
Finance a l'université Paris 6. Je tiens en particulier a remercier Laure Elie qui
m’a donné 'opportunité d’enseigner ce cours a Paris 7. C’est grace aux cours
et exposés de Nicole El Karoui et Pierre-Louis Lions, lorsque j'étais étudiant
en DEA et en these, que je me suis intéressé au controle stochastique et leurs
travaux ont un impact évident dans la rédaction de cette monographie.

Paris, Septembre 2005 Huyén PHAM
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Notations

I. Notations générales

Pour tous nombres réels = et y :

x Ay = min(z,y), xVy = max(x,y)

zt = max(z,0), x~ = max(—=z,0)

Pour toute suite positive (z,)n>1 croissante, sa limite croissante dans [0, +00]
est notée lim 7T z,.

n—-4o0o
Pour toute suite (z,,)n>1, Yn € conv(zy, k > n) signifie que y,, = Ziv;‘n AL
ot \p € [0,1], n <k < N, < +ooet 0" A = 1.

II. Ensembles

N est I’ensemble des entiers naturels

R? est I’espace réel euclidien de dimension d. R = R!, R, est l'’ensemble
des réels positifs, RY = Ry \ {0} et R = RU {—o00,+0c}. Pour tous = =
(z',...,2%, y = (¥%,...,y?) dans R?, on note . le produit scalaire et |.| la
norme euclidienne :

d
xy = leyz et |z| = Va.x
i=1

R"*4 est 'ensemble des matrices réelles n x d (R™*! = R"). I,, est la ma-
trice identité n x n. Pour tout o = (09)1<;j<n1<j<d € R™ ¢, on note o/ =
(09")1<j<d,1<i<n la matrice transposée dans R?". On note tr(4) = > | a
la trace d’une matrice carrée A = (a¥)1<; <, € R™™. On choisit comme

norme matricielle sur R**¢ .

N

o = (tx(00"))?.

S, est 'ensemble des matrices symétriques n X n et S; est le sous-ensemble
de S,, des matrices définies non-négatives. On définit l'ordre sur S,, par :
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A<B<+<=B-AcS'.

L’intérieur, 'adhérence et la frontiere d’une partie O de R? sont notées res-
pectivement int(O), O et 00O.

ITI. Fonctions et espaces fonctionnels

Pour tout ensemble A, I'indicatrice de A est noté :

l,ze A
1A($>:{0,IE¢A

C*(0) est I'ensemble des fonctions continues f de O dans R qui ont des
dérivées continues de tout ordre jusqu’a k. Ici O est un ouvert de R™.

CO(T x O) est I'ensemble des fonctions continues f de T x O dans R. Ici T =
[0,T], avec 0 < T < 400, ou T = [0, +o0l.

C12([0,T[xO) est 'ensemble des fonctions f de [0,T[xO dans R dont les
dérivées partielles g of ’f
8t’ 8.’1%‘7 axi(’)xj
sur [0, T[ (T pouvant prendre la valeur +00). Si ces dérivées partielles de f €
C12([0,T[xO) se prolongent par continuité sur [0,7] x O (dans le cas
T < +00), on note f € CH2([0,T] x ©O). On définit de maniére analogue
pour k > 3, Pespace C1F([0,T] x O).

Pour une fonction f € C?(0), on note Df le vecteur gradient dans R" de

, 1 <14,5 < n, existent et sont continues

,1<i<n,et D2f la matrice hessienne dans S,, de compo-

composantes
61'7;
2

santes

o 1 <i,7 < n. Ceux-ci sont notés parfois f, et fi,. Lorsque O
i0T;

est un ouvert de R, on écrit aussi simplement f’ et f”. Le vecteur gradient et
la matrice hessienne d’une fonction x — f(t,z) € C?(O) sont notées D, f et
Dif.

IV. Intégration et Probabilité
(2, F, P) : espace de probabilité.
P p.s. est la notation presque stirement pour la mesure de probabilité P (on

omettra souvent la référence & P lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité). u p.p. est
la notation presque partout pour la mesure p.

B(U) : tribu borélienne engendrée par les ouverts de U espace topologique.

o(G) : la plus petite o-algebre contenant G, collection de sous-ensembles de
0.

@ < P :la mesure ) est absolument continue par rapport a la mesure P.
Q ~ P :la mesure @) est équivalente a P, i.e. Q < Pet P < Q.
% : densité de Radon-Nikodym de @ <« P.
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E®(X) est I'espérance de la variable aléatoire X par rapport a Q.

E(X) est l'espérance de la variable aléatoire X par rapport & une probabilité
P fixée initialement. E[X|G) est l'espérance conditionnelle de X sachant G.
Var(X) = E[(X — E(X))(X — E(X))'] est la variance de X.

Lg_((l, F, P) est 'ensemble des variables aléatoires F-mesurables qui sont po-
sitives p.s.

LP(§2, F, P;R"™) est I’ensemble des variables aléatoires X, & valeurs dans R,
F-mesurables tel que E|X|P < 400, pour p € [1,400[. On omettra parfois
certains arguments et on écrira LP ou LP(P) lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

L>(02,F,P;R™) est 'ensemble des variables aléatoires, & valeurs dans R"™,
bornées, F-mesurables. On écrira parfois L.

V. Abréviations

EDS : Equations différentielles stochastiques.

EDSR : Equations différentielles stochastiques rétrogrades.
EDP : Equations aux dérivées partielles.

HJB : Hamilton-Jacobi-Bellman
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Quelques éléments d’analyse stochastique

Dans ce chapitre, nous présentons les concepts et résultats d’analyse
stochastique utiles pour ce cours. Il y a de nombreux livres détaillant la
théorie classique exposée dans ce chapitre, parmi lesquels Dellacherie et Meyer
[DM80], Jacod [JacT9], Karatzas et Shreve [KaSh88], Protter [Pro90] ou
Revuz et Yor [ReY91], d’ou sont tirés la plupart des résultats rappelés ici sans
démonstration. Le lecteur est supposé familier avec les bases élémentaires de
la théorie de I'intégration et des probabilités (voir par exemple Revuz [Rev94],
[Rev97]). Dans la suite de ce chapitre, (£2, F, P) désigne un espace de proba-
bilité. Pour p € [1,+oo], on note LP = LP(§2, F, P) I'ensemble des variables
aléatoires ¢ (& valeurs dans R?) tel que |£[P soit intégrable, i.e. E|£[P < +oc.

1.1 Processus stochastiques

1.1.1 Filtration et processus

Un processus stochastique est une famille X = (X;)ier de variables
aléatoires a valeurs dans un espace mesurable X et indéxées par le temps t.
Dans ce chapitre et pour les objectifs de ce livre, on prendra X = R? muni
de sa tribu borélienne. Le parametre de temps t variant dans T peut étre
discret ou continu. Dans ce livre, on considere des processus stochastiques a
temps continu et U'intervalle de variation du temps T est soit fini T = [0, T,
0 < T < 400, soit infini T = [0, +00[. On écrira souvent processus pour proces-
sus stochastique. Pour chaque w € 2, application X (w) : t € T — X;(w) est
appelé une trajectoire du processus dans le scénario w. Le processus stochas-
tique X est dit cad-lag (resp. continu) si pour chaque w € {2, la trajectoire
X(w) est continue & droite et admet une limite & gauche (resp. continue).
Etant donné un processus stochastique Y = (Y;):er, on dit que Y est une
modification de X si pour tout ¢ € T, on a X; = Y; p.s., i.e. P[X; =Y;] = 1.
On dit que Y est indistinguable de X si leurs trajectoires coincident p.s. :
P[X; = Y;,Vt € T|] = 1. Bien entendu, la notion d’indistinguabilité est plus
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forte que celle de modification, mais si on sait que les deux processus X et Y
sont cad-lag, et si Y est une modification de X, alors X et Y sont indistin-
guables.

L’interprétation du parametre ¢ comme index de temps introduit un aspect
dynamique : pour modéliser le fait que l'incertitude des événements de (2
devient de moins en moins incertaine lorsque le temps s’écoule, i.e. on possede
de plus en plus d’information, on introduit la notion de filtration.

Définition 1.1.1 (Filtration)
Une filtration sur (£2,F, P) est une famille croissante F = (Fi)ier de sous-
tribus de F : Fs C Fy C F pour tous 0 < s <t dans T.

F; s’'interprete comme Iinformation connue a la date ¢ et elle augmente avec le
temps. On pose Fr = o(UserF:) la plus petite o-algebre contenant tous les F,
t € T. Le quadruplet (2, F,F = (Ft)teT, P) est appelé espace de probabilité
filtré. L’exemple canonique de filtration est le suivant : si X = (Xy)¢er est un
processus stochastique, la filtration naturelle (ou canonique) de X est

FX =0(X,,0<s<t), teT,

la plus petite o-algebre par rapport a laquelle X est mesurable pour tous
0 < s <t. F/X s’interpréte comme toute I'information qu’on peut extraire de
I'observation des trajectoires de X entre O et ¢t.

On dit qu'une filtration F = (F;)ier satisfait les conditions habituelles si
elle est continue a droite, i.e. :

ft+ = ﬂsztfs = ft, Vit € T,

et si elle est complete, i.e. Fy contient les ensembles négligeables de F#. On
dit alors que l’espace de probabilité filtré (£2, F,F = (F)ier, P) satisfait
les conditions habituelles. La continuité a droite de JF; signifie intuitivement
qu’ayant observé toute I'information disponible jusqu’en ¢ inclus, on n’apprend
rien de plus par une observation infinitésimale dans le futur. La complétion
d’une filtration signifie que si un événement est impossible, cette impossibilité
est déja connue a la date 0. Partant d’une filtration (F%)ier quelconque, on
construit une filtration satisfaisant les conditions habituelles, en prenant pour
tout t € T la tribu F;+ a laquelle on rajoute la classe des ensembles négligeables
de F7. La filtration ainsi construite est appelée ['augmentation habituelle de

(Ft)ier-
Dans la suite, on se donne une filtration F = (F;)ter sur (2, F, P).
Définition 1.1.2 (Processus adapté)

Un processus (Xy)iet est dit adapté (par rapport a F) si pour tout t € T, X,
est Fi-mesurable.

Lorsqu’on veut préciser par rapport a quelle filtration le processus est adapté,
on écrira F-adapté. Un processus adapté est donc un processus dont la valeur
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a toute date t est révélée par 'information F;. On dit parfois que le processus
est non anticipatif. Il est clair que tout processus X est adapté par rapport a
sa filtration naturelle FX = (F7X);cr.

Jusqua présent, le processus stochastique X est vu soit comme une fonction
du temps t & w fixé (lorsqu’on parle de trajectoire) ou comme une fonc-
tion de w a t fixé (lorsqu’'on considére la variable aléatoire comme dans la
définition 1.1.2). On peut considérer les deux aspects en regardant le pro-
cessus comme une fonction définie sur T x 2. Ceci conduit aux définitions
suivantes :

Définition 1.1.3 (Processus progressif, optionnel, prévisible)

1) Un processus (Xi)ier est dit progressif (par rapport a F) si pour toutt € T,
Uapplication (s,w) — Xs(w) est mesurable sur [0,t] x 2 muni de la tribu
produit B([0,t]) @ F;.

2) Un processus (Xi)ter est dit optionnel (par rapport a F) si Uapplication
(t,w) — X (w) est mesurable sur T x 2 muni de la tribu engendrée par les
processus F-adaptés et cad-lag.

3) Un processus (Xi)ier est dit prévisible (par rapport a F) si Uapplication
(t,w) = Xs(w) est mesurable sur T x 2 muni de la tribu engendrée par les
processus F-adaptés et continus.

Lorsqu’on veut préciser la filtration, on écrira F-progressif (optionnel ou
prévisible). Evidemment, tout processus progressif est adapté et mesurable
sur T x {2 muni de la tribu produit B(T) ® F. Il est aussi clair avec la
définition que tout processus cad-lag adapté est optionnel (la réciproque
n’étant pas vraie). De méme, tout processus X continu et adapté est prévisible
(la réciproque n’étant pas vraie) : puisque dans ce cas X; = lim, ~ X, ceci
signifie que la valeur de X; est annoncée par ses valeurs précédentes. Puis-
qu’un processus continu est cad-lag, il est évident que tout processus prévisible
est optionnel. Le résultat suivant donne le lien entre processus optionnel et
progressif :

Proposition 1.1.1 Si le processus X est optionnel, il est progressif. En par-
ticulier, s’il est adapté et cad-lag alors il est progressif.

Par abus de language, on écrit souvent dans la littérature processus adapté
pour processus progressif.

1.1.2 Temps d’arrét

Ayant a Desprit linterprétation de F; comme linformation connue jus-
qu’a la date t, on s’intéresse a savoir si un évenement donné, caractérisé
par sa premiére date 7(w) d’apparition, a eu lieu ou non avant la date t
sachant 1’observation de I'information F;. Ceci conduit a la notion de temps
d’arrét.
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Définition 1.1.4 (Temps d’arrét)
1) Une variable aléatoire T : 2 — [0,400], i.e. un temps aléatoire, est appelé
temps d’arrét (par rapport a la filtration F = (Fy)iet) st pour toutt € T :

{r<t} ={we R :7(w) <t} € F.

2) Un temps d’arrét T est dit prévisible s’il existe une suite de temps d’arrét
(Tn)n>1 telle que lon ait p.s. :

(i) lim, 7, = T

(i1) T, < T pour tout n sur {T > 0}.
On dit alors que (Tp)n>1 annonce T.

On vérifie aisément avec la définition que tout temps aléatoire égal a une
constante positive ¢ est un temps d’arrét. On note aussi que si 7 et o sont
deux temps d’arrét alors 7 Ao, 7V o et T+ o sont des temps d’arrét.

Etant donné un temps d’arrét 7, on mesure 'information accumulée jus-
)
qu’en T par :

F,={BeFr :Bn{r<t}eF, VteT},

qui est une tribu de F. Il est clair que 7 est F,.-mesurable. On a aussi
immédiatement que si 7 = t alors F, = F;. On énonce quelques autres pro-
priétés élémentaires et utiles pour la suite sur les temps d’arrét (voir par
exemple les preuves dans le ch. I, sec. 1.2 de Karatzas et Shreve [KaSh88]).

Proposition 1.1.2 Soient o et T des temps d’arrét et & une variable aléatoire.
(1) Pour tout B € F,, on a BN{o <7} € F,. En particulier, si o < T alors
Fo C Fr.

(2) Les événements suivants
{o<th {o <7}, {o=71}

appartiennent @ Fopr = Fo N Fr.

(8) & est Fr-mesurable si et seulement si pour tout t € T, £l,<; est Fy-
mesurable.

Etant donné un processus (X;)ier et un temps d’arrét 7, on définit la
variable aléatoire X, sur {r € T} par :

XT((.U) = XT(W) (w)

On vérifie que si X est mesurable alors X, est une variable aléatoire sur
{7 € T}. On introduit alors le processus arrété (en 7) X7 défini par :

Xg— :X’T‘/\t7 tE']T

Proposition 1.1.3 Soit (X;)ier un processus progressif et T un temps d’arrét.
Alors X; 1t est Fr-mesurable et le processus arrété X7 est progressif.
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On termine ce paragraphe par un résultat donnant une classe importante
de temps d’arrét.

Proposition 1.1.4 Soit X wune processus cad-lag adapté et I' un sous-
ensemble ouvert de X = RY.

(1) Si la filtration F satisfait les conditions habituelles, alors le temps d’at-
teinte de I' défini par

o,=inf{t>0 : X, €I}

(avec la convention inf ) = +00) est un temps d’arrét.

(2) Si X est continu, alors le temps de sortie de I' défini par

T,=inf{t>0 : X, ¢ I'}

est un temps d’arrét prévisible.

1.1.3 Mouvement brownien

L’exemple basique de processus est le mouvement brownien, nom donné
par le botaniste Robert Brown en 1827 pour décrire le mouvement irrégulier
de particules de pollen dans un fluide. Le cadre d’application du mouvement
brownien a largement dépassé ’étude des particules microscopiques pour étre
utilisé en finance dans la modélisation des prix d’actions, historiquement de-
puis Bachelier en 1900.

Définition 1.1.5 (Mouvement brownien standard)
Un mouvement brownien standard vectoriel (d-dimensionnel) sur T = [0,T] ou

R est un processus continu a valeurs dans R%, (Wy)ier = (Wi, ..., W)ier
tel que
(i) Wo =0

(i) Pour tous 0 < s <t dans T, l'accroissement W, — W est indépendant
de o(Wy,u < s) et suit une loi gaussienne centrée de matrice de variance-
covariance (t — s)Iq ot I est la matrice identité d x d.

Une conséquence immédiate de la définition est que les coordonnées
(Wi)ier, i = 1,...,d, d'un mouvement brownien vectoriel sont des mou-
vements browniens réels et indépendants. Réciproquement des mouvements
browniens réels indépendants engendrent un mouvement brownien vectoriel.
Dans la définition d’un mouvement brownien standard, I'indépendance des
accroissements est par rapport a la filtration naturelle YV = o(W,,u < s)
de W. La filtration naturelle de W est parfois appelée filtration brownienne.
Il est souvent intéressant de travailler avec une filtration plus grande que la
filtration naturelle. Ceci conduit a la définition plus générale.
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Définition 1.1.6 (Mouvement brownien par rapport a une filtration)

Un mouvement brownien vectoriel (d-dimensionnel) sur T = [0,T] ou Ry
par rapport & une filtration F = (F;)ier est un processus continu F-adapté, d
valeurs dans R, (Wy)ier = (WL, ..., W)ier tel que

(i) Wo =0

(i) Pour tous 0 < s < t dans T, l’accroissement Wy — Wy est indépendant

de Fs et suit une lot gaussienne centrée de matrice de variance-covariance
(t — 8)Iq ou Iy est la matrice identité d x d.

Bien entendu, un mouvement brownien standard est un mouvement brownien
par rapport a sa filtration naturelle.

Un probleme majeur est celui de 'existence et de la construction et simu-
lation d’un mouvement brownien. Nous ne discutons pas ici de ce probleme
et renvoyons le lecteur aux nombreux livres traitant du sujet (par exemple
Hida [Hi80], Karatzas et Shreve [KaSh88|, Le Gall [LeG89] ou Revuz et Yor
[ReY91]). Nous énoncons seulement une propriété classique du mouvement
brownien.

Proposition 1.1.5 Soit (W;)ier est un mouvement brownien par rapport d

(Ft)ter.

(1) Symétrie : (—Wy)ier est aussi un mouvement brownien.

(2) Echelle : Pour tout A > 0, le processus ((1/X\)Wyz¢)ier est aussi un mou-
vement brownien.

(3) Invariance par translation : Pour tout s > 0, le processus (Wiys — Wy )ier
est un mouvement brownien standard indépendant de Fs.

Nous rappelons aussi que l'augmentation habituelle de la filtration na-
turelle (FV); d’'un mouvement brownien W est (o(FY UN)); ot N est
Pensemble des évenements négligeables de (£2, Fr, P). De plus, W reste un
mouvement brownien par rapport a sa filtration augmentée. Par abus de lan-
guage, 'augmentation de la filtration naturelle de W est encore appelée fil-
tration naturelle de W ou filtration brownienne.

1.1.4 Martingales, semimartingales

Dans cette section, on considere des processus a valeurs réelles. Les preuves
des résultats énoncés dans ce paragraphe sont établies par exemple dans
Dellacherie et Meyer [DMS80].

Définition 1.1.7 (Martingale)
Un processus (Xi)ter adapté est appelé surmartingale si E[X, ] < 400 pour
toutt € T et

E[X:|Fs] < X5, p.s. pourtous 0<s<t, s,teT. (1.1)

X est une sous-martingale si —X est une surmartingale. On dit que X est
une martingale si elle est a la fois une surmartingale et une sous-martingale.
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La définition d’une sur(sous)martingale dépend crucialement de la pro-
babilité P et de la filtration F = (F;)ier spécifiées sur l'espace mesurable
(£2, F). Dans ce cours, la filtration sera fixée et lorsque ce n’est pas précisé, la
propriété de sur(sous)martingale sera toujours relative & la filtration. On sera
amené, par contre, a considérer différentes probabilités @ sur (£2, F) et pour
souligner ce fait, on précisera alors @-sur(sous)martingale.

Un exemple important de martingale est le mouvement brownien décrit
dans le paragraphe précédent. D’autre part, une construction typique de mar-
tingales est la suivante : on se donne une variable aléatoire & sur (£2,F)
intégrable, i.e. E|¢| < +oo. Alors, le processus défini par

Xt:E[flft]a tET,

est clairement une martingale. On dit que X est fermée a droite par &.
Réciproquement, lorsque T = [0,T], T" < 400, toute martingale (X;);c(o,1]
est fermée & droite par & = Xp. Lorsque T = [0, +o0], la fermeture & droite
d’une martingale est donnée par le résultat de convergence suivant :

Théoréme 1.1.1 (Convergence des martingales)
1) Soit X = (Xt)1>0 une surmartingale cad-lag bornée dans L' (en particulier
si elle est positive). Alors X; converge p.s. quand t — +o0.

2) Soit X = (Xy)i>0 une martingale cad-lag. Alors (Xy¢)i>o0 est uniformément
intégrable si et seulement si X; converge p.s. et dans L' quand t — +oo vers
une variable aléatoire X oo. Dans ce cas, X1 ferme X a droite, i.e. X; =
E[X | oo|Ft] pour tout t > 0.

Dans la suite, on notera T l'intervalle égal & [0,7] si T = [0,7] et égal &
[0,4+00] si T = [0,+00[. On note aussi T' le bord & droite de T. Avec cette
convention, si (X;)ier est une martingale cad-lag uniformément intégrable
alors X+ est la limite p.s. et dans L' de X; quand ¢ tend vers T. De plus, X+
ferme & droite X : X; = E[X5|F;] pour tout ¢t € T.

Le résultat suivant est une propriété tres importante des martingales : il

étend la propriété (1.1) pour des dates ¢ et s remplacées par des temps d’arrét.

Théoréme 1.1.2 (Théoréme d’arrét des martingales)
Soit M = (M)ter une martingale cad-lag et o, T deux temps d’arrét bornés
a valeurs dans T tel que o < 7. Alors

E[M'ru:o] =M,, p.s.

Une application utile de ce théoreme d’arrét est donnée dans le corollaire
suivant :

Corollaire 1.1.1 Soit X = (Xy)ier un processus cad-lag adapté.

(1) X est une martingale si et seulement si pour tout temps d’arrét T borné
& valeurs dans T, on a X, € L' et



