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Vorwort

,dcientific computing®, ,,computational intelligence* und ,,computational
engineering” sind Schlagworte der modernen Informationstechnik. Diese
Begriffe stehen fiir verschiedene Konzepte der digitalen Informationsver-
arbeitung, wie sie in Wissenschaft und Technik zum Einsatz kommen. Ob
bei der Analyse von MeBwertreihen, der automatischen Schrifterkennung
oder bei der Simulation von elektrischen Ausgleichsvorgingen, Kollege
Computer ist immer dabei. Das vorliegende Buch gibt einen Einblick in
die Funktionsweise der entsprechenden Programme. Zahlreiche Implemen-
tierungsbeispiele erleichtern das Verstindnis. Aufgrund des breiten An-
wendungsspektrums der Informationstechnik werden sehr unterschiedliche
Schwerpunkte behandelt.

Signale sind Triager von Information. Die digitale Signalverarbeitung ist
daher eine Schliisseltechnologie unserer heutigen Informationsgesellschaft.
Im ersten Kapitel steht die Verarbeitung von Abtastsignalen im Zeit- und
Frequenzbereich im Vordergrund. Neben der Frequenzanalyse und dem
Kurzzeit-Spektrum wird ausfiihrlich auf die Berechnung digitaler Filter
eingegangen. Hieran schlieBen sich statistische Verfahren an. Lage-, Streu-
und Formparameter sind geeignete Kenngrof3en, um Rauschphiinomene zu
beschreiben. Stochastische Abhéngigkeiten in MeBreihen lassen sich mit
Hilfe der Korrelationsanalyse erkennen. Zusitzlich werden Regressions-
verfahren und statistische Rangordnungsfilter vorgestellt. Als Ergiinzung
zu den konventionellen Verfahren behandelt das dritte Kapitel Methoden
der kiinstlichen Intelligenz. Mit neuronalen Netzen und Fuzzy-Systemen
hat die Signalverarbeitung nach biologischem Vorbild bereits in vielen
Anwendungen Einzug gefunden, bei denen unscharfe oder gestorte Infor-
mationen vorliegen. Das vierte Kapitel ist eine Einfiihrung in die Simulati-
onstechnik. Mit der numerischen Ldsung von Differentialgleichungen oder
Monte-Carlo-Methoden kommt man der Realitit zum Greifen nahe. Doch
was niitzt Information, wenn sie nicht verfiigbar ist? Die Kommunikation
iiber Netzwerke ist eine weitere Sdule der Informationstechnik, weshalb
sich das letzte Kapitel mit der Netzwerkprogrammierung beschiftigt.

Niirnberg, Januar 2006 Oliver Kluge
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1 Digitale Signalverarbeitung

1.1 Einfiihrung

Es besteht gar kein Zweifel, wir leben in einer Informationsgesellschaft.
Ganz egal, ob wir Musik horen, mit dem Auto unterwegs sind oder mit
guten Freunden telefonieren, stindig kommen wir mit Systemen der digita-
len Signalverarbeitung in Beriihrung. Ein groBer Teil der Information die
uns erreicht ist bereits in mehreren vorangegangenen Schritten digital ver-
arbeitet worden, auch wenn wir uns dessen nicht immer bewuft sind. Tra-
ger der Information sind Signale, die im mathematischen Sinne Funktionen
einer oder mehrerer unabhingiger Variablen (Zeit, Raumkoordinaten) sind.
Die Aufgabe der Signalverarbeitung besteht vor allem in der Manipulation,
Analyse und Interpretation von Signalen. Sie kann zu Recht als eine ent-
scheidende Schliisseltechnologie des modernen Lebens gesehen werden.
Interessanterweise wurden die mathematischen Grundlagen hierzu bereits
in einer Zeit erarbeitet, als an Computer, Unterhaltungselektronik oder
auch nur die Elektrifizierung der privaten Haushalte noch nicht einmal zu
denken war.

Einer der Wegbereiter war Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830),
der im franzosischen Auxerre als Sohn eines Schneiders geboren wurde. Er
besuchte u. A. die dortige Militdrschule, wo sein mathematisches Interesse
geweckt wurde. Hier machte er durch seine Studien zur Mathematik und
Mechanik auf sich aufmerksam. Trotzdem entschied Fourier sich zunichst,
nicht uniiblich fiir die damalige Zeit, fiir das Priesteramt und begann eine
entsprechende Ausbildung in der Abtei St. Benoit-sur-Loire. Er muBite sich
aber bald eingestehen, da3 sein Herz doch mehr fiir die Mathematik
schlug. Zuriick in Auxerre arbeitete er als Mathematiklehrer. Die Wirren
der Franzosischen Revolution gingen auch an Fourier nicht spurlos vor-
tiber und hitten ihm beinahe, im wahrsten Sinne des Wortes, Kopf und
Kragen gekostet. 1795 zog er nach Paris und vollendete seine Studien an
der Ecole Polytechnique, an der er spiter auch selber lehrte. Fourier war
Mitglied der Académie des Sciences und der Académie Francaise. Sein
Ruhm griindet vor allem auf Arbeiten zur Mathematik und zur mathemati-
schen Physik. 1822 entstand sein Hauptwerk, die ,,Théorie analytique de la
chaleur®, in dem er den Wirmetransport und die Temperaturverteilung im
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Abb. 1.1. Jean-Baptiste Fourier

Inneren homogener Korper mit Hilfe von partiellen Differentialgleichun-
gen beschreibt.

1.2 Fourier-Reihen

Fourier verwendete in seiner Arbeit trigonometrische Reihen, die man heu-
te als Fourier-Reihen kennt. Er erkannte, daf} sich periodische Funktionen
in einfache Basisfunktionen zerlegen lassen. Die von ihm verwendeten
trigonometrischen Funktionen Sinus und Cosinus bilden gerade einen hier-
fiir geeigneten Funktionsbaukasten. Die notwendige Periodizitit liegt ge-
nau dann vor, wenn fiir alle ganzzahligen » die folgende Bedingung erfiillt
ist.

x(t) = x(t +nT) (1.1)

Das bedeutet, der Funktionsverlauf wiederholt sich mit der Perioden-
dauer 7, deren Kehrwert bekanntlich die Frequenz ist.

1
=— 1.2
f T (1.2)
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Anstelle der Frequenz f wird jedoch fiir periodische Vorgénge iiblicher-
weise die sogenannte Kreisfrequenz @ verwendet.
2z
w=2rf = T (1.3)

Mit diesem Riistzeug gelingt die Darstellung einer periodischen Funkti-
on als unendliche Summe der trigonometrischen Basisfunktionen.

x(t)=a,+ i(an cos(nwt) + b, sin(nwt)) (1.4)
n=1
mit

a, = %zj(t)dt (1.5)
2

a, =— |x(¢t)cos(nawt) dt (1.6)
T T

h =2 J.x(t) sin(nawt) dt (1.7)

n T J .

Der Koeffizient a ist der Mittelwert der Zeitfunktion x(z), stellt also den
darin enthaltenen Gleichanteil dar. Die Amplituden a, und b, reprisentie-
ren die Gewichtung der verschiedenen Frequenzen nw. Wie spéter noch
gezeigt wird, kommt ihnen bei der Signalanalyse eine ganz besondere Be-
deutung zu. In der praktischen Anwendung bricht man eine solche Reihe
nach endlich vielen Gliedern ab und begniigt sich mit einer geniigend ge-
nauen Approximation. Als Beispiel sei an dieser Stelle die Entwicklung
einer Rechteckfunktion vorgestellt.

= sin((2k — D wr)
=3 ey

sin(3awt) N sin(Swt) N sin(7 wt) N
. -

In diesem einfachen Beispiel sind keine Cosinus-Anteile enthalten
(a,=0 fiir alle n) und die Amplituden der Sinus-Anteile ergeben sich zu
by=1, by=0, b3=1/3, by=0, bs=1/5, be=0, b;=1/7, ... usw. Die ge-
wiinschte Anndherung an den idealen Funktionsverlauf gelingt aber erst
mit einer sehr groBen Anzahl von Reihengliedern, wie die nachfolgende
Abbildung deutlich macht.

= sin(wt) +
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Abb. 1.2. Entwicklung einer Rechteckfunktion mit 1, 2, 3 und 20 Reihengliedern

Offensichtlich bereiten steile Signalflanken gewisse Probleme, denn zu
beiden Seiten der Sprungstelle ist ein interessanter Effekt zu beobachten.
Es zeigt sich ein deutliches Uberschwingen, dessen Amplitude auch mit
steigender Anzahl von Summanden nicht abnimmt. Dieses Verhalten ist
als Gibbsches Phdnomen bekannt. Die Ursache liegt in der letztlich doch
immer nur endlichen Anzahl von Reihengliedern bei einer solchen Appro-
ximation. Auch das zweite Beispiel in Tabelle 1.1 zeigt diesen Effekt.

Neben der hier vorgestellten reellen Fourier-Reihe existiert noch eine
komplexe Version, die man durch Anwendung der Eulerschen Formel
(¢ = cosp + j-sinp) erhilt. Die resultierende Reihe kann als orthogonale
Entwicklung von x(#) nach einem System komplexer Exponentialfunktio-
nen verstanden werden.

x(t) = ZCnej""” (1.8)
1 .

=— |x(t)e "dt 1.9

c, Tzj( )e (1.9)

Die von Fourier beschriebene Reihenentwicklung ist nun keineswegs
die einzige Moglichkeit eine Funktion x(r) mit Hilfe elementarer Basis-
funktionen darzustellen. Vielmehr gibt es beliebig viele solcher Funktions-
systeme, die als Aufbaufunktionen dienen kdnnen, vergleichbar mit einem
Vektor, der ebenfalls in verschiedenen Koordinatensystemen (rechtwink-
lig, schiefwinklig, Polarkoordinaten, ...) darstellbar ist. Allerdings kommt
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Tabelle 1.1. Beispiele fiir Fourier-Reihen

o

S OEDNC

n=l

sin((2n —1)awr)
(2n-1)>*

o

x(t)=rm- 2(2

n=l1

sin(na)t)j

n

sin(2n —1) - sin((2n — 1) wr)

x(t) = i

(2n-1)°

=)

n’ 4+1 COS(nat)
=2 _4 . 222
x(1) 3 ( > (=1) e j

n=1

x(t)

2
4
6
8
0
26
47
68
89
210
231
252
273
294
315
336
357
378
399

S
v o
v N S

21
42
63
84

126

147

168

210

231

252

273

294
15

336

357

378

39!

47

68

89
210
231
252
273
294
315
336
357
378
399

es in einer Anwendung ganz entschieden darauf an, die jeweils giinstigste
Darstellung zu wihlen. Das gilt auch fiir die Wahl des Funktionssystems
bei der Approximation von x(¢). Fourier verwendete fiir seine periodischen
Funktionen die trigonometrischen Basisfunktionen Sinus und Cosinus, und
er tat gut daran. Wie sich wahrscheinlich jeder leicht vorstellen kann, ist es
immer giinstig gerade solche Aufbaufunktionen zu wéhlen, die eine gewis-
se Ahnlichkeit mit x(r) aufweisen, da die Approximation dann besonders
schnell konvergiert. Eine derartige Reihenentwicklung 148t sich ganz all-

gemein formulieren:

() =Y a,0,0)

(1.10)
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Wie auch schon bei der Fourier-Reihe, ist x(¢) eine Linearkombination
der Aufbaufunktionen ¢,(f), wobei es gilt, die Entwicklungskoeffizienten
a, zu bestimmen. Hierzu sind beide Seiten der Gleichung mit den konju-
giert komplexen Funktionen ¢ (f) zu multiplizieren und iiber das Intervall
T zu integrieren. Der Rechenaufwand vereinfacht sich erheblich, wenn das
gewihlte Funktionssystem ¢,(¢) die Orthogonalititsbedingung erfiillt.

(n#m)

(o
Tjgon(r)-gom(r)dr_{k i) (1.11)

n

Sind zusitzlich alle k, =1, ist ¢,(¢) als orthonormal. Die Multiplikation
von Gln. (1.10) mit ¢ () und anschlieBende Integration fiihren auf die
nachfolgende Beziehung.

[xt)- g1t = [ a,0,)- ¢, 1)

T 7 n=0

Vorausgesetzt die Summe (1.10) ist gleichmifBig konvergent und man
beachtet die Bedingung (1.11), folgt hieraus die Formel zur Berechnung
der gesuchten Koeffizienten.

a, =kijx(t)-¢:(t)dt (1.12)

nT

Neben den trigonometrischen Aufbaufunktionen sind noch die 1923 von
J. L. Walsh definierten Walsh-Funktionen und die nur ein Jahr zuvor von
H. Rademacher entwickelten Rademacher-Funktionen von praktischer
Bedeutung. Beide sind Erweiterungen der 1910 von A. Haar vorgestellten
orthogonalen Funktionsbasis, den sogenannten Haar-Funktionen.

1.3 Die Diskrete Fourier-Transformation (DFT)

Schaut man auf das bisher Gezeigte, liegt die Vermutung nahe, daf} es
auch eine Moglichkeit gibt, den umgekehrten Weg zu beschreiten, also
eine Funktionsapproximation wieder in ihre erzeugenden Basisfunktionen
zu zerlegen. Ein solches Vorgehen wire dann geeignet, ein Signal in Be-
zug auf seine spektrale Zusammensetzung zu analysieren. Wihrend man
die Gleichungen (1.4) und (1.8) héufig auch als Synthesegleichungen be-
zeichnet, beschreiben die Gleichungen (1.5), (1.6), (1.7) und (1.9) das Sig-
nal im Frequenzbereich und werden daher entsprechend Analysegleichun-
gen genannt. Ein Digitalrechner kann aber immer nur zeitdiskrete Werte
erfassen und verarbeiten. Die zeitkontinuierlichen Signalverldufe realer
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physikalischer Groflen miissen infolgedessen diskretisiert werden. Mochte
man eine Frequenzanalyse fiir ein Abtastsignal durchfiihren, miissen dann
auch die Transformationen (1.6) und (1.7) zeitdiskret angepalit werden.
Dabei gehen die zeitkontinuierlichen Integrale der orthogonalen Kompo-
nenten, die den Realteil und den Imaginirteil des Signals reprisentieren, in
zeitdiskrete Summen iiber.

N-1 k
a =—» x(k)-cosQrn— 1.13
] NZ (k)- cos(2zn—2) (1.13)
2 k
b =— k) -sin2zn— 1.14
] N;x( )-sin(2n-) (1.14)
1X,| =+Ja; +b; (1.15)
b
@, = arctan| — (1.16)
a

n

Aus diesen Summen konnen dann wiederum nach Gln. (1.15) das Amp-
litudenspektrum, oft auch Betragsspektrum genannt, und das Phasenspekt-
rum nach Gln. (1.16) bestimmt werden. Hierbei stellt k£ die diskretisierten
Abtastzeitpunkte dar, N die Anzahl der Abtastwerte je Periode der Grund-
frequenz und n die gerade betrachtete Frequenz. Sie sind somit die diskre-
ten Gegenstiicke zu den zeitkontinuierlichen GroéBen ¢, T und w. Insgesamt
erfordert die Frequenzanalyse eines abgetasteten Signals mit Hilfe der
vorgestellten reellen DFT nur einen vergleichsweise geringen Implemen-
tierungsaufwand und eignet sich damit ganz hervorragend fiir eigene expe-
rimentelle Untersuchungen.

class Spektrum

{

const int Abtastwerte
const double PI

128;
3.141592653589793;

// Signalverlauf

public double[] x = new double [Abtastwerte] ;
// Realteil und Imagin&rteil

public double[] Re = new double [Abtastwerte] ;
public double[] Im = new double [Abtastwerte] ;
// Amplitudenspektrum und Phasenspektrum
public double[] AS = new double [Abtastwerte] ;
public double[] PS = new double [Abtastwerte] ;
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public void DFT ()
{
// Uber alle Frequenzen
for (int £=0; f<Abtastwerte; f++)
{
0
0

2
2

// Uber alle Abtastwerte
for (int k=0; k<Abtastwerte; k++)
{
Re [f]
Im[f] +

[k] *Math.Cos (2*PI*f*k/Abtastwerte) ;
[k] *Math.Sin (2*PI*f*k/Abtastwerte) ;

4L
Il

X
X

Re[f] *= 2.0/Abtastwerte;
Im[f] *= 2.0/Abtastwerte;

e
(0]

-~
]

Math.Sgrt (Re[f]*Re[f] + Im[£f]*Im[£f]);
Math.Atan2 (Im[f], Rel[f]);

g
%

h
I

}

Re[0] /= 2.0; // Korrektur Gleichanteil
AS[0] = Rel0];

}

Die Korrektur des Gleichanteils wird vorgenommen, da in der Regel aj
nicht nach Gln. (1.5) berechnet wird, sondern nach Gln. (1.13). Man kann
bei der Implementierung aber auch auf die Korrektur verzichten. In der
Praxis kommt das sogar relativ hiufig vor, wohlwissend, daf} die Spektral-
linie AS[0] dann dem doppelten Gleichanteil des Signals entspricht.

In den meisten Fillen ist es vollig ausreichend, sich bei der Darstellung
des Signalspektrums auf das Amplitudenspektrum zu beschrinken. Es ist
fiir jeden Signalabschnitt identisch und dadurch von eventuellen zeitlichen
Verschiebungen des periodischen Signals unabhingig. Ganz anders sieht
das aber beim Phasenspektrum aus, das sich aus dem Quotienten von Ima-
gindrteil und Realteil berechnet. Wie man leicht nachvollziehen kann, ist
das Phasenspektrum sehr wohl abhingig von dem gewihlten zeitlichen
Bezugspunkt. Aus diesem Grund ist es sehr viel weniger aussagekriftig
und trigt nicht selten sogar eher zur Verwirrung bei. In den folgenden
Beispielen betrachten wir daher ausschlieBlich das Amplitudenspektrum.

Sollte es die Aufgabenstellung erfordern den zeitlichen Verlauf eines
Signals aus einem vorgegebenen Spektrum zu bestimmen, ist das ebenfalls
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leicht méglich und vollzieht sich in zwei Schritten. Aus dem Amplituden-
spektrum ist zwar sofort erkennbar, wie stark die einzelnen Frequenzen
vertreten sind, es ist aber zunédchst nicht klar, ob diese als Sinus- oder als
Cosinusanteil in den Signalverlauf eingehen. Wie schon bei der Signalana-
lyse, sind daher durch Korrelation mit den trigonometrischen Aufbaufunk-
tionen der Realteil und der Imaginérteil des Spektrums zu ermitteln. Mit
dessen orthogonalen Komponenten als Gewichtsfaktoren gelingt dann die
Synthese des zeitlichen Verlaufs. Eine erste Implementierungsvariante der
inversen DFT (IDFT) zeigt das folgende Code-Beispiel.

class Spektrum

{

public void InverseDFT Variantel ()

{

// Uber alle Frequenzen
for (int £=0; f<Abtastwerte; £f++)

{

// Berechnung der orthogonalen Komponenten von
// XS (f) durch Korrelation mit Cos und Sin
Re[f] += XS[f]*Math.Cos (2*PI*f/Abtastwerte) ;
Im[f] += XS[f]*Math.Sin(2*PI*f/Abtastwerte) ;

// Synthese von x[k] durch Gewichtung

// der orthogonalen Komponenten von XS (f)
// mit den Aufbaufunktionen

for (int k=0; k<Abtastwerte; k++)

{

x[k] += Rel[f]*Math.Cos (2*PI*f*k/Abtastwerte) +
Im[f] *Math.Sin (2*PI*f*k/Abtastwerte) ;

Wie schon bei der DFT sind auch bei der IDFT zwei geschachtelte
Schleifen fiir die Transformation notwendig. Die Berechnung der orthogo-
nalen Spektralkomponenten erfolgt zunéchst in der dufleren Schleife, die
Synthese des zeitlichen Verlaufs lduft dann in der inneren Schleife ab.
Ahnlich wie bei einer mathematischen Formel kann man aber auch
zweckmifBig umformen. In unserer zweiten Implementierung vereinfacht
sich dadurch die Synthese zur simplen Addition.
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class Spektrum

{
public void InverseDFT Variante2 ()
{
for (int k=0; k<Abtastwerte; k++)
{
Re[k] = 0;
Im[k] = 0;
for (int £=0; f<Abtastwerte; f++)
{
Re[k] += XS[f]*Math.Cos (2*PI*k*f/Abtastwerte) ;
Im[k] += XS[f]*Math.Sin(2*PI*k*f/Abtastwerte) ;
!
x[k] = Relk] + Im[k];
}
!
}

Diese zweite Variante der IDFT dhnelt der DFT doch sehr auffillig. Das
ist natiirlich kein Zufall, sondern liegt in der schlichten Tatsache begriin-
det, daBB die Hin- bzw. Riicktransformation einander sehr #hnlich sind.
Allgemein 148t sich das an den Gleichungen (1.10) und (1.12) erkennen,
speziell fiir die Fourier-Transformation an den Gleichungen (1.8) und
(1.9). Diskretisiert man hier die Analysegleichung indem man das Integral
durch die Summe ersetzt, unterscheiden sich Hin- bzw. Riicktransformati-
on nur durch eine Normierung und verschiedene Vorzeichen in der kom-
plexen Exponentialfunktion. Eine komplexe Exponentialfunktion ist aber
nichts weiter als ein Drehzeiger in der komplexen Zahlenebene, wobei das
Vorzeichen die Drehrichtung angibt. Ein Wechsel des Vorzeichen ist hier
etwa vergleichbar mit der Summation von links nach rechts, oder umge-
kehrt. Das Ergebnis ist in jedem Fall genau dasselbe. Somit sind auch die
Implementierung der DFT und der IDFT im Kern identisch. In Anwen-
dungen, in denen tatsdchlich auch beide Transformationen benotigt wer-
den, sind diese dann iiblicherweise in einer einzigen Funktion realisiert.
Ein zusitzlicher Parameter beim Funktionsaufruf dient zur Unterschei-
dung. Aus optischen Griinden ist es dann zweckmifig anstelle von x []
und xS [] neutrale Bezeichner wie datal[] und data2 [] zu verwenden.
In keinem Fall darf man jedoch vergessen, dal die Ergebnisse im Fre-
quenz- bzw. Zeitbereich entsprechend unterschiedlich skaliert sind.
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1.4 Arithmetiktuning — Die FFT

Das Frequenzspektrum einer Folge von Abtastwerten zu berechnen, ist
jetzt kein Problem mehr. Mit Hilfe der DFT konnen wir auf die erweiterten
Moglichkeiten einer MeBwertanalyse im Frequenzbereich zuriickgreifen.
Doch wieviel Rechenzeit darf eine solche Analyse in Anspruch nehmen?
Oft ist die DFT nur ein Glied in einer ganzen Kette von Verarbeitungs-
schritten. Bei zeitkritischen Anwendungen, wie z. B. der Sprachsignalver-
arbeitung, kommt es dann schon darauf an, den Rechenzeitbedarf insge-
samt moglichst gering zu halten. Erfahrungsgemi8 ist das Einsparpotential
gerade dort am grofiten, wo auch die meiste Rechenzeit verbraucht wird.

Tatsédchlich ist der Rechenzeitbedarf in vielen Anwendungen der digita-
len Signalverarbeitung ein latentes Problem, dem man grundsitzlich auf
zwei Arten begegnen kann. Einerseits durch Optimierung der verwendeten
Algorithmen, als Softwareentwickler konnen wir hier unmittelbar Einfluf3
nehmen, andererseits durch die Verwendung einer entsprechend leistungs-
starken Hardwarebasis, wobei jedoch der Kostenrahmen des Projektes
meist enge Grenzen setzt. Es liegt in der Natur der Sache, dafl beide An-
sitze das Problem immer nur kurzzeitig entschérfen, aber nicht wirklich
dauerhaft 16sen kénnen, da sich mit den dann zusitzlichen Moglichkeiten
auch immer komplexere Aufgabenstellungen finden, die diesen Freiraum
schnell wieder aufzehren. Somit bleibt die Rechenzeitproblematik mit
grofer Sicherheit auch zukiinftig bestehen und jeder Entwickler ist gut
beraten, dies in seinem Projekt moglichst friihzeitig zu beriicksichtigen.

Viele Wege fiihren nach Rom. Und wahrscheinlich gibt es genauso viele
Berechnungsvarianten fiir die DFT einer Abtastfolge. Eine Variante, die
sogenannte Fast-Fourier-Transformation (FFT), hat sich jedoch einen ganz
besonderen Stellenwert innerhalb der digitalen Signalverarbeitung erobert.
Sie gehort ohne Zweifel zur ,, Konigsklasse® der Signalverarbeitungsalgo-
rithmen und ist wohl auch einer ihrer kompliziertesten Vertreter. Hiervon
sollte man sich aber nicht weiter beeindrucken lassen. Im Grunde ist alles
doch ganz einfach.

Wie wir zuvor gesehen haben, sind fiir die Berechnung einer DFT mit N
Abtastwerten N-N = N’ komplexe Multiplikationen notwendig. Man kann
sich leicht vorstellen, daB3 eine solche quadratische Abhingigkeit in An-
wendungen mit grofen Abtastraten Probleme schafft. In solchen Fillen hat
sich das Prinzip Teile-und-Herrsche (divide-and-conquer) bewihrt. Eine
aufwendige Berechnung wird in viele kleine Teilberechnungen zerlegt und
deren Teilergebnisse anschliefend zu einem Gesamtergebnis zusammen-
gefiihrt. Das sich dieses Vorgehen auch fiir eine schnellere Berechnung der
DFT eignet, wurde schon friihzeitig erkannt, lange bevor es iiberhaupt
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Computer gab. Aber erst die elektronische Rechentechnik hat dieser Idee
zum Durchbruch verholfen. Heute werden insbesondere die Arbeiten von
Danielson und Lanczos aus dem Jahre 1942, sowie von Cooley und Tukey
aus dem Jahre 1965 als Wiederentdeckung der FFT gesehen.

Um das Teile-und-Herrsche-Prinzip zu verdeutlichen betrachten wir zu-
nichst die diskrete Fouriertransformation. Diese 146t sich durch Zerlegung
in gerade und ungerade Abtastwerte wie folgt umschreiben:

N-1 _j27z'nk
X,=>xtk)-e "
k=0
N/2-1 _Jj2mn(2k) N/2-1 _Jj2mn(2k+1)
X,= > x2k)y-e N+ > xk+D-e ¥
k=0 k=0

N/2-1 _Jj27mnk N/2-1 _J27nk _Jj27mn
X,= Y x(2k)-e N2 4| > x(2k+1)-e V2 e N

n
k=0 k=0

Eine DFT der Linge N kann also auch aus zwei DFTs der halben Linge
berechnet werden, wenn man sie anschlieBend phasenrichtig addiert. Was
das bringt liegt auf der Hand. Anstelle einer N> Berechnung hat man es nur
noch mit 2-(N/2)-(N/2) = N*/2 Multiplikationen zu tun, was den Aufwand
glatt halbiert. Aber es kommt noch besser. Dieses Vorgehen 14t sich re-
kursiv fortfiihren, solange die verbleibenden Teilintervalle durch Zwei
teilbar sind. Theoretisch konnte man so weitermachen, bis man N DFTs
aus N Einzelwerten zu berechnen hat. Das Ergebnis wire dann der jeweili-
ge Wert selbst. In der Praxis hat es sich aber durchgesetzt zwei Abtastwer-
te fiir eine Minimal-DFT zu verwenden. So eine Minimal-DFT wird dann
als Butterfly bezeichnet.

Natiirlich dndert sich durch die fortlaufende Zerlegung in gerade und
ungerade Teilfolgen auch die Reihenfolge unserer urspriinglich zeitlich
geordneten Abtastwerte. Die Indizes sind nicht mehr aufsteigend sortiert,
sondern werden nach einem neuen Schema umgruppiert, wie das nachste-
hende Beispiel mit N = 8 Abtastwerten zeigt.

L x0 [ x@) [ x@ | x® [ x® | x6) | x©®) | x(D |
!
(X0 | x2 [ x@® | x© | [ xD [ x3 | x5 [ x(D |

[ X0 | x(4) | [ x(2) [ x(6) | L x(D) [ x(5) ] [ x3) [ x(D) ]
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Der erste Schritt zerlegt die acht Abtastwerte in zwei Teilfolgen mit je-
weils vier Werten. In einem zweiten Schritt werden diese nun ihrerseits
zerlegt und wir erhalten insgesamt vier Teilfolgen, bestehend aus je zwei
Werten. Dieser Vorgang ist an sich nicht weiter kompliziert. Sehr viel
schwieriger ist es allerdings die GesetzméBigkeit hinter der resultierenden
Neuordnung zu erkennen, zumindest solange wir die Indizes ausschlieBlich
als Dezimalzahlen betrachten. Im Dualsystem dagegen offenbart sich das
Muster sehr schnell. Der Index 1 (bindr 001) wird mit dem Index 4 (binir
100) getauscht, der Index 3 (bindr 011) mit der 6 (bindr 110), usw., was
gerade einer Bit-Umkehr (bit reversal) entspricht.

0 = (000) —  (000) = O
1 =  (001) —  (100) = 4
2 =  (010) —  (010) = 2
3 = (01) — (1100 = 6
4 = (1000 — (©01) = 1
5 = (101) — (101) = 5
6 = (1100 — (1) = 3
7 = A1y = a1y = 7

Mit Hilfe der Bit-Umkehr ist es also moglich, die oben beschriebene
Zerlegung in gerade und ungerade Teilfolgen nicht explizit durchfiihren zu
miissen, aber dennoch auf identisch angeordnete Abtastwerte zugreifen zu
konnen.

Wir erinnern uns, der urspriingliche Sinn der Zerlegung war es, mehrere
Teil-DFTs zu berechnen und diese dann zum richtigen Gesamtergebnis zu-
sammenzufiihren, um Aufwand zu sparen. Die Zusammenfiihrung ist aber
gerade die Umkehrung der oben vorgenommenen Zerlegung. Hierbei sind
zuerst vier 2-Punkte DFTs aus den Paaren x(0) und x(4), x(2) und x(6), x(1)
und x(5) und schlieBlich x(3) und x(7) zu bilden. Als Ergebnis erhalten wir
vier 2-Punkte Spektren, die nun ihrerseits als Eingangswerte fiir zwei
4-Punkte DFTs dienen. Die beiden resultierenden 4-Punkte Spektren werden
abschliefend noch einer 8-Punkte DFT unterzogen, und schon haben wir
unser Endergebnis. Zugegeben, die Interpretation der Zwischenergebnisse
als Spektren ist ein wenig problematisch, schaut man aber auf den Berech-
nungsaufwand, dann ist das Ergebnis beeindruckend. Fiir unsere N =8 Ab-
tastwerte sind demnach nur noch 4-2 + 2.4 + 1-8 =24 komplexe Multiplikati-
onen nétig, was doch ein ganz ordentliches Stiick besser ist als die 64 bei der
DFT. Allgemein sind mit dem hier vorgestellten FFT-Algorithmus N-log,(N)
Schritte erforderlich, gegeniiber N* Schritte bei der normalen DFT.

Neben der Zerlegung bzw. Neuordnung der Abtastwerte ist die phasen-
richtige Addition bei den Teil-DFTs die entscheidende Hiirde zum Erfolg.
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Wir wollen diese daher niher betrachten. In unserer nach geraden und
ungeraden Abtastwerten zerlegten Beispielberechnung der DFT taucht ein
zusitzlicher Faktor auf, der, abgesehen von der aktuellen Frequenz f, nur
von der Anzahl der Abtastwerte N abhingt. Eine solche komplexe Expo-
nentialfunktion bildet einen Drehzeiger (twiddle faktor) in der komplexen
Zahlenebene. Genau dieser Zeiger ist das fehlende Glied, das fiir die Pha-
senkorrektur unserer Teil-DFT verantwortlich ist.
A
wy=e ¥ (1.17)

Abb. 1.3. Drehzeiger fiir N=8

Die Zeiger liegen symmetrisch auf dem Einheitskreis (r = 1) und bilden
die N Einheitswurzeln. Fiir die Implementierung wird es etwas einfacher,
wenn man Gln. (1.17) unter Verwendung der trigonometrischen Funktio-
nen umschreibt, wobei der Index k alle Zeiger von 0 bis N —1 durchliuft:

2wk 2wk

k ..

Wy = COS| —— |+ jsin| —— (1.18)
" ( N j ! ( N ]

In dieser Form lassen sich Real- und Imaginirteil des Drehzeigers direkt
berechnen. Nutzt man seine Symmetrieeigenschaft, kann man zusitzlich
Berechnungsaufwand sparen.

Wy =W,

51
Wy = —Wg
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6 _ .2
Wg = —Wg

73
Wy = =Wy

Die Neuordnung der Abtastwerte und der eingefiihrte Drehzeiger er-
moglichen schlieflich das effektive Berechnungsschema der FFT.

x(0) > > > A(0)
w9 \/Q /Vg
x(4) Wl > > A(1)
2
W”‘ /
x(2) > w2 > > AQ2)
w9 w2
x(6) wl > w3 > > A(3)
w3
x(1) > > wi A4)
8
. v m
x(5) e > > A(5)
W2 8
W}‘ \
x(3) ’ w2 ‘ \8' A(6)
w3
X(7) W; > WZ g WSV A(7)

Abb. 1.4. Berechnungsschema fiir eine FFT mit 8 Abtastwerten
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Bei acht Abtastwerten vollzieht sich die Berechnung in drei Stufen. Die
Zusammenfiihrung der Pfeile stellt eine Addition dar, ein beistehender
Drehzeiger bedeutet eine Multiplikation mit dem entsprechenden Wert.
Verstindlicher wird es, wenn man einen einzelnen Butterfly betrachtet.

x(0)

A4

x(0) + w9-x(4)

x(4)

v

x(0) + wi-x(4)

Abb. 1.5. Berechnungsschema eines einzelnen Butterfly

Fiir das Arbeiten mit komplexen Zahlen benétigt man noch einen ent-
sprechenden Datentyp. Die Berechnungen selbst erfolgen dann jeweils
getrennt nach Realteil und Imaginirteil.

struct komplex

{

public double re;
public double im;

}

Echte MeBBwerte aus realen Prozessen sind immer reellwertig. In der
Regel werden sie auch als solche gespeichert und weiterverarbeitet (iibli-
cherweise noch mit Zeitstempel, physikalischer Einheit, usw.). Fiir die
FFT ist daher die vorherige Umwandlung in komplexe Daten erforderlich.

Auch wenn man bis zu diesem Punkt alles verstanden hat, die wohl
groBBte Schwierigkeit bei der Implementierung liegt ohne Zweifel darin,
das Berechnungsschema der FFT iiber eine geeignete Indizierung tatsidch-
lich umzusetzen. Hierzu fithren wir drei Hilfsvariablen ein. Die Variable
stufen bezeichnet die Anzahl der Berechnungsebenen im Schema und
ergibt sich aus dem dualen Logarithmus der Zahl der Abtastwerte (8 =2’
— drei Stufen). Mit sprung wird die notwendige Inkrementierung des
Indexes bezeichnet, um vom ersten Zweig des Butterflys zum zweiten
Zweig zu gelangen (=4 in der ersten Ebene: 0 — 4,2 — 6, 1 — 5 und
3 —7). Die Variable schritt stellt das notwendige Inkrement dar, um
vom ersten Zweig eines Butterflys zum ersten Zweig des nédchsten Butterf-
lys zu springen (=2 in der ersten Ebene: 0 — 2 und 1 — 3).
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class Spektrum

{

// komplexe Daten
public komplex[] data

public void FFT()

{

double
double
double
double
double
double
double
double

int i =

int j
int k

tempr
tempi
wreal
wimag
reall
imagl
real2
imag2
0;
0;
0;

int stufen
int sprung
int schritt
int element

//
//
//
//
//
//
//
//

]
O O O O O o o o

~

o~

Il
<0

|
O O O o

~.

// Bit-Umkehr

for (j=0;

{

if (§ < 1)

{

}

new komplex [Abtastwerte] ;

flir Tausch bei Bit-Umkehr
flir Tausch bei Bit-Umkehr
Drehfaktor (Realteil)
Drehfaktor (Imaginarteil)
Hilfsvariable
Hilfsvariable
Hilfsvariable
Hilfsvariable

j<Abtastwerte-1; j++)

datalj] .re;

data[j] .1
.re = datali] .re;
.im

k = Abtastwerte/2;

while (k <= 1)
{

i -= k;

k /= 2;

}

i += k;

}

m;

= datal[i] .im;
.re = tempr;
.im = tempi;
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stufen = (int) (Math.Logl0 ( (double)Abtastwerte) /

sprung

for

{

2;

// jede Iterationsstufe startet mit dem 1.

Math.LoglO ( (double)2)) ;

(1=0; i<stufen; i++)

element = 0;

for (j=Abtastwerte/sprung; j>=1; j--)

{

schritt =

for (k=0;

{

sprung/2;

k<schritt; k++)

// 1. Zwelg des Butterfly

wreal
wimag =

reall =

imagl =

Math.Cos (k*2.0*PI/sprung) ;
Math.Sln(k*2.0*PI/sprung),

data[element+k] .re +
(wreal*data[element+k+schritt]
wimag*data [element+k+schritt]
datal[element+k] .im +
(wreal*data[element+k+schritt]
wimag*data[element+k+schritt]

// 2. Zweig des Butterfly

wreal *=
wimag *=

real2 =

imag?

// Ergeb

-1.0;
=1L, (07

data[element+k] .re +

Wert

IE =
.im) ;

.im +
.re) ;

(wreal*data [element+k+schritt] .re
wimag*data[element+k+schritt] .im

data[element+k] .im +
(wreal*data[element+k+schritt]
wimag*data [element+k+schritt]

nisse ubernehemen

data[element+k] .re = reall;
data[element+k] .im = imagl;

data[element+k+schritt] .re
data[element+k+schritt] .im

}

real2;
imag?2;

element += sprung;

}

sprung *= 2;

.im +
.re) ;

) 5
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Wie schon bei der DFT unterscheidet sich die inverse FFT (IFFT) von
der FFT lediglich durch eine andere Normierung, bzw. Skalierung des
Ergebnisses. Unser urspriingliches Anliegen war es, Rechenzeit zu sparen.
Geht man allein nach der Anzahl der bendtigten Programmzeilen, dann
scheinen wir von diesem Ziel weiter entfernt als zuvor. Aber wer wird sich
schon von AuBerlichkeiten blenden lassen, was zihlt sind schlieBlich die
inneren Werte. Fiihrt man sich vor Augen, wie viele komplexe Multiplika-
tionen bei DFT bzw. FFT auszufiihren sind, wird schnell klar, welches
Verfahren die Nase vorn hat.

Ob sich die Einsparung an Rechenoperationen bei der FFT auch im
gleichen Mafle im Rechenzeitbedarf niederschlégt, 146t sich gut mit Hilfe
eines Benchmark-Tests {iberpriifen. Hierbei wird die Ausfiihrungszeit der
Algorithmen miteinander verglichen. Um den relativen Fehler klein zu
halten, wird pro Zeitmessung immer eine grofere Anzahl von Durchldufen
(z.B. 1000) ausgefiihrt. Wegen der Verwendung eines eigenen Datentyps,
wurde bei der FFT die Zuweisung der MeBwerte mit in die Testschleife
einbezogen. Genau genommen miite man noch deren Leerlaufzeit abzie-
hen, diese ist hier aber vernachléssigbar.

Tabelle 1.2. Anzahl der komplexen Multiplikationen bei DFT und FFT

N DFT FFT
2 4 2
4 16 8
8 64 24
16 256 64
32 1024 160
64 4096 384
128 16384 896
256 65536 2048
512 262144 4608
1024 1048576 10240

class Spektrum

{

public void Benchmark ()

{
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const int testzyklen = 1000;

DateTime start;
DateTime stop;

Console.WriteLine ("Benchmark DFT startet jetzt!");
start = DateTime.Now;

for (int j=0; j<testzyklen; j++)

{

DFT () ;

}

stop = DateTime.Now;

Console.WriteLine ("Dauer = {0}", stop-start);
Console.WriteLine () ;

Console.WriteLine ("Benchmark FFT startet jetzt!");
start = DateTime.Now;

for (int j=0; j<testzyklen; j++)

{

for (int k=0; k<Abtastwerte; k++)

{

datal[k] .re = x[k];
datalk] .im = 0;

}

FFT () ;

}

stop = DateTime.Now;

Console.WriteLine ("Dauer = {0}", stop-start);
Console.ReadLine () ;

Natiirlich sind die gemessenen Zeiten in erster Linie von der Leistungs-

fahigkeit des ausfiihrenden Computers abhingig. Eine normierte Darstel-
lung der Werte ist in solchen Féllen hilfreich.
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Tabelle 1.3. Gemessener Zeitbedarf von DFT und FFT (normiert)

N DFT FFT

2 1,3 1
4 5,7 2,6
8 24 7
16 94 18
32 355 44
64 1425 103
128 5703 242
256 22972 528
512 92551 1111
1024 371194 2778
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Abb. 1.6. Vergleich theoretischer und gemessener Zeitbedarf von DFT und FFT

Abbildung 1.6 zeigt die gute Ubereinstimmung von Theorie und Praxis
beim Rechenzeitbedarf beider Verfahren. Die Kurve fiir die FFT schmiegt
sich so dicht an die x-Achse an, da3 sie kaum sichtbar wird. Fiir kleine
Abtastraten ist der Unterschied weit weniger dramatisch. Tatséchlich gibt
es dort fiir die DFT noch erhebliches Einsparpotential, z. B. indem man die
zeitaufwendigen trigonometrischen Funktionsaufrufe fiir alle k direkt
durch ihren jeweiligen Wert ersetzt. Fiir hohere Abtastraten ist das aber
kaum praktikabel, so daB sich die FFT etwa fiir N > 16 lohnt.

Vom Ansatz her produzieren DFT und FFT identische Ergebnisse. Die
DFT berechnet die Frequenztransformierte einer diskreten Abtastfolge und
genau das gleiche macht auch die FFT. Eigentlich ist sie ja auch nur eine
(deutlich effizientere) Berechnungsvariante der DFT. Hierbei konnte man
es belassen, wenn da nicht die Zahlendarstellung im Computer mit ihrem
begrenzten Auflosungsvermogen wire. Da es nicht moglich ist alle reellen
Zahlenwerte in einem Rechner exakt abzubilden, geht jeder Berechnungs-
schritt mit einem gewissen Verlust an Prizision einher. Das Ergebnis der
FFT ist aus diesem Grund zumindest theoretisch niaher am ,,wahren Wert®,
da sich mit der geringeren Anzahl von Berechnungen auch weniger Run-
dungsfehler aufsummieren. In der Praxis diirfte sich dieser Unterschied
allerdings kaum bemerkbar machen. Wer es genauer wissen mochte, kann



