Digitale Signalverarbeitung 1



Hans W. Schiiller

Digitale Signalverarbeitung 1

Analyse diskreter Signale und Systeme

Bearbeitet von
Giinter Dehner, Rudolf Rabenstein und Peter Steffen

Fiinfte, neu bearbeitete und ergéinzte Auflage

@ Springer



Hans W. Schiif3ler
Universitit Erlangen-Niirnberg
Erlangen

Deutschland

ISBN 978-3-540-78250-6 e-ISBN 978-3-540-78251-3
DOI 10.1007/978-3-540-78251-3

Bibliografische Information der Deutschen Nationalbibliothek
Die Deutsche Nationalbibliothek verzeichnet diese Publikation in der Deutschen Nationalbibliografie;
detaillierte bibliografische Daten sind im Internet iiber http://dnb.d-nb.de abrufbar.

(© 2008 Springer-Verlag Berlin Heidelberg

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Die dadurch begriindeten Rechte, insbesondere die der
Ubersetzung, des Nachdrucks, des Vortrags, der Entnahme von Abbildungen und Tabellen, der Funk-
sendung, der Mikroverfilmung oder der Vervielfiltigung auf anderen Wegen und der Speicherung
in Datenverarbeitungsanlagen, bleiben, auch bei nur auszugsweiser Verwertung, vorbehalten. Eine
Vervielfiltigung dieses Werkes oder von Teilen dieses Werkes ist auch im Einzelfall nur in den
Grenzen der gesetzlichen Bestimmungen des Urheberrechtsgesetzes der Bundesrepublik Deutschland
vom 9. September 1965 in der jeweils geltenden Fassung zuldssig. Sie ist grundsitzlich vergiitungs-
pflichtig. Zuwiderhandlungen unterliegen den Strafbestimmungen des Urheberrechtsgesetzes.

Die Wiedergabe von Gebrauchsnamen, Handelsnamen, Warenbezeichnungen usw. in diesem Werk
berechtigt auch ohne besondere Kennzeichnung nicht zu der Annahme, dass solche Namen im Sinne der
Warenzeichen- und Markenschutz-Gesetzgebung als frei zu betrachten wiren und daher von jedermann
benutzt werden diirften.

Einbandgestaltung: eStudio Calamar S. L., F. Steinen-Broo, Girona, Spain

Gedruckt auf sdurefreiem Papier

987654321

springer.com



Vorwort

Vorwort zur 5. Auflage

In den Jahren seit dem Erscheinen der vierten Auflage dieses Buchs hat
sich die Digitale Signalverarbeitung von einem eigenstdndigen Forschungs-
gegenstand zur Basistechnologie fiir viele Anwendungen entwickelt. Dieser
Entwicklung folgend, setzt sich diese fiinfte Auflage das Ziel, die klassischen
Grundlagen der digitalen Signalverarbeitung mit einer umfangreichen Samm-
lung von algorithmischen Beispielen zu verbinden. Der Anfang dazu wurde
bereits in der vierten Auflage gelegt und ist hier von G. Dehner zu einer
vollstdndigen Programm-Bibliothek erweitert worden.

Dabei soll jedoch nicht etwa die Theorie der Signalverarbeitung hinter ei-
ner graphischen Oberfliche verborgen werden. Stattdessen ist jedes einzelne
Programm ein Lehrstiick fiir die praktische Implementierung der mathema-
tischen Beschreibung zeitdiskreter Signale und Systeme. Als Mittel zur Um-
setzung wurde die zum Industriestandard gewordene Programmierumgebung
MATLAB® gewihlt. Die im Text verwendeten Funktionen sind im Anhang
mit einer Kurzbeschreibung aufgefiithrt. Weiter werden Beispiele zur Erstel-
lung der angesprochenen Diagramme gezeigt. Die vollsténdige Beschreibung
der ergidnzenden Programm-Bibliothek und deren Quelltext stehen im Inter-
net zum Herunterladen bereit.

Fiir die umfangreiche Arbeit an den Textdateien und den zahlreichen
Zeichnungen gebiihrt Frau Sperk und Frau Koschny Dank. Ebenfalls sei dem
Verlag fiir die gute Zusammenarbeit gedankt.

Leider war es Herrn Prof. Dr. H. W. Schiifller, dem Autor dieses Buchs,
nicht mehr vergonnt, dieses Vorhaben bis zum Ende zu begleiten. Daher ist
diese Neuauflage auch seinem Andenken als Pionier der digitalen Signalver-
arbeitung gewidmet.

Erlangen, im Januar 2008

Giinter Dehner Rudolf Rabenstein Peter Steffen
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Vorwort zur 4. Auflage

Die hier vorgelegte vierte Auflage des ersten Teils der ,Digitalen Signal-
verarbeitung® ist eine stark erweiterte und vollig neu geschriebene Fassung
der Darstellung von 1988. Die sehr schnelle Entwicklung des Gebietes hat
eine Neubearbeitung erforderlich gemacht. Neben der vorhersehbaren Erwei-
terung der Anwendungsmoglichkeiten der Signalverarbeitung haben sich auch
in den Grundlagen neue Ergebnisse und geinderte Bewertungen ergeben, die
bei einer notig gewordenen Neuauflage zu berticksichtigen waren.

Die starke Steigerung des Interesses an diesem Gebiet wurde weiter-
hin durch die Fortschritte der Mikroelektronik sehr geférdert. Die verfiigba-
ren leistungsfihigen Signalprozessoren erleichtern wesentlich die ErschlieSung
neuer Anwendungen. Hinzu kamen die Verbesserung der Entwicklungswerk-
zeuge, der PCs und Arbeitsplatzrechner, deren Leistungsfihigkeit auf vielen
Gebieten sogar unmittelbar den Einsatz von Algorithmen der Signalverarbei-
tung in Realzeit gestattet. Dabei hat auch die Verwendung geeigneter Software
einen groflen Einflul. Es entstanden eine Reihe von allgemein verwendbaren
anwenderfreundlichen Interpretersprachen zur Ausfithrung von arithmetischen
Operationen, mit denen auch der Zugang zu den Methoden der Signalverar-
beitung wesentlich erleichert wurde. Sie werden inzwischen fiir sehr umfang-
reiche Aufgabenstellungen eingesetzt und fithren schnell zu Losungen. Wich-
tig ist, daf} sie im Zusammenhang mit der Lehre verwendet werden. Das gilt
selbstverstandlich fiir die Durchfiihrung studentischer Arbeiten, aber auch fiir
Ubungen zur Signalverarbeitung.

Zu erwihnen ist weiterhin, dafl in den letzten Jahren zu einigen grund-
legenden Aussagen und Fragestellungen ein weitergehendes Versténdnis und
neue Erkenntnisse erreicht worden sind. All dies ist in einer Neuauflage zu
beriicksichtigen, deren Fertigstellung noch vor Abschlufl der Arbeiten am be-
reits angekiindigten zweiten Band zweckméfig erschien.

Mit dem hier vorgelegten Buch wird eine weitgehende Darstellung der
Kenntnisse iiber die Analyse digitaler Signale und der Systeme zu ihrer Ver-
arbeitung angestrebt. Zugleich soll aber der Zugang zu dem Gebiet durch
einfache Beispiele und zahlreiche Bilder erleichtert und damit auch die Ver-
wendung des Buches in der Lehre und vor allem zum Selbststudium méglich
werden.

Inhaltlich haben sich gegeniiber der letzten Auflage die folgenden Ande-
rungen ergeben: Das Kapitel iiber die Analyse determinierter Signale wur-
de erginzt. Insbesondere wurde der Abschnitt {iber die Diskrete Fourier-
transformation durch die Behandlung der schnellen Algorithmen zu ihrer
Durchfiihrung vervollstdndigt. Stochastische Signale werden jetzt in einem ei-
genen Kapitel behandelt. Dabei wurde insbesondere eine Darstellung der ver-
schiedenen mefltechnischen Moglichkeiten zur Bestimmung von Schétzwerten
fiir die Kenngroflen der Prozesse aufgenommen.

Im 4. Kapitel iiber die Theorie allgemeiner, speziell linearer Systeme und
ihrer Eigenschaften im Zeit- und Frequenzbereich wurde insbesondere der Ab-
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schnitt iiber kausale und minimalphasige Systeme wesentlich erweitert; ein
neuer Abschnitt iiber Multiratensysteme wurde aufgenommen. Das 5. Kapitel
itber Systeme, die durch lineare Differenzengleichungen beschrieben werden,
wurde insbesondere in den Abschnitten iiber Stabilitat, den Frequenzgang und
iiber minimalphasige Systeme ergénzt. Ein neuer Unterabschnitt iiber passive
Systeme wurde aufgenommen, andere weitgehend iiberarbeitet.

Den Strukturen ist jetzt ein eigenes Kapitel gewidmet. Erweitert wur-
den die Abschnitte iiber Allpédsse, Systeme aus gekoppelten Allpédssen und
Leiterstrukturen; neu ist ein Abschnitt iiber Blockverarbeitung in rekursiven
Systemen.

Neu ist auch, dal an zahlreichen, geeignet erscheinenden Stellen beschrie-
ben wurde, wie die vorher erklirten Beziehungen mit Hilfe von Befehlen der
inzwischen viel verwendeten Interpretersprache MATLAB ausgewertet werden
konnen. Dort werden gegebenenfalls auch zusétzliche Programme fiir weite-
re Aufgaben in Kurzform angegeben. Damit wird die Behandlung auch von
numerisch anspruchsvollen Beispielen wesentlich erleichtert. Lehrerfahrungen
haben gezeigt, dafl auf diese Weise das Versténdnis auch komplizierter Zu-
sammenhénge schneller erreicht werden kann.

Der geplante zweite Band wird sich mit dem Entwurf digitaler Systeme
fiir unterschiedliche Aufgabenstellungen befassen sowie Realisierungsproble-
me unter Beriicksichtigung der Wortldngeneffekte behandeln. Es ist vorgese-
hen, auch dort Programme fiir die verschiedenen Entwurfsverfahren und die
Bestimmung der Eigenschaften realisierter Systeme anzugeben.

Das Buch basiert weitgehend auf Vorlesungen iiber Signalverarbeitung, die
seit vielen Jahren an der Universitidt Erlangen-Niirnberg gehalten werden, auf
Ergebnissen von Dissertationen und studentischen Arbeiten iiber Teilproble-
me sowie auf Erfahrungen mit rechnergestiitzten Ubungen zu dem Gebiet.

Bei der Uberarbeitung waren mir zu einzelnen Abschnitten der Rat und die
Hinweise der Herren Dr. Dittrich, Krauf3, Martin, Professor Mecklenbriuker,
Dr. Rabenstein und Reng sehr wichtig. Besonders erwidhnen méchte ich die
Hilfe von Dr. Steffen, der mir fiir das ganze Buch ein kritischer Gespréchspart-
ner war. Ein Teil der angegebenen zusétzlichen Programme stammt von den
Herren Heinle, Krauf, Schulist und Schwarz. Bei der miihevollen Arbeit des
Korrekturlesens haben mir insbesondere die Herren Kraufl und Dr. Steffen,
bei einzelnen Abschnitten die Herren Dr. Dittrich, Heinle, Martin und Dr. Ra-
benstein geholfen. Die Reinschrift des Textes und die Anfertigung der zahlrei-
chen Zeichnungen haben in bewihrter Weise Frau Bértsch, Frau Koschny und
Frau Sperk iibernommen. Thnen allen danke ich sehr. Mein Dank gilt weiter-
hin dem Springer-Verlag fiir die gute Zusammenarbeit und das Eingehen auf
meine Wiinsche.

Erlangen, im August 1994 H.W. Schiiller
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1

Einleitung

Die Aufgabe der digitalen Signalverarbeitung wird vordergriindig durch das
Wort selbst beschrieben: Es geht um die Verarbeitung von Signalen mit digi-
talen Verfahren. Aber die hier verwendeten Begriffe bediirfen zumindest einer
kurzen Erlduterung.

Ein Signal ist im allgemeinen eine physikalische Erscheinung, die zugleich
Tréger einer Nachricht ist. Nur in dieser Eigenschaft ist es fiir uns von Inter-
esse. Die Nachricht wiederum ist dadurch gekennzeichnet, dafl sie potentiell
geeignet ist, dem Empfianger einen Kenntniszuwachs zu bringen. Sie ist also
sicher nicht physikalischer Natur. Signale kénnen in unterschiedlichen Formen
vorliegen. Ein Bild oder ein gedruckter Text kann Nachrichten tragen, es kann
sich um einen Zeitvorgang handeln, z.B. die Schalldruckfunktion bei gespro-
chenen Worten oder das Ergebnis der Messung bei einem Experiment. Die
Verarbeitung des Signals bedeutet dann die Umsetzung in eine andere Form
derart, daf} die interessierende Nachricht fiir den Empfénger besser zugénglich
wird.

Eine solche Verarbeitung leistet z.B. der Mensch, der aus einem sehr kom-
plexen, von einer Vielzahl von Nebengeriduschen begleiteten Schallereignis eine
gesprochene Information zu entnehmen vermag. Derartige sehr beeindrucken-
de Beispiele fiir eine analoge Signalverarbeitung gibt es iiberall in der natiirli-
chen Umwelt. Aber auch in der Technik setzt man analoge Mittel ein, fiir
die kennzeichnend ist, dafl sie analoge Signalfunktionen, d.h. fiir alle Werte
der unabhéngigen Variablen definierte i.allg. kontinuierliche Funktionen zu
behandeln vermogen.

Entsprechend setzt die digitale Verarbeitung voraus, dafl die Signale in
Form von diskreten Werten bzw. Wertefolgen vorliegen, die als Zahlen oder
Symbole dargestellt werden. Das ist sicher dann der Fall, wenn die Informati-
on primér aus Zahlen besteht. Sollen dagegen Signalfunktionen mit digitalen
Mitteln verarbeitet werden, so ist offenbar zunichst die Umsetzung des ur-
spriinglichen analogen Signals v () in eine in der Regel dquidistante Folge von
Zahlenwerten v(k) = vg(t = kT') erforderlich, denn nur die kann das digitale
System dann mit einem fiir die vorliegende Aufgabe geeigneten Algorithmus
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KT
2\ v(k) [ Digital y(k)
vo(t) o—— A/D S'g'st‘;;f D/A o y,(t)
Abtastung Umsetzung Verarbeitung  Riickumsetzung

Abb. 1.1. Schema einer digitalen Signalverarbeitung

verarbeiten. Gegebenenfalls ist dann noch eine Umsetzung der Ausgangswerte
y(k) in ein wiederum analoges Signal yo(t) erforderlich (Bild 1.1). Das digita-
le System wird dabei z.B. mit einem Allzweckrechner zu realisieren sein, der
geeignet programmiert ist, oder mit einem auf die Aufgabe zugeschnittenen
speziellen Gerit.

Die digitale — oder in diesem Fall besser diskrete — Verarbeitung von
Signalen begann, als man anfing, Zusammenhénge zwischen kontinuierlichen
Funktionen durch die Untersuchung der Beziehungen zwischen diskreten Wer-
ten dieser Funktionen zu bestimmen. In dieser Weise haben z.B. die Astro-
nomen des 17. und 18. Jahrhunderts die Gesetze der Bewegung der Him-
melskorper gefunden. Dieses Vorgehen basierte auf der zun#chst intuitiven
Sicherheit, dafl es moglich sein muf, mit einer Folge von diskreten Zahlen ei-
ne kontinuierliche Funktion exakt zu erfassen, wenn diese Werte der Funktion
nur in hinreichend kleinen Absténden entnommen werden. Diese Annahme ist
z.B. auch die Basis fiir die numerischen Methoden zur Losung von Differen-
tialgleichungen. Generell sind die Zusammenhénge zwischen der numerischen
Mathematik und der digitalen Signalverarbeitung sehr eng. Verfahren zur nu-
merischen Differentiation, Integration oder Interpolation liefern ndherungs-
weise oder — unter bestimmten Voraussetzungen — exakt die Zahlenwerte
der jeweils gewiinschten Funktion als Losung einer Differenzengleichung, bei
der Abtastwerte der bekannten Eingangsfunktion verwendet werden. Damit
ist zugleich das Verarbeitungsschema gegeben. Dariiber hinaus liefert die Si-
gnalverarbeitung fiir diese Probleme auf der Basis variierter Kriterien andere
Losungen, die manchen Anwendungen besser angepafit sind. Wir kommen
weiter unten beim Beispiel der numerischen Differentiation darauf zuriick.

Signalfunktionen lassen sich bekanntlich nicht nur in der urspriinglichen
gegebenen Form, z.B. in ihrer Abhéngigkeit von der Zeit angeben. In vie-
len Fillen ist es zweckméifBig, eine dquivalente Beschreibung zu verwenden,
insbesondere in Gestalt des Spektrums, d.h. der Fouriertransformierten der
Funktion. Das gleiche gilt fiir Folgen, fiir die man ebenfalls eine dquivalente
spektrale Darstellung angeben kann. Wir werden diese Aufgabe ausfiihrlich
in Abschnitt 2.3 behandeln. Bild 1.2 zeigt als Beispiel das Spektrum einer
Rechteckfolge im Vergleich zu dem eines Rechteckimpulses. Offenbar gibt es
Verwandtschaften; wesentlich ist aber, dal man fiir die Folge v(k) ein peri-
odisches Spektrum erhilt im Gegensatz zu dem der Funktion wvg(t). Dieser
prinzipielle Unterschied der Spektren 1483t es zunéchst fraglich erscheinen, ob
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die Darstellung einer Funktion durch ihre Abtastwerte iiberhaupt moglich
ist. Die Voraussetzungen, unter denen aus den Abtastwerten die urspriingli-
che Funktion rekonstruiert werden kann, sind Gegenstand der Aussage des
Abtasttheorems, das wir in Abschn. 2.3.3 behandeln.

i0) . sin (n1) Q/2 |
Tv[kl:vo(t=kT) N1z |
’|0 Tnﬂ
. Q=wT
Viel®) \ }
A
P ; PN |
“n/2 n/2 VA N on
k —» 21T 0—>
n+1
inwt
Tvott) Voljw) = 2t - =91
1 th, ] T T,
Vo ljw) \
1) t) 0 /NS
t — ™ wty —>

Abb. 1.2. Rechteckfolge und Rechteckimpuls und ihre Spektren

Die periodische Spektralfunktion einer Folge 148t sich ihrerseits diskreti-
sieren. Unter bestimmten Voraussetzungen sind die dabei entstehenden Ab-
tastwerte im Spektralbereich zur angendherten Berechnung des Spektrums
der urspriinglichen kontinuierlichen Funktion geeignet. Das ist deshalb von
grofler praktischer Bedeutung, weil diese Folge von Spektralwerten mit sehr
effizienten Methoden, der sogenannten schnellen Fouriertransformation, aus
der Wertefolge im Zeitbereich berechnet werden kann. Damit wird die Be-
stimmung des Spektrums auch dann moglich, wenn die Fouriertransformation
nicht geschlossen durchgefiithrt werden kann. Wir werden im Abschn. 2.4.4
darauf eingehen.

Die Entwicklung der digitalen Signalverarbeitung wurde natiirlich sehr
stark von der Elektrotechnik her beeinflufit. Die dort im Zusammenhang mit
der Losung linearer Differentialgleichungen entwickelten Begriffe wie Impuls-
und Sprungantwort zur Beschreibung des Zeitverhaltens eines Systems so-
wie vor allem Ubertragungsfunktion und Frequenzgang zur Kennzeichnung
im Frequenzbereich lieflen sich leicht auf diskrete Systeme {ibertragen, die
durch lineare Differenzengleichungen beschrieben werden. Damit verbunden
war die Ubernahme vertrauter Aufgabenstellungen wie der Entwurf von Fil-
tern mit gewiinschtem Selektionsverhalten, aber auch die Moglichkeit, die
Eigenschaften von Verfahren der numerischen Mathematik in ungewohnter
Weise, namlich durch Angabe eines Frequenzgangs zu beschreiben. Bild 1.3a
zeigt ein einfaches System zur numerischen Differentiation, das durch
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y(k) = % [v(k) —v(k —1)] (1.0.1)

beschrieben wird. Das angegebene Blockschaltbild enthélt einen Speicher zur
Verzogerung eines Zahlenwerts um 7" = 1 sowie ein Element zur Subtraktion
von Zahlenwerten. Dargestellt sind zunéchst die Reaktionen ho(k) und h_1 (k)

auf den L k=0 ynd die 1 k=0
Impuls (k) = 0 k#0 Sprungfolge b= 0 k<.
a) b)
v(k) o T=1
B vo(t) o <+ oyy(t)
—~+——¥(K)
1e ‘
ho(k) ol 1 ho(t)
1 T’k—:. t—>

h_4(k) 1 h_1(t)
0 kK—> t—>
21
Q
HE™)| ‘ H(w)l
l 2sin Q/2
0 Q —» 0 0 w —>

Abb. 1.3. Systeme zur numerischen und exakten Differentiation und ihre Beschrei-
bung im Zeit- und Spektralbereich

Im Bild 1.3b sind zum Vergleich Impuls- und Sprungantwort eines ideali-
sierten kontinuierlichen Differenzierers angegeben. Bemerkenswert ist der Fre-
quenzgang des diskreten Systems. Entsprechend dem Vorgehen bei der kom-
plexen Wechselstromrechnung erhalten wir ihn, wenn wir in (1.0.1)
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v(k) = e7?F VK einsetzen (s. Abschn. 4.3). Nach elementarer Umformung folgt
02 o 2 ok iy . ik
y(k) = je7 % 2sin - 7 = H(e?%) - €78, (1.0.2)

Das Bild 1.3a zeigt | H (e/*?)|. Die mit wachsender Frequenz grofier werden-
den Abweichungen von dem Betragsfrequenzgang des idealen Differenzierers
ergeben sich, weil die Anndherung eines Differentialquotienten durch einen
Differenzenquotienten umso schlechter wird, je stérker sich die zu differenzie-
rende Funktion vg(t) zwischen den Abtastpunkten zu dndern vermag. Diese
sehr pauschale Aussage iiber eine Eigenschaft von vy (t) werden wir im Abschn.
2.3.2 genauer formulieren. Andererseits stellt sich hier die Aufgabe, einen Al-
gorithmus zur numerischen Differentiation zu entwickeln, in variierter Form.
Sie erscheint als Approximationsproblem im Frequenzbereich, bei dem der
Wunschfrequenzgang ;{2 durch den des zu entwerfenden Systems anzundhern
ist. Wir werden diese Aufgabe in Bd. II neben anderen aus der numerischen
Mathematik behandeln.

Als ein zweites Beispiel betrachten wir ein System, das durch die Differen-
zengleichung

ylk+1) = —co - y(k) + v(k) (1.0.3)

beschrieben wird (Bild 1.4a). Hier ergibt sich ein Wert der Ausgangsfolge y(k)
aus einer Linearkombination des vorher errechneten Ausgangswertes und ei-
nes Wertes der Eingangsfolge v(k). Das Blockschaltbild enthilt auler Speicher
und Addierer einen Baustein fiir die Multiplikation mit —cg. Durch schrittwei-
se Rechnung erhélt man hier bei Impulserregung die exponentielle Ausgangs-
folge ho(k) = (—co)*~!, k > 1. Das kontinuierliche Pendant ist ein RC-Glied,
fiir das die Differentialgleichung

!

5(8) = oz [=90(0) + o 0] (104)

gilt.Das Bild 1.4b zeigt wieder Impuls- und Sprungantworten beider Systeme
sowie die Frequenzgénge.

Abgesehen von einer Verschiebung um einen Schritt stimmen die ho(k)
mit den Abtastwerten der Impulsantwort hg(7) des RC-Gliedes iiberein, wenn
man ¢y und 7" geeignet wihlt. Entsprechendes gilt, bis auf eine multiplikative
Konstante, fiir die Sprungantworten. Wesentliche Unterschiede zeigen sich da-
gegen im Frequenzgang, fiir den wir beim diskreten System, wie schon vorher
bei der numerischen Differentiation, eine periodische Funktion erhalten.

Die Bestimmung der das Verhalten diskreter Systeme beschreibenden
Groflen werden wir im 4. und 5. Kap. ausfiihrlich behandeln. Die hier vor-
gestellten Beispiele sollten lediglich die engen Verwandtschaften, aber auch
die Unterschiede zwischen diskreten und kontinuierlichen Systemen zeigen.
Ausfiihrlicher werden diese Beziehungen z.B. in [1.1] dargestellt. Sie sind die
Basis fiir die Anwendung der Signalverarbeitung bei der Simulation analo-
ger Schaltungen auf dem Digitalrechner, mit der eine Analyse des Verhaltens
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b
) R
T o y(k) o—:’TQ
V Vot l c lyom
-cq ylk) /N
N
! hotkl = f-cg) 1, k 21 TR RC-hy(7)= &7, 720
cU:-O,B T=1/RC

holk) RC-hy(T)
01 5 k— 10 0 1 7—» 2
1-{-cq)
h_y(k) = Teco , k20 h_y(1) = 1-¢"7, 720
5+—-————— = — — — — T+~ ——-
T T 05
h_y (k)
h_y(7)
0 17— 2
14 i S R
[HliwRe)] | 1+ijc|

T 0.5r

[H(jwRC)|

0 wRC —»

Abb. 1.4. Diskretes und kontinuierliches System erster Ordnung. Das Verhalten
der Systeme im Zeit- und Frequenzbereich

erfolgen und eine optimale Dimensionierung vor einer Realisierung als kon-
tinuierliches System gefunden werden kann. Aufgabenstellungen dieser Art
bestimmten in den 50er und 60er Jahren zunéchst die Entwicklung der digi-
talen Signalverarbeitung [1.2].

Der technologische Fortschritt hat hier inzwischen zu einer wesentlichen
Anderung gefiihrt. Digitale Systeme werden jetzt an Stelle von analogen un-
mittelbar fiir die permanente Signalverarbeitung in Realzeit verwendet. Wich-
tiger ist aber noch, dafl auch komplizierte Algorithmen ausgefithrt werden
konnen, die einer analogen Realisierung gar nicht oder nur sehr eingeschrankt
zuganglich sind. Das gilt z.B. fiir adaptive Verfahren, wie sie bei der Daten-
iibertragung oder der Sprachkodierung erforderlich sind. Verfahren der digi-



1 Einleitung 7

talen Signalverarbeitung wurden damit auch in Bereichen der Konsumelek-
tronik eingesetzt. Sie haben inzwischen z.B. mit der Compact Disc oder beim
Mobilfunk weite Verbreitung gefunden.

Die Anwendungsmoglichkeiten gehen aber inzwischen weit iiber den Be-
reich der Nachrichtentechnik hinaus. Der Einsatz von Signalverarbeitungsme-
thoden in der Steuer- und Regelungstechnik oder bei Aufgaben der Energie-
und Medizintechnik wiichst sehr schnell. Thre Verwendung bei mefitechnischen
Aufgaben in allen naturwissenschaftlichen Gebieten ist heute selbstverstind-
lich, meistens allerdings ohne Bezug auf den Zusammenhang mit den hier zu
behandelnden allgemeinen Aussagen.

Wir stellen die Moglichkeiten zur Realisierung digitaler Systeme zusam-
men, nennen aus heutiger Sicht ihre Vor- und Nachteile und die wichtigsten
Anwendungen.

1. Allzweck-Digitalrechner sind vor allem als PC’s und Arbeitsplatzrechner
allgemein verfiigbar. Sie bieten volle Flexibilitéat und gestatten die Behandlung
von Aufgaben der Signalverarbeitung nach minimaler Vorbereitungszeit, ins-
besondere bei Verwendung geeigneter Programmsysteme wie MATLAB. Sie
sind ein hervorragendes Werkzeug fiir die Entwicklung und Erprobung von
Algorithmen. Thr permanenter Einsatz fiir Realzeitaufgaben ist schon wegen
der vergleichweise geringen Geschwindigkeit i.allg. nicht sinnvoll.

2. Mikroprozessoren handelsiiblicher Art (Reduced Instruction-Set Com-
puter) sind in ihrer Architektur nicht speziell auf Aufgaben der Signalverarbei-
tung zugeschnitten. Sie bieten aber eine hohe Flexibilitdt bei niedrigem Preis
und lassen sich fiir eine Vielzahl von Realzeitaufgaben mit entsprechenden
Geschwindigkeitsanforderungen permanent verwenden.

3. Unuverselle integrierte Signalprozessoren mit Festkomma- oder Gleit-
kommaarithmetik haben eine den Algorithmen der Signalverarbeitung ange-
paite Struktur. Insbesondere gestatten sie eine interne Parallelverarbeitung
durch unabhéngige Arithmetik- und Steuereinheiten und entsprechend meh-
rere Speicherbereiche und Busse. Es ist bemerkenswert, dafl z.B. die Zeit fiir
die Ausfithrung einer schnellen Fouriertransformation in den letzten Jahren
durch technologische Verbesserungen um den Faktor 4, durch zweckméafige
Verénderungen der Struktur um den Faktor 10 reduziert werden konnte. Inte-
grierte Signalprozessoren sind auf Mikroebene programmierbar. Sie werden fiir
Signalverarbeitungsaufgaben in Realzeit zumindest bei kleiner und mittlerer
Stiickzahl der Geréte eingesetzt.

4. Spezielle integrierte Systeme sind Bausteine, die fiir eine bestimmte Auf-
gabe entwickelt werden und diese optimal, d.h. mit minimalem Aufwand l6sen
konnen. Sie sind das geeignete Werkzeug fiir die Ausfithrung eines festgeleg-
ten Algorithmus in einer groflen Zahl identischer Geréte. Z.B. wurden sie fiir
Compact-Disc Spieler und den Mobilfunk entwickelt.

Wir betrachten eine bei jedem mit digitalen Bausteinen realisierten Gerét
auftretende Erscheinung. Wie stets bei natur- und ingenieurwissenschaftli-
chen Problemen geht auch die Analyse und Synthese von Systemen der Si-
gnalverarbeitung zunéchst nicht von der Realitdt, sondern zur Erleichterung
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der Aufgabe von einer modellhaften Beschreibung aus, die zwangslidufig nur
approximativen Charakter haben kann. Bei digitalen Systemen bedeutet das
insbesondere, dafl wir alle auftretenden Werte als Elemente der Menge der re-
ellen bzw. komplexen Zahlen behandeln. In einem realen Rechenwerk kénnen
aber immer nur endlich viele verschiedene Zahlen dargestellt und verarbeitet
werden, die ein ganzzahliges Vielfaches einer Quantisierungsstufe @) sind. Das
hat u.a. zur Folge, dafl das Ergebnis einer Multiplikation in der Regel z.B.
durch Rundung in eine im Gerét darstellbare Zahl der Form AQ iiberfiihrt
wird, wobei A eine ganze Zahl innerhalb eines eingeschrinkten Bereichs ist.
Damit wird das urspriinglich zur Losung einer linearen Differenzengleichung
realisierte System zwangsldufig nichtlinear. Wir erldutern die entstehende Ab-
weichung vom Verhalten des linearen Modells am Beispiel des durch (1.0.3)
beschriebenen Systems erster Ordnung. Die Anordnung von Bild 1.4a ist durch
einen Block zu ergéinzen, der die Rundung des Multiplikationsergebnisses vor-
nimmt (s. Bild 1.5). Alle auftretenden Folgen sind jetzt quantisiert. Wir neh-

men nun an, dafl cg = —(1 — 27°) ist und eine Erregung mit
276 k>0
(k) =
0 k<0

T ——e—[yKlq

R f——C
Feor(ile

Abb. 1.5. Diskretes System erster Ordnung mit quantisierten Variablen

erfolgt. Bild 1.6 zeigt den Verlauf der Folge y(k) des linearen Modellsystems,
wobei zur Vereinfachung der Darstellung eine stetige Kurve gezeichnet wurde,
die fiir ganzzahlige Werte des Arguments k& die Werte y(k) annimmt. Fiir
unterschiedliche Quantisierungsstufen Q wurden dariiber hinaus die sich unter
dem Einfluf der Rundung ergebenden Folgen [y(k)]q dargestellt, wieder in
Form entsprechender stetiger Funktionen, die jetzt als Polygonzug erscheinen.
Die sich ergebende starke Abweichung von y(k) kann aber offenbar durch
Verkleinerung von @ so klein gemacht werden, daf sie tolerierbar ist.

Die hier an einem einfachen Beispiel demonstrierte Beziehung zwischen
dem Verhalten des linearen Systems und dem seiner digitalen Realisierung lif3t
sich verallgemeinern. Man kann mit dem linearen Modell sowohl bei der Ana-
lyse wie bei dem Entwurf eines Systems mit vorgeschriebenen Eigenschaften
arbeiten, wenn man Verfahren zur Abschitzung des durch die Quantisierung
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Abb. 1.6. Sprungantworten eines realen Systems erster Ordnung mit ¢co = —(1 —

27%) bei verschiedenen Quantisierungstufen

entstehenden Fehlers hat. Solche Methoden lassen sich entwickeln, wobei er-
neut eine modellhafte Beschreibung, in diesem Fall einer einzigen Fehlerquelle
erforderlich ist. Sie wird im Abschn. 3.5 behandelt, wéhrend die Untersuchung
der sich insgesamt ergebenden Effekte und Mafinahmen zu ihrer Minimierung
Gegenstand von Band IT ist.

Abschlieflend behandeln wir die Vor- und Nachteile von digitalen Systemen
im Vergleich zu analogen. Wir beziehen uns dabei im digitalen Fall auf die
Verarbeitung von Signalen, die primér bereits in diskreter Form vorliegen,
lassen also zunéchst die bei der Behandlung kontinuierlicher Signale zusétzlich
notige Umsetzung aufer acht.

Die oben im Beispiel gezeigte prinzipielle Beschrankung auf eine endliche
Anzahl von Signalwerten fiihrt zwar zu dem demonstrierten systemimmanen-
ten Quantisierungsfehler, ist aber auch der Grund fiir wesentliche Vorteile der
Digitaltechnik:

1. Fehlerakkumulation: Wegen der Darstellung der quantisierten Werte
durch bindre Elemente bleiben Fehler bis zur halben Impulshéhe ohne Einfluf.
Auf diese Weise wird die bei analogen Systemen unvermeidliche Akkumulation
von Storeffekten bei sequentiellen Verarbeitungsschritten vermieden. Dagegen
konnen im digitalen Fall praktisch beliebig viele derartige Operationen nach-
einander ausgefiithrt werden.

2. Genauigkeit und Dynamik: Durch Wahl einer hinreichend kleinen Quan-
tisierungsstufe bzw. einer entsprechend grofien Wortlénge fiir Variable und Ko-
effizienten 148t sich die erreichte Genauigkeit allen Anforderungen anpassen.
Die Wortlénge der Variablen bestimmt dann zugleich die Dynamik, die noti-
genfalls noch mit einem Ubergang von Festkomma- zur Gleitkommaarithmetik
im notwendigen Umfang gesteigert werden kann. Der erforderliche Aufwand
wéchst in etwa proportional zur Wortlénge.

Im kontinuierlichen Fall ist die Genauigkeit der Variablen durch das Rau-
schen begrenzt. Ebenso ist die Komponentengenauigkeit prinzipiell einge-
schrinkt, wobei der erreichbare relative Fehler bei etwa 10~* liegt. Der dafiir
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erforderliche Aufwand steigt stark iiberproportional mit der geforderten Ge-
nauigkeit. Auch die Aussteuerung und damit die Dynamik ist in analogen
Systemen prinzipiell begrenzt.

3. Fertigungstoleranz. Bei der Serienproduktion kontinuierlicher Systeme
spielt die Frage der Bauelementetoleranzen eine grofie Rolle. Der Bau iden-
tischer Systeme ist nur sehr bedingt und nur innerhalb der begrenzten Ab-
gleichgenauigkeit moglich.

Im digitalen Fall erfordert der Aufbau identischer Systeme lediglich die
Verwendung iibereinstimmender Programme und Koeffizientensitze.

4. Temperaturgang, zeitliche Konstanz. Die Temperaturabhédngigkeit und
die durch Alterung bedingte zeitliche Inkonstanz der Bauelemente fiithren bei
kontinuierlichen Systemen zu wesentlich héheren Schwierigkeiten als bei digi-
talen.

5. Multipleztechnik. Die Mehrfachausnutzung eines kontinuierlichen Sy-
stems in einem Zeitmultiplex ist nicht moglich. Falls die Schaltkreistechnik
eine im Vergleich zur Taktzeit hinreichend kurze Operationszeit zulafit, kann
man dagegen ein digitales System im Zeitmultiplex einsetzen.

6. Kodierung: Nur im digitalen Fall gibt es die M&glichkeit zur Kodierung,
mit der die Redundanz des Signals vermindert, der Einflufl von Stérungen
reduziert, aber auch eine Verschliisselung der Information erreicht werden
kann.

7. Spezielle Systemeigenschaften: Eine Reihe von speziellen Anforderun-
gen lassen sich mit digitalen Systemen exakt bzw. ohne prinzipielle Probleme
realisieren. Hierzu gehoren streng linearphasige Frequenzgéinge, Verarbeitung
komplexer sowie mehrdimensionaler Signale und die Ausfiihrung auch kom-
plizierter Algorithmen. Wichtig ist aber vor allem die einfache Variablilitét
digitaler Systeme und die Moglichkeit der Adaption an sich &ndernde Signale
und Anforderungen. Mit analogen Systemen lassen sich derartige Eigenschaf-
ten hochstens ndherungsweise bzw. nur im eingeschrinkten Mafle realisieren.

Die beschriebenen Vorteile fiihrten dazu, dafl die technologische Entwick-
lung sich auf die Schaffung immer effizienterer digitaler Bausteine konzen-
triert hat, wobei Verarbeitungsgeschwindigkeit und Speicherfidhigkeit stindig
zunehmen, wihrend zugleich die erforderlichen Abmessungen und der Preis
reduziert werden konnten. Ein Ende der Entwicklung ist nicht abzusehen.

Beziiglich des Signalfrequenzbereiches gibt es Unterschiede, die sich par-
tiell zugunsten analoger Systeme auswirken. Die Bandbreite von Signalen,
die sich analog verarbeiten lassen, liegt zur Zeit noch erheblich iiber der fiir
digitale Systeme, die bei hinreichend hohem Aufwand fiir die Verarbeitung
von Signalen mit einer Bandbreite von einigen zig MHz eingesetzt werden
konnen. Andererseits lassen sich mit digitalen Mitteln Signale im extrem tie-
fen Frequenzbereich verarbeiten. Analoge Schaltungen sind dort nur bedingt
einsetzbar.

Der Vergleich ist insbesondere beziiglich der Genauigkeit zu modifizieren,
wenn ein kontinuierliches Signal vg(t) zu verarbeiten ist, das zunéchst mit
einer A/D-Umsetzung in die zeit- und wertdiskrete Version
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[v(k)le = [vo(t = KT)lq

iiberfithrt werden mufl. Das bedeutet neben dem erhohten Aufwand einen
zusétzlichen Quantisierungsfehler, der aber im Gegensatz zu dem im Inne-
ren des Gerits nicht beliebig klein gemacht werden kann, weil die in einem
Analog-Digital Umsetzer erforderlichen analogen Bauelemente sich stets nur
mit beschrankter Genauigkeit herstellen lassen. Hier gibt es eine prinzipielle
Grenze, der man sich auch nur mit stark {iberproportional steigendem Auf-
wand niihern kann (s. die obigen Anmerkungen zum Genauigkeitsvergleich).
Die im Umsetzer erreichbare Wortldnge fehlerfreier Werte héngt dabei noch
wesentlich von der Abtastfrequenz f, = 1/T ab. Die Modellierung des Quan-
tisierungsfehlers, die fiir eine Vorausberechnung seines Einflusses notig ist,
wird in Abschn. 3.5 behandelt. Es erweist sich, dafl die mit den Umsetzern
technisch erreichbare Genauigkeit fiir praktische Anwendungen in der Regel
ausreicht. Im tibrigen ist auch hier die Entwicklung sehr im Fluf.

Wir haben bereits mehrfach festgestellt, daf3 die Eigenschaften diskreter
Signale und ihrer Beziehungen zu entsprechenden Funktionen einer kontinu-
ierlichen Variablen einer eingehenden Untersuchung bediirfen. Dieser Aufgabe
ist das néchste Kapitel gewidmet.
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Diskrete determinierte Signale

2.1 Einfiihrung

Wir beschéftigen uns in diesem Kapitel mit Wertefolgen, fiir die wir ohne
Einschrankung der Allgemeingiiltigkeit die fiir die Eingangsfolge eingefiihrte
Bezeichnung v(k) verwenden. Hier ist k eine in der Regel normierte, diskrete
und ganzzahlige Variable. Sie wird meist als Zeitvariable interpretiert, doch
kann die Folge v(k) beispielsweise auch durch zeilenweise Abtastung eines
Bildes entstanden sein, sich also als Abbildung eines urspriinglich zweidimen-
sionalen Wertevorrats ergeben haben. Fiir v(k) lassen wir beliebige komplexe
Werte zu. Es ist daher

v(k) = {oyv(=1),0(0),0(1),..}, v(k)eC, VkeZ (2.1.1)

Wir kénnen annehmen, dafi die Werte v(k) durch Abtastung einer fast {iberall
stetigen Funktion vg(t) in den Punkten ¢ = kT entstanden sind, derart, dafl
v(k) = vo(t = kT) ist. Falls vg(t) im Abtastpunkt unstetig ist, verwenden wir
in der Regel den Grenzwert von rechts fiir v(k). Dieser Abtastvorgang wird
durch Bild 2.1 veranschaulicht, in dem auch v(k) als eine Folge von Impul-
sen dargestellt ist. Ein derartiger Bezug zu Funktionen einer kontinuierlichen
Variablen ist aber nicht zwingend erforderlich.

kT

vglt) o o Vo lkT) =: vik)
1
v(k]T
Vo(t) Kk

—9—— o
ST s 17

Abb. 2.1. Folge v(k) als Ergebnis der Abtastung einer Funktion vg(t) bei t = kT
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Es ist zweckméflig, Normen fiir die betrachteten Folgen einzufithren und
sie auf dieser Basis in Klassen einzuteilen. Man nennt

oo 1/p
lo(B)llp = l > v(k)l”] (2.1.2)

k=—o00

die I,-Norm der Folge v(k). Dann bezeichnen wir mit {,, die Menge aller Folgen,
fiir die die l,-Norm beschrankt ist. Hier interessieren insbesondere die Fille
p =1 und p = 2. Ist eine Folge absolut summierbar, gilt also

lo(B)[]r = |v(k)] < M < o0, (2.1.3a)
k

so ist v(k) € l;. Entsprechend ist Iy die Menge aller Folgen, fiir die das Be-
tragsquadrat der v(k) summierbar ist. Fiir v(k) € lz ist damit

o)1 =" |v(k)]* < My < oo (2.1.3b)
k

Hier sprechen wir unter Ubertragung entsprechender Begriffe bei Funktionen
von Signalen beschrinkter Energie. Ist v(k) € I1, so gilt auch v(k) € l3.} Das
folgt fiir eine aus wenigstens zwei nicht verschwindenden Gliedern bestehende
Folge unmittelbar aus

lo(R)II3 =D lo(k)* < lz v(’f)l] = lo(®)]f3. (2.1.3¢)
k k

Die Aussage ist aber nicht umkehrbar, aus v(k) € I3 folgt also nicht v(k) € Iy,
wie das Beispiel v(k) = 1/k, k € N zeigt.

Notwendig fiir die Summierbarkeit von |v(k)| und |v(k)|? ist sicher, daf}
|v(k)| beschrankt ist. Diese Bedingung ist auch hinreichend, wenn v(k) nur
fiir endlich viele Werte der Variablen k£ von Null verschieden sein kann. Inter-
essanter ist der Fall einer zeitlich nicht begrenzten Folge v(k). Ist die Folge
nicht absolut summierbar, ist also v(k) ¢ 1, so existiert gegebenenfalls der
Mittelwert der Betrage

+K

- ] 1
Entsprechendes gilt fiir die mittlere Leistung
1 K
2. 2: 2
‘U(k)| N I(ll_ril)o 2K + 1 — |’U(k>‘ ) (2‘1'5)

! Hier liegt ein Unterschied zur Klassifizierung von Funktionen vor. Ist |vg(t)| inte-
grabel, so folgt nicht die Integrabilitit von |vo(¢)[*.
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deren Bezeichnung wieder von dem gleichen Begriff bei Funktionen iibernom-
men wurde.

In diesem Kapitel werden wir uns mit determinierten Folgen v(k) befassen,
die in ihrer Abhingigkeit von k entweder durch einen funktionalen Zusammen-
hang oder als Folge von Zahlenwerten bekannt sind. Im néchsten Abschnitt
behandeln wir zunéchst ihre Beschreibung im Zeitbereich.

2.2 Betrachtung im Zeitbereich

Wir fithren drei haufig benotigte Testfolgen ein, die in Bild 2.2 veranschaulicht
sind:

Impuls (Bild 2.2a)

Lk=0
v(k) = 0(k) = (2.2.1)
0,k #0.
Sprungfolge (Bild 2.2b)
1,k>0
v(k) =v-1(k) :== (2.2.2)
0, k < 0.
Exponentialfolge (Bild 2.2c)
v(k)=Vz*, VkeZ; V,zeC, (2.2.3)

mit V = 9e’¥ als komplexer Amplitude und z = €7, wobei sT' = o,, + j{2 die
normierte komplexe Frequenz ist.
Offenbar gilt fiir die Beziehungen zwischen Impuls- und Sprungfolge

Yo(k) = y-1(k) —v-1(k = 1), (2.2.4a)
k )

yo1(k) = D oK) =D 0k — k). (2.2.4b)
K=—00 k=0

Es lassen sich aber auch beliebige Folgen mit Hilfe geeigneter Linearkombina-
tionen von gegeneinander verschobenen Impulsen oder Sprungfolgen darstel-

len. Man erhélt
“+o0

v(k) = Z v(k) Yok — K) (2.2.5a)

KR=—00

und mit

Av(k) =v(k) —v(k—1)
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k o]
v(k) = Z Av(k) = Z Av(k) - y-1(k — K). (2.2.5Db)

K=—00 R=—00

In (2.2.3) sind als Spezialfille die reelle Exponentialfolge
v(k) =v(0)-pF, VkeZ, o=e" (2.2.6)
(s. Bild 2.2d) sowie fiir z = ¢/ die sinusférmige Folge enthalten, die z.B. als
v(k) = Re{Vel "} = tcos(Rk + ), [2]<m (2.2.7a)

geschrieben werden kann. Bemerkenswert ist, dafl die Folge (2.2.7a) nur dann
periodisch mit der Periode kg ist, wenn mit k1 € N

Q:ﬁ%, 0 <k <ko
ko
ist (s. Bild 2.2e). Dabei stimmen nur im Fall k; = 1 die Perioden der Folge
und der entsprechenden kontinuierlichen Sinusfunktion iiberein.

Wir untersuchen, zu welchen der im letzten Abschnitt definierten Klassen
die Testfolgen gehoren. Offenbar ist yo(k) € Iy,ly aber y_1(k) & U, ls.
Dagegen ist vy_1 (k) = =~2,(k) = 1/2. Die Exponentialfolge (2.2.3) gehort
fiir |z] = 0 # 1 zu keiner der oben eingefithrten Klassen. Ist o = 1, so ist die
mittlere Leistung

[v(k)|2 = [v(0)]? = o°. (2.2.8)
Wir berechnen ihren Wert auch fiir die sinusférmige Folge (2.2.7a). Es ist
e RN
0%cos?(2k + @) = 5 1+ KlgnOO Y] ZKCOS 2k2+ )| .

Unabhéngig davon, ob die Folge periodisch ist oder nicht, also fiir beliebige
£2 mit |2 < m, ergibt sich aus

+K .
_sinCK+1)02
Z cos2(k2 + ) = —mn s 2p (2.2.92)
-K
LoSmEE+De @ 0, £#0
im — cos2p =
K—oo (2K +1)2 sin{? c0s 20, 2 =0
und damit
{)2
—, N+£0
8%cos2(Qk + ) = { 2 (2.2.9b)

Mit MATLAB lassen sich zeitlich auf das Intervall & = ki(1)k2 begrenzte
funktional beschriebene Folgen in einfacher Weise erzeugen und bildlich darstellen.
Z.B. erhilt man das Bild 2.2¢ fiir v(k) = V2" mit



a)

b)

c)

vik) = (K}

2.2 Betrachtung im Zeitbereich

v(k)T 1
V(k) = ’}’0 (k)
——o—9¢—90o—9¢o —0o 0o 0
-1 0 1 5 -
¢
V(k)T
—>
3
vik) = V.z¥
z=11-e j0.82 _ e0,095§j0,82
V=1

d)

eaananall

vik) = v(0) p*
vio) =1, p=11

—>

Re{v(k)}

e

40 5 —= 9
v(k) = ¥ cos (Qk+p)

Abb. 2.2. Testfolgen
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k=-3:10; z=1.1xexp(j*0.82); V=1;
v=V*z. k;
axis(’square’); plot(v,’--0’); grid on;
Hier beschreibt ."k die Potenzierung von z mit den Elementen des Vektors k.
Das Programm wird in einem Ubungsbeispiel im Anhang, Abschn. 7.1.7 niher
erldutert. °

Methoden zur Erzeugung potentiell zeitlich unbegrenzter determinierter
Folgen werden wir insbesondere am Beispiel der Sinusfolge im Band II behan-
deln. Hier beschrinken wir uns auf die Zusammenhéinge bei der Gewinnung
einer sinusférmigen Folge (2.2.7a) durch Abtastung einer sinusférmigen Funk-
tion. Offenbar ist

v cos(2k + ) = vcos[(2+ - 2m)k + ], (2.2.10a)
wobei ¢ € Z. Das bedeutet, daf} alle Funktionen
vo(t) = 0 cos(wt + @) (2.2.10Db)
mit den Frequenzen
w=w=R+L-2m))T =(wo+{-w,), LETL (2.2.10¢)

dieselbe Wertefolge 0 cos(2k + ) liefern. Hier ist
wa = 21/ T (2.2.10d)

die Abtastkreisfrequenz und wo = 2/T.
Bild 2.3 veranschaulicht den Zusammenhang fiir 2 = 47/9, ¢ = 27/9 und
{=0,-1,41 (vergl. Bild 2.2e). Nur fiir
We T
L — 2.2.10
o < 22 = 7 (22.100)
ist wy = wp (s. Bilder 2.8 und 2.9 in Abschn. 2.3.2). Die hier beobachtete
Mehrdeutigkeit in der Beziehung zwischen einer Wertefolge und Funktionen,
aus deren Abtastung sie entstanden sein kann, werden wir noch mehrfach
behandeln.

2.3 Betrachtung im Frequenzbereich

Im letzten Abschnitt haben wir eine beliebige Wertefolge durch eine Uberlage-
rung von gegeneinander verschobenen gewichteten Impulsen oder Sprungfol-
gen angegeben. Eine andere Darstellung, bei der wir die Folge als eine Summe
geeignet gewahlter Exponentialfolgen ausdriicken, ist von besonderem Inter-
esse. Wie bei der entsprechenden Betrachtung kontinuierlicher Funktionen
werden wir dabei bekanntlich auf eine Transformation der urspriinglich im
Zeitbereich gegebenen Folge in den Frequenzbereich gefithrt. Wir beginnen
die Betrachtung mit einer Untersuchung periodischer Folgen.



2.3 Betrachtung im Frequenzbereich 19

\/'
/T —»

- -

.......... L= -1 o o Werte vik)

Abb. 2.3. Sinusférmige Folge v(k ) = v cos(£2k + ) als Ergebnis der Abtastung
sinusformiger Funktionen voe(t) = 0 cos(wet + ) mit we = sign {€} (wo + £ - wa),
wo = )T ,wq =27)T

2.3.1 Periodische Folgen

Gegeben sei eine in k periodische Folge (k) mit der Periode M. Es ist also
0(k) = 9(k + M). Die Werte o(k) seien beschrankt. o(k) soll durch die Folge

k)= cowy” (2.3.1a)
v=0
mit '
wyy = e~ I2/M (2.3.1b)
angenihert werden. Da mit » € Z auch wM('H_TM)k = wy/" ist, gilt sicher
m< M —1.

Die Approximation soll im Sinne des minimalen mittleren Fehlerquadrats
erfolgen. Dazu wihlen wir die Koeffizienten ¢, so, daf3

M—-1

M—-1
€m = Z [5(k) = fm(B)? = > |AK)* = M - |Ak)[2 (2.3.22)
k=0

minimal wird. Es ist
M-1

em =Y [0(k) = fu(R)] - [0% (k) = f,(R)]
k=0
1—1

k=0
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Wir bestimmen zunéchst
e

M-1 _ 5 _ M—-1 m vk m
> (B = M|fm(R)? = > 3 cowy™ 3o cway
k=0 k=0 v=0 A=0

m m M—1
« A—v)k
=> CuCy gw )
v=0 =0 k=0
Hier ist

M—1 WM M, X\—v=rM
Z wg\;—u)k _ 1\{/\# _ re’z, (2.3.3)
P wy, o —1 0, \—v#rM

Ao _ o—jAk2m/M

eine Beziehung, die als Summenorthogonalitit der Folgen wyy

bezeichnet wird. Es folgt

M-—1 ~
[fm(R)F = MY ey|?
k=0 v=0
Mit
M—1 ~ m M—1 m
Yok k) = e Y dkywif =) cdy
v=0 k=0 v=0

168t sich jetzt das Fehlermaf als
M—-1 1 m m 1
o ~ 2 L 712 ] * __— g%
€m = ;0 [5(k)* — Myzow +M§) {cy Mdy} {cy Mdy]

schreiben. Die ersten beiden Terme sind durch die Wahl von ¢, nicht beein-
flulbar. Da der letzte Term nicht negativ werden kann, wird €, minimal fiir

1 1=
o(k)wyy, v =001)m. (2.3.4a)

Offenbar sind die ¢, =: ¢, eine in v periodische Folge mit der Periode M.
Entsprechend der Bemerkung zu (2.3.1) kann die approximierende Folge aber
nur maximal M Glieder enthalten. Fiir den Fehler erhélt man mit (2.3.4a)

M—-1 m
em =Y [0(k)P =MD |&* >0, (2.3.52)
k=0 v=0
die Besselsche Ungleichung fiir periodische Folgen, die auch in der Form

e = M [F0)P — | (k)] (2.3.5)
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geschrieben werden kann.

Wir berechnen Y |¢,|? fiir m = M — 1. Mit (2.3.4a) folgt
v=0

]. 1% — K
|? = — (k) - 5 (k) ™"

und nach Vertauschung der Summationsreihenfolge mit (2.3.3)

M1 | MoiM-1 WwME=m) _
> lalP=— (k) - 0% (k)
=
=57 2 PR = [o(k)P
k=0

Aus der Besselschen Ungleichung (2.3.5a) folgt €p;—1 = 0 und damit die Par-
selvalsche Gleichung fiir periodische Folgen. In der Form

1 M—1 M—1
=S W= Y Jaf (2.3.50)
k=0

v=0

bzw.

[0(k)|2 = M - ¢, |? (2.3.5d)

bringt sie zum Ausdruck, dafi die mittlere Leistung von o(k) sich als Sum-
me der mittleren Leistungen der einzelnen Exponentialfolgen 5,,11/1;[”]“ =
¢,elvk2m /M gchreiben 1aBt (s. (2.2.9b)). Zusammenfassend erhalten wir mit

m=M—1

1 M-—1 1 M-—1
i > b(k)wif = i o(k)e—Ivk2m/M (2.3.4a)
k=0 k=0
B M-—1 M-1
fua(k) =d(k) = > ewy/ = > &,e/mm/M, (2.3.4b)
v=0 v=0

Gleichung (2.3.4a) beschreibt die Transformation der im Zeitbereich gegebe-
nen periodischen Folge ©(k) in den Frequenzbereich, (2.3.4b) die zugehorige
inverse Operation. Nach (2.3.5d) stimmen die mittleren Leistungen der Folgen
im Zeit- und Frequenzbereich abgesehen vom Faktor M iiberein.

Zur Untersuchung des Zusammenhanges mit einer periodischen Funktion
vo(t) der Periode 7 nehmen wir an, daf§ die periodische Folge ©(k) durch
Abtastung einer Periode von vg(t) in den Punkten ¢t = kT = kr/M.k € Z
entstanden ist. Es sei nun



