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Prefazione

Queste note sono tratte dalle lezioni di “Metodi Numerici per l’Ingegneria” tenu-
te presso il Politecnico di Milano e da quelle di “Analyse Numérique des Équa-
tions aux Dérivées Partielles” svolte presso l’EPFL (École Polytechnique Fédérale
de Lausanne).

Esse costituiscono una introduzione elementare alla modellistica numerica di pro-
blemi differenziali alle derivate parziali, sia stazionari che evolutivi. L’enfasi è posta
soprattutto su problemi lineari, ellittici, parabolici e iperbolici. Tuttavia si considera-
no anche alcuni problemi non lineari, quali le leggi di conservazione e le equazioni di
Navier-Stokes per la meccanica dei fluidi. Numerosi esempi di interesse fisico moti-
vano i modelli differenziali che vengono illustrati. Di ognuna delle classi di problemi
considerati si illustrano le principali proprietà matematiche e se ne fornisce la cosid-
detta formulazione debole, o integrale, che sta alla base del metodo di Galerkin. Indi,
come caso notevole del metodo di Galerkin, si introduce il metodo degli elementi finiti,
dapprima per problemi ai limiti monodimensionali, quindi nel caso multidimensiona-
le. Se ne analizzano le proprietà di stabilità e di convergenza, si illustrano gli aspetti
algoritmici e quelli relativi alla implementazione su calcolatore. Altri metodi, quali le
differenze finite ed i metodi spettrali, vengono pure considerati, nell’ambito della riso-
luzione numerica di problemi specifici. Numerosi esercizi corredano i diversi capitoli
allo scopo di fornire al lettore la possibilità di acquisire maggiore consapevolezza sui
principali argomenti trattati.

Il testo è diviso in Capitoli, Sezioni e Sottosezioni. Il Capitolo 1 è dedicato ad
un breve richiamo delle equazioni alle derivate parziali ed alla loro classificazione.
Nel Capitolo 2 vengono introdotte le equazioni ellittiche (quali i problemi di Laplace
e Poisson) e la loro formulazione integrale per condizioni al bordo di tipo generale,
dapprima nel caso monodimensionale, poi in quello multidimensionale. Il Capitolo 3
è dedicato al metodo di approssimazione di Galerkin in generale ed al metodo degli
elementi finiti in particolare. Nel Capitolo 4 si illustrano i metodi spettrali, ovvero
metodi di Galerkin con sottospazi di polinomi globali, e la loro generalizzazione ai
metodi pseudo-spettrali (o di collocazione) da un lato ed al metodo degli elementi-
spettrali dall’altro. Durante la lettura di questi capitoli il lettore troverà numerosi rinvii
alle Appendici. In particolare, nell’Appendice A si introducono alcuni elementari con-
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cetti di analisi funzionale, di teoria delle distribuzioni e di spazi di Sobolev, necessari
per una corretta comprensione della formulazione debole (o integrale) dei problemi
ai limiti. Nell’Appendice B si richiamano invece alcuni fra gli algoritmi più frequen-
temente utilizzati per la risoluzione di sistemi lineari generati dalla discretizzazione
di problemi alle derivate parziali. Nel Capitolo 5 si introducono i problemi di diffu-
sione e trasporto, si illustrano le difficoltà che derivano dalla presenza di strati limite
nella soluzione e si discutono metodi di stabilizzazione, basati su differenze finite ed
elementi finiti con opportuna viscosità numerica. Il Capitolo 6 è dedicato ai problemi
parabolici, descriventi processi di diffusione, per i quali si usano metodi di discretiz-
zazione spaziale con elementi finiti e temporale con differenze finite. I Capitoli 7, 8 e
9 riguardano i problemi iperbolici, inerenti fenomeni di propagazione di onde. Ci con-
centreremo soprattutto sul caso dei problemi monodimensionali, al fine di analizzare
in dettaglio le proprietà di dissipazione e di dispersione dei diversi schemi numerici
che vengono considerati. Il Capitolo 10 è dedicato all’approssimazione delle equa-
zioni di Navier-Stokes e ad una breve analisi dei problemi inerenti il soddisfacimento
del vincolo di incomprimibilità. Infine nei Capitoli 11 e 12 (scritti in collaborazione
con F. Saleri e L. Formaggia) si illustrano gli aspetti relativi alla programmazione del
metodo degli elementi finiti.

Questo testo è stato scritto per gli studenti di discipline scientifiche, interessati alla
modellistica per la risoluzione numerica di problemi differenziali, ma può essere utile
anche a ricercatori e studiosi desiderosi di avvicinarsi a questo interessante ramo della
matematica applicata.

Milano e Losanna, marzo 2000 Alfio Quarteroni

In questa terza edizione sono stati riveduti ed ampliati tutti i Capitoli, ed in modo par-
ticolare il quarto dedicato ai metodi spettrali, il sesto per ciò che concerne l’analisi di
problemi parabolici, l’ottavo relativamente all’approssimazione spettrale di problemi
iperbolici, ed infine i Capitoli 11 e 12 concernenti gli aspetti implementativi del meto-
do agli elementi finiti. In particolare, il Capitolo 11 è scritto in collaborazione con A.
Veneziani e L. Formaggia e riporta esempi di programmazione in C++ (un linguaggio
orientato agli oggetti). Si è inoltre aggiunto un breve Capitolo, il 13, sull’introduzione
al metodo dei volumi finiti.

Negli ultimi due anni sono usciti in questa stessa serie due monografie che posso-
no essere considerate un importante compendio a questo testo: “Equazioni a derivate
parziali. Metodi, modelli e applicazioni” di S. Salsa, in cui si introducono ed analiz-
zano i problemi differenziali che vengono qui trattati, e “Applicazioni ed esercizi di
modellistica numerica per problemi differenziali” di L. Formaggia, F. Saleri e A. Ve-
neziani, che a tutti gli effetti può considerarsi di supporto a questo testo per ciò che
concerne la risoluzione di problemi ed esercizi nonché per l’approfondimento delle
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tecniche qui presentate. Segnaliamo anche il testo “Elementi di fluidodinamica” di G.
Riccardi e D. Durante che, illustrando i modelli differenziali basilari della dinamica
dei fluidi, può essere considerato come complementare ai Capitoli 9 e 10 inerenti la
fluidodinamica numerica.

Vorrei ringraziare in modo particolare Simona Perotto per il suo contributo dav-
vero determinante, ma anche Alessandro Veneziani, Nicola Parolini e Paola Gervasio.
Infine, ringrazio Francesca Bonadei di Springer per il costante aiuto e gli innumerevoli
consigli finalizzati a migliorare questa nuova edizione.

Milano e Losanna, 9 luglio 2006 Alfio Quarteroni



1

Richiami sulle equazioni alle derivate parziali

Scopo di questo capitolo è quello di richiamare i concetti di base relativi alle equazioni
alle derivate parziali (in breve EDP). Per una più ampia trattazione si vedano [PS91],
[RR04], [Pro94], [Col76], [Joh82], [Sal04].

1.1 Definizioni ed esempi

Le equazioni alle derivate parziali sono equazioni differenziali contenenti deriva-
te della funzione incognita rispetto a più variabili (temporali o spaziali). In parti-
colare, indicata con u la funzione incognita nelle d + 1 variabili indipendenti x =
(x1, . . . , xd)T e t, denoteremo con

P(u, g)=F

(
x, t, u,

∂u

∂t
,

∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xd
, . . . ,

∂p1+···+pd+ptu

∂xp1
1 . . . ∂xpd

d ∂tpt
, g

)
= 0 (1.1)

una generica EDP, essendo g l’insieme dei dati dai quali dipenderà la EDP, mentre
p1, . . . , pd, pt ∈ N.

Diremo che la (1.1) è di ordine q, se q è l’ordine massimo delle derivate parziali
che vi compaiono, ovvero il massimo valore assunto da p 1 + p2 + . . . pd + pt.
Se la (1.1) dipende linearmente dall’incognita u e dalle sue derivate, l’equazione verrà
detta lineare. In tal caso

P(αu + βw, g) = αP(u, g) + βP(w, g) ∀α, β ∈ R.

Nel caso particolare in cui le derivate di ordine massimo compaiono solo linear-
mente (con coefficienti che possono dipendere da derivate di ordine inferiore), l’equa-
zione si dirà quasi-lineare. Si dirà semi-lineare se è quasi-lineare ed i coefficienti delle
derivate di ordine massimo dipendono solo da x e t, ma non dalla soluzione u. Infine
se nell’equazione non compaiono termini indipendenti dalla funzione incognita u, la
EDP si dice omogenea.

Elenchiamo nel seguito alcuni esempi di EDP che si incontrano frequentemente
nelle scienze applicate.
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Esempio 1.1 Un’equazione lineare del prim’ordine è l’equazione di trasporto (o di convezione)

∂u

∂t
+ ∇ · (βu) = 0, (1.2)

avendo indicato con

∇ · v = div(v) =
dX

i=1

∂vi

∂xi
, v = (v1, . . . , vd)

T ,

l’operatore divergenza. La (1.2), integrata su una regione Ω ⊂ Rd, esprime la conservazione
della massa di un sistema materiale che occupa la regione Ω. La variabile u è la densità del
sistema, mentre β(x) è la velocità posseduta da una particella del sistema che all’istante t
occupa la posizione x. �

Esempio 1.2 Equazioni lineari del second’ordine sono l’equazione del potenziale

−Δu = f, (1.3)

che descrive la diffusione di un fluido in una regione Ω ⊂ Rd omogenea ed isotropa, ma anche
lo spostamento verticale di una membrana elastica, l’equazione del calore (o di diffusione)

∂u

∂t
− Δu = f (1.4)

e l’equazione delle onde

∂2u

∂t2
− Δu = 0. (1.5)

Abbiamo denotato con

Δu =
dX

i=1

∂2u

∂x2
i

(1.6)

l’operatore di Laplace (o laplaciano). �

Esempio 1.3 Un esempio di equazione quasi-lineare del prim’ordine è dato dall’equazione di
Burgers

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x1
= 0,

mentre la sua variante ottenuta aggiungendo una perturbazione del second’ordine

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x1
= ε

∂2u

∂x2
1

, ε > 0,

fornisce un esempio di equazione semi-lineare.
Un’equazione non lineare, sempre del second’ordine, è„

∂2u

∂x2
1

«2

+

„
∂2u

∂x2
2

«2

= f.

�
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Una funzione u = u(x1, . . . , xd, t) è una soluzione od un integrale particolare
della (1.1), se, sostituita nella (1.1) assieme con tutte le sue derivate, rende la (1.1) una
identità. L’insieme di tutte le soluzioni della (1.1) si chiama l’integrale generale.

Esempio 1.4 L’equazione del trasporto nel caso monodimensionale,

∂u

∂t
− ∂u

∂x1
= 0, (1.7)

ammette un integrale generale della forma u = w(x1 + t), essendo w una funzione arbi-
traria sufficientemente regolare (si veda l’Esercizio 2). Analogamente, l’equazione delle onde
monodimensionale

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
1

= 0 (1.8)

ammette come integrale generale

u(x1, t) = w1(x1 + t) + w2(x1 − t),

essendo w1 e w2 due funzioni arbitrarie, sufficientemente regolari (si veda l’Esercizio 3). �

Esempio 1.5 Consideriamo l’equazione del calore monodimensionale

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
1

= 0,

per 0 < x < 1 e t > 0, con condizioni al contorno

u(0, t) = u(1, t) = 0, t > 0

e la condizione iniziale u|t=0 = u0. La soluzione è

u(x1, t) =
∞X

j=1

u0,je
−(jπ)2t sin(jπx1),

dove u0 = u|t=0 è il dato iniziale e

u0,j = 2

1Z
0

u0(x1) sin(jπx1) dx1, j = 1, 2, . . .

�

1.2 Necessità della risoluzione numerica

In generale, non è possibile ricavare per via analitica una soluzione della (1.1). In
effetti, i metodi di integrazione analitica disponibili (come la tecnica di separazione
delle variabili) sono di limitata applicabilità. Peraltro, anche nel caso in cui si conosca
un integrale generale, non è poi detto che si riesca a determinare un integrale partico-
lare. Per ottenere quest’ultimo bisognerà infatti assegnare opportune condizioni su u
(e/o sulle sue derivate) alla frontiera del dominio Ω.
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Dagli esempi forniti appare d’altra parte evidente che l’integrale generale dipende
da alcune funzioni arbitrarie (e non da costanti arbitrarie, come accade per le equa-
zioni differenziali ordinarie), di modo che l’imposizione delle condizioni comporterà
la risoluzione di problemi matematici, in generale, estremamente complicati. Di con-
seguenza, da un punto di vista teorico, ci si deve spesso accontentare di studiare solo
l’esistenza e l’unicità della soluzione di una EDP.

Da ciò segue l’importanza di disporre di metodi numerici che permettano di co-
struire un’approssimazione uN della soluzione esatta u e di valutare (in una qualche
norma) l’errore uN −u che si commette sostituendo alla soluzione esatta u la soluzio-
ne approssimata uN . L’intero positivo N denota la dimensione (finita) del problema
approssimato. Schematicamente, otterremo la situazione seguente:

P(u, g) = 0

↓

PN(uN , gN ) = 0

EDP esatta

[metodi numerici]

EDP approssimata

avendo indicato con gN una approssimazione dell’insieme dei dati g dai quali di-
pende la EDP, e con PN la nuova relazione funzionale che caratterizza il problema
approssimato. Per semplicità si può porre: u = u(g), uN = uN(gN ).

Presenteremo diversi metodi numerici a partire dal Cap. 3. Ci limitiamo qui a
ricordarne le principali caratteristiche. Un metodo numerico è convergente se

‖u − uN‖ → 0 per N → ∞

in una norma opportuna. Più precisamente indichiamo con g N un’approssimazione
ammissibile dell’insieme dei dati dal quale dipende la EDP, si ha convergenza se e
solo se

∀ε > 0 ∃N0(ε) > 0, ∃δ(N0, ε) : ∀N > N0(ε), ∀gN t.c. ‖g − gN‖ < δ(N0, ε)

⇒ ‖u(g) − uN(gN )‖ ≤ ε.

(La norma usata per i dati non è necessariamente la stessa usata per le soluzioni.)
Verificare direttamente la convergenza di un metodo numerico può non essere agevole.
Conviene piuttosto passare ad una verifica delle proprietà di consistenza e di stabilità.

Un metodo numerico si dice consistente se

PN(u, g) → 0 per N → ∞, (1.9)

e fortemente consistente se

PN (u, g) = 0 ∀N. (1.10)

Si noti che (1.9) si può formulare in modo equivalente come

PN (u, g) − P(u, g) → 0 per N → ∞,
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essendo u la soluzione del problema esatto corrispondente al dato g. Ciò esprime la
proprietà che PN (la EDP approssimata) “tenda” a P (quella esatta) per N → ∞.
Diciamo invece che un metodo numerico è stabile se a piccole perturbazioni sui dati
corrispondono piccole perturbazioni sulla soluzione, ovvero

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0 : ∀δgN : ‖δgN‖ < δ ⇒ ‖δuN‖ ≤ ε, ∀N,

essendo uN + δuN la soluzione del problema perturbato

PN (uN + δuN , gN + δgN) = 0.

(Si veda [QSS00, Cap. 2] per approfondimenti).
Il risultato fondamentale, noto come teorema di equivalenza, garantisce infine che

se un metodo è consistente, allora è convergente se e solo se è stabile

Nella scelta di un metodo numerico interverranno ovviamente anche altre caratte-
ristiche, quali ad esempio la velocità di convergenza (ovvero l’ordine rispetto ad 1/N
con cui l’errore tende a zero) ed il costo computazionale, ovvero il tempo di calcolo e
la memoria richiesta per l’implementazione del metodo stesso su calcolatore.

1.3 Classificazione delle EDP

Le equazioni differenziali possono essere classificate in base alla loro formulazione
matematica in tre famiglie diverse: equazioni ellittiche, paraboliche ed iperboliche,
per ognuna delle quali si considerano metodi numerici specifici. Limitiamoci al caso
di EDP del second’ordine lineari, a coefficienti costanti, della forma

Lu =A
∂2u

∂x2
1

+ B
∂2u

∂x1∂x2
+ C

∂2u

∂x2
2

+ D
∂u

∂x1
+ E

∂u

∂x2
+ Fu = G, (1.11)

con A, B, C, D, E, F ∈ R (si noti che una qualunque delle variabili x i potrebbe rap-
presentare la variabile temporale). In tal caso, la classificazione si effettua in base al
segno del cosiddetto discriminante, �=B2 − 4AC. In particolare:

se � < 0 l’equazione si dice ellittica,
se � = 0 l’equazione si dice parabolica,
se � > 0 l’equazione si dice iperbolica.

Esempio 1.6 L’equazione delle onde (1.8) è iperbolica, mentre l’equazione del potenziale (1.3)
è ellittica. Un esempio di problema parabolico è dato dall’equazione del calore (1.4), ma anche
dalla seguente equazione di diffusione-trasporto

∂u

∂t
− μΔu + ∇ · (βu) = 0.

in cui μ > 0, e β è un campo vettoriale assegnato. �



6 1 Richiami sulle equazioni alle derivate parziali

Il criterio introdotto fa dipendere la classificazione dai soli coefficienti delle deriva-
te di ordine massimo e si giustifica con il seguente argomento. Come si ricorderà,
l’equazione algebrica quadratica

Ax2
1 + Bx1x2 + Cx2

2 + Dx1 + Ex2 + F = G,

rappresenta nel piano cartesiano (x1, x2) un’iperbole, una parabola od un’ellisse a
seconda che � sia positivo, nullo o negativo. Questo parallelo con le coniche motiva
il nome attribuito alle tre classi di operatori alle derivate parziali.

Indaghiamo più in profondità le differenze tra le tre classi. Supponiamo, senza che
ciò sia restrittivo, che D, E, F e G siano nulli. Cerchiamo un cambio di variabili della
forma

ξ = αx2 + βx1, η = γx2 + δx1, (1.12)

con α, β, γ e δ da scegliersi in modo che Lu diventi multiplo di ∂ 2u/∂ξ∂η. Essendo

Lu = (Aβ2 + Bαβ + Cα2)
∂2u

∂ξ2

+(2Aβδ + B(αδ + βγ) + 2Cαγ)
∂2u

∂ξ∂η
+ (Aδ2 + Bγδ + Cγ2)

∂2u

∂η2
,

(1.13)

si dovrà richiedere che

Aβ2 + Bαβ + Cα2 = 0, Aδ2 + Bγδ + Cγ2 = 0. (1.14)

Se A = C = 0, la trasformazione banale ξ = x2, η = x1 (ad esempio) fornisce Lu
nella forma desiderata.

Supponiamo allora che A o C siano non nulli. Non è restrittivo supporre A �= 0.
Allora se α �= 0 e γ �= 0, possiamo dividere la prima equazione della (1.14) per α 2 e
la seconda per γ2. Troviamo due equazioni quadratiche identiche per le frazioni β/α
e δ/γ. Risolvendole, si ha

β

α
=

1
2A

[
−B ±

√
�
]
,

δ

γ
=

1
2A

[
−B ±

√
�
]
.

Affinché la trasformazione (1.12) sia non singolare, i quozienti β/α e δ/γ devono es-
sere diversi. Dobbiamo pertanto prendere il segno positivo in un caso, quello negativo
nell’altro ed inoltre assumere � > 0. Se � fosse nullo infatti le due frazioni sarebbero
ancora coincidenti. Infine, se � fosse negativo nessuna frazione potrebbe essere reale.
Una soluzione è pertanto fornita da:

α = γ = 2A, β = −B +
√
�, δ = −B −

√
�.

Corrispondentemente,

ξ = 2Ax2 +
[
−B +

√
�
]
x1, η = 2Ax2 +

[
−B −

√
�
]
x1,
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ed il problema differenziale trasformato diventa

Lu = − 4AΔ
∂2u

∂ξ∂η
= 0. (1.15)

Il caso A = 0 può essere trattato in modo analogo prendendo ξ = x 1, η = −Bx2/C+
x1.
Concludendo, Lu può diventare un multiplo di ∂ 2u/∂ξ∂η secondo la trasformazione
(1.12) se e solo se � > 0 ed in tal caso, come abbiamo anticipato, il problema è detto
iperbolico. È facile verificare che la soluzione generale del problema (1.15) è

u = p(ξ) + q(η),

essendo p e q funzioni differenziabili di una variabile, arbitrarie. Le linee ξ =
costante e η = costante sono dette le caratteristiche di L e sono caratterizzate dal
fatto che su di esse le funzioni p e q si mantengono rispettivamente costanti. In parti-
colare, eventuali discontinuità della soluzione u, si propagano lungo le caratteristiche
(lo si vedrà più in dettaglio nel Cap. 7). In effetti, identificando x 1 con t e x2 con x, la
trasformazione

x′ = x − B

2A
t, t′ = t,

trasforma l’operatore iperbolico (con A �= 0)

Lu = A
∂2u

∂t2
+ B

∂2u

∂t∂x
+ C

∂2u

∂x2

in un multiplo dell’operatore delle onde

Lu =
∂2u

∂t2
− c2 ∂2u

∂x2
, con C = −B/2A.

Dunque L è l’operatore delle onde in un sistema di coordinate che si muove con velo-
cità −B/2A. Le caratteristiche dell’operatore delle onde sono le linee che verificano(

dt

dx

)2

=
1
c2

,

ovvero

dt

dx
=

1
c

e
dt

dx
= −1

c
.

Se invece � = 0, come detto, L è parabolico. In tal caso esiste un solo valore
di β/α in corrispondenza del quale il coefficiente di ∂ 2u/∂ξ2 in (1.13) si annul-
la. Precisamente, β/α = −B/(2A). Peraltro, essendo B/(2A) = 2C/B, questa
scelta comporta anche che il coefficiente di ∂ 2u/∂ξ∂η si annulli. Di conseguenza, la
trasformazione
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ξ = 2Ax2 − Bx1, η = x1,

trasforma il problema originario nel seguente

A
∂2u

∂η2
= 0,

la cui soluzione generale ha la forma

u = p(ξ) + ηq(ξ).

Un operatore parabolico ha dunque solo una famiglia di caratteristiche, precisa-
mente ξ = costante. Le discontinuità nelle derivate di u si propagano lungo tali
caratteristiche.
Infine, se � < 0 (operatori ellittici) non esiste alcuna scelta di β/α o δ/γ che renda
nulli i coefficienti ∂2u/∂ξ2 e ∂2u/∂η2. Tuttavia, la trasformazione

ξ =
2Ax2 − Bx1√

4AC − B2
, η = x1,

trasforma Lu in

Lu = A

(
∂2u

∂ξ2
+

∂2u

∂η2

)
,

ossia in un multiplo dell’equazione del potenziale. Essa non ha perciò alcuna famiglia
di caratteristiche.

1.3.1 Forma quadratica associata ad una EDP

All’equazione (1.11) si può associare il cosiddetto simbolo principale S p definito da

Sp(x,q)= − A(x)q2
1 − B(x)q1q2 − C(x)q2

2 .

Questa forma quadratica in q1 q2 si può rappresentare in forma matriciale come segue:

Sp(x,q) = qT

⎡⎢⎣ −A(x) − 1
2
B(x)

−1
2
B(x) − C(x)

⎤⎥⎦q. (1.16)

Una forma quadratica è detta definita se la matrice associata ha autovalori tutti del-
lo stesso segno (positivi o negativi); è indefinita se la matrice ha autovalori di entrambi
i segni; è degenere se la matrice è singolare.
Si può allora dire che l’equazione (1.11) è ellittica se la forma quadratica (1.16) è
definita (positiva o negativa), iperbolica se è indefinita, parabolica se è degenere.

Le matrici associate all’equazione del potenziale (1.3), del calore (1.4) (in una
dimensione) e delle onde (1.5) sono date rispettivamente da
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1 0
0 1

]
,

[
0 0
0 1

]
e

[
−1 0
0 1

]
e sono definita positiva nel primo caso, singolare nel secondo, indefinita nel terzo.

1.4 Esercizi

1. Si classifichino, in base all’ordine ed alla linearità, le seguenti equazioni:

(a)

[
1 +

(
∂u

∂x1

)2
]

∂2u

∂x2
2

− 2
∂u

∂x1

∂u

∂x2

∂2u

∂x1∂x2
+

[
1 +

(
∂u

∂x2

)2
]

∂2u

∂x2
1

= 0,

(b) ρ
∂2u

∂t2
+ K

∂4u

∂x4
1

= f,

(c)
(

∂u

∂x1

)2

+
(

∂u

∂x2

)2

= f.

[Soluzione: (a) quasi-lineare, del second’ordine; si tratta dell’equazione di Plateau
che regola, sotto opportune ipotesi, il moto piano di un fluido. La u che compare è
il cosiddetto potenziale cinetico; (b) lineare, del quart’ordine. È l’equazione della
verga vibrante, ρ è la densità della verga, mentre K è una quantità positiva che
dipende dalle caratteristiche geometriche della verga stessa; (c) non lineare, del
prim’ordine.]

2. Si riduca l’equazione del trasporto monodimensionale (1.7) ad una equazione del-
la forma ∂w/∂y = 0, avendo posto y = x1 − t e si ricavi che u = w(x1 + t) è
soluzione dell’equazione di partenza.
[Soluzione: si effettui il cambio di variabili z = x1 + t, y = x1 − t, u(x1, t) =
w(y, z). In tal modo ∂u/∂x1 = ∂w/∂z + ∂w/∂y, mentre ∂u/∂t = ∂w/∂z −
∂w/∂y, e dunque, −2∂w/∂y = 0. Si osservi a questo punto che l’equazione così
ottenuta ammette una soluzione w(y, z) che non dipende da y e dunque, usando
le variabili originarie, u = w(x1 + t).]

3. Si dimostri che l’equazione delle onde

∂2u

∂t2
− c2 ∂2u

∂x2
1

= 0,

con c costante, ammette come soluzione u(x1, t) = w1(x1 + ct) + w2(x1 − ct),
con w1, w2 due funzioni arbitrarie sufficientemente regolari.
[Soluzione: si proceda come nell’Esercizio 2, impiegando il cambio di variabili
y = x1 + ct, z = x1 − ct e ponendo u(x1, t) = w(y, z).]
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4. Si verifichi che l’equazione di Korteveg-de-Vries

∂u

∂t
+ β

∂u

∂x1
+ α

∂3u

∂x3
1

= 0,

ammette l’integrale generale della forma u = a cos(kx1−ωt) con ω opportuno da
determinarsi, a, β ed α costanti assegnate. Questa equazione descrive la posizione
u di un fluido rispetto ad una posizione di riferimento, in presenza di propagazione
di onde lunghe.
[Soluzione: la u data soddisfa l’equazione solo se ω = kβ − αk 3.]

5. Si consideri l’equazione

x2
1

∂2u

∂x2
1

− x2
2

∂2u

∂x2
2

= 0

con x1x2 �= 0. La si classifichi e si determino le linee caratteristiche.
6. Si consideri la generica equazione differenziale semi-lineare del second’ordine

a(x1, x2)
∂2u

∂x2
1

+ 2b(x1, x2)
∂2u

∂x1∂x2
+ c(x1, x2)

∂2u

∂x2
2

+ f(u,∇u) = 0.

Si scriva l’equazione delle linee caratteristiche e si deduca da essa la classifica-
zione dell’equazione proposta, commentando le varie situazioni.

7. Si ponga r(x) = |x| = (x2
1+x2

2)1/2 e si definisca u(x) = ln(r(x)), x ∈ R2\{0}.
Si verifichi che

Δu(x) = 0, x ∈ Ω,

dove Ω è un qualunque insieme aperto tale che Ω̄ ⊂ R2\{0}.
[Soluzione: si osservi che

uxixi =
1
r2

(
1 − 2x2

i

r2

)
, i = 1, 2.]



2

Equazioni di tipo ellittico

Questo capitolo è dedicato all’introduzione di problemi ellittici ed alla loro formula-
zione debole. Pur essendo la nostra trattazione alquanto elementare, prima di affron-
tarne la lettura, il lettore che fosse completamente a digiuno di conoscenze di Analisi
Funzionale è invitato a consultare l’Appendice A.

2.1 Un esempio di problema ellittico:
l’equazione di Poisson

Si consideri un dominio (ovvero un insieme aperto) Ω ⊂ R 2 limitato e connesso e
sia ∂Ω la sua frontiera. Denoteremo con x la coppia di variabili spaziali (x1, x2). Il
problema oggetto del nostro esame è

−Δu = f in Ω, (2.1)

dove f = f(x) è una funzione assegnata e il simbolo Δ denota l’operatore laplaciano
(1.6) in due dimensioni. La (2.1) è un’equazione ellittica del second’ordine, lineare,
non omogenea (se f �= 0). Chiameremo la (2.1) la formulazione forte dell’equazione
di Poisson. Ricordiamo inoltre che, nel caso in cui f = 0, l’equazione (2.1) è nota
come equazione di Laplace.

Fisicamente u può rappresentare lo spostamento verticale di una membrana elasti-
ca dovuto all’applicazione di una forza specifica pari ad f , oppure la distribuzione di
potenziale elettrico dovuta ad una densità di carica elettrica f .

Per avere un’unica soluzione, alla (2.1) vanno aggiunte delle opportune condizioni
al contorno, occorrono cioè delle informazioni relative al comportamento della solu-
zione u sulla frontiera ∂Ω del dominio. Si può ad esempio assegnare il valore dello
spostamento u sul bordo

u = g su ∂Ω, (2.2)

dove g è una funzione assegnata, e si parlerà in tal caso di un problema di Dirichlet. Il
caso in cui g = 0 si dice omogeneo.
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In alternativa si può imporre il valore della derivata normale di u

∇u · n =
∂u

∂n
= h su ∂Ω,

essendo n la normale uscente ad Ω e h una funzione assegnata. Il problema associato
si dice problema di Neumann e corrisponde, nel caso del problema della membrana,
ad aver imposto la trazione al bordo della membrana stessa. Anche stavolta il caso
h = 0 si dirà omogeneo.

Si possono infine assegnare su porzioni diverse del bordo del dominio computa-
zionale Ω, condizioni di tipo diverso. Ad esempio, supponendo che ∂Ω = Γ D ∪ ΓN

con
◦
ΓD ∩

◦
ΓN = ∅, si possono imporre le condizioni{

u = g su ΓD,
∂u

∂n
= h su ΓN .

Si è utilizzata la notazione
◦
Γ per indicare l’interno di Γ . Si dice in tal caso che il

problema associato è di tipo misto.
Anche nel caso di Dirichlet omogeneo in cui f sia una funzione continua in Ω (la

chiusura di Ω), non è detto che il problema (2.1), (2.2) ammetta soluzione regolare.
Ad esempio, se Ω = (0, 1) × (0, 1) e f = 1, u non potrebbe appartenere allo spazio
C2(Ω). Infatti, se così fosse, avremmo

−Δu(0, 0) = −∂2u

∂x2
1

(0, 0)− ∂2u

∂x2
2

(0, 0) = 0

in quanto le condizioni al bordo imporrebbero u(x 1, 0) = u(0, x2) = 0 ∀x1 ∈
[0, 1], ∀x2 ∈ [0, 1]. Dunque u non potrebbe verificare l’equazione (2.1), ovvero

−Δu = 1 in (0, 1)× (0, 1).

In conclusione, anche se f ∈ C 0(Ω), non ha senso in generale cercare una soluzio-
ne u ∈ C2(Ω) di (2.1), (2.2), mentre si hanno maggiori probabilità di trovare una
soluzione u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) (uno spazio più grande di C 2(Ω) !).

Siamo pertanto interessati a trovare una formulazione alternativa a quella forte
anche perché, come vedremo nella prossima sezione, essa non consente di trattare
alcuni casi fisicamente significativi. Ad esempio, non è detto che, in presenza di dati
poco regolari, la soluzione fisica stia nello spazio C 2(Ω) ∩ C0(Ω), ma nemmeno in
C1(Ω) ∩ C0(Ω).

2.2 Il problema di Poisson nel caso monodimensionale

Al fine di introdurre la forma debole di un problema differenziale, iniziamo ad
occuparci di un problema ai limiti in una dimensione.
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2.2.1 Problema di Dirichlet omogeneo

Consideriamo il problema di Dirichlet omogeneo nel caso monodimensionale:{
−u′′(x) = f(x), 0 < x < 1,
u(0) = 0, u(1) = 0.

(2.3)

In tal caso Ω è l’intervallo (0, 1). Questo problema governa, ad esempio, la configu-
razione di equilibrio di un filo elastico con tensione pari ad uno, fissato agli estremi,
in regime di piccoli spostamenti e soggetto ad una forza trasversale di intensità f . La
forza complessiva agente sul tratto (0, x) del filo è

F (x) =
∫ x

0

f(t)dt.

La funzione u descrive lo spostamento verticale del filo rispetto alla posizione di
riposo u = 0.

u(x)

1

−1

0.5

0.25

10.5

0

0

x

x

−0.4

1

−1

1

0

0

x

x

u(x)

0.4 0.6

0.4 0.6

Figura 2.1. A sinistra, viene riportata la configurazione di equilibrio del filo corrispondente al
carico unitario concentrato in x = 0.5, rappresentato nella parte superiore della figura. A destra,
quella relativa a due carichi unitari concentrati in x = 0.4 e x = 0.6, rappresentati sempre nella
parte superiore

La formulazione forte (2.3) non è in generale adeguata. Se si considera, ad esem-
pio, il caso in cui il filo elastico sia sottoposto ad un carico concentrato in uno o più
punti (in tal caso f è rappresentabile attraverso delle “delta” di Dirac), la soluzione
fisica esiste ed è continua, ma non derivabile. Si vedano i grafici nella Fig. 2.1, dove è
considerato il caso di un carico unitario concentrato nel solo punto x = 0.5 (a sinistra)



14 2 Equazioni di tipo ellittico

0

f(x)

−1

10

x

x

u(x)

0.4 0.6

−0.01

−0.02

−0.03

−0.04

−0.05

0.4 0.6 1

Figura 2.2. Spostamento relativo al carico discontinuo rappresentato nella parte superiore della
figura

e nei due punti x = 0.4 e x = 0.6 (a destra). Queste funzioni non possono essere solu-
zioni della (2.3), in quanto quest’ultima richiederebbe alla soluzione di essere dotata
di derivata seconda continua. Analoghe considerazioni valgono nel caso in cui f sia
una funzione costante a tratti. Ad esempio, nel caso rappresentato in Fig. 2.2 di un
carico nullo fuorché nell’intervallo [0.4, 0.6] in cui esso vale 1, la soluzione analitica
è solo di classe C1([0, 1]), essendo data da

u(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
− 1

10
x per x ∈ [0, 0.4],

1
2
x2 − 1

2
x +

2
25

per x ∈ [0.4, 0.6],

− 1
10

(1 − x) per x ∈ [0.6, 1].

Serve dunque una formulazione del problema alternativa a quella forte che consenta di
ridurre l’ordine di derivazione richiesto sulla soluzione incognita u. Passeremo da un
problema differenziale del secondo ordine ad uno in forma integrale del primo ordine.
Questo problema sarà chiamato la formulazione debole del problema differenziale.

Operiamo a tale scopo alcuni passaggi formali nella (2.3), senza preoccuparci
a questo stadio del fatto che tutte le operazioni che in essi compariranno siano le-
cite. Moltiplichiamo innanzitutto l’equazione (2.3) per una funzione test v (per ora
arbitraria) ed integriamo sull’intervallo (0, 1),
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−u′′v = fv ⇒ −
1∫

0

u′′v dx =

1∫
0

fv dx.

Applichiamo la formula di integrazione per parti al primo integrale, con lo scopo di
eliminare la derivata seconda, in modo da poter richiedere alla soluzione una minore
regolarità. Si trova

−
1∫

0

u′′v dx =

1∫
0

u′v′ dx − [u′v]10.

Essendo u nota al bordo possiamo considerare solo funzioni test che si annullano agli
estremi dell’intervallo, annullando così il contributo dei termini di bordo. In tal modo
l’equazione diviene

1∫
0

u′v′ dx =

1∫
0

fv dx. (2.4)

Lo spazio delle funzioni test V dovrà pertanto essere tale che

se v ∈ V allora v(0) = v(1) = 0.

Si osservi che la soluzione u, essendo nulla al bordo ed avendo gli stessi requisiti di
regolarità delle funzioni test, verrà cercata anch’essa nello stesso spazio V .

Restano ora da precisare i requisiti di regolarità cui deve soddisfare lo spazio V , in
modo che tutte le operazioni introdotte abbiano senso. Evidentemente se u e v appar-
tenessero a C1([0, 1]), avremmo u′, v′ ∈ C0([0, 1]) e quindi l’integrale che compare
a primo membro della (2.4) avrebbe senso. Gli esempi di Fig. 2.1 ci dicono però che
le soluzioni fisiche potrebbero non essere derivabili con continuità: dobbiamo quin-
di richiedere una regolarità inferiore. Inoltre, anche quando f ∈ C 0([0, 1]), non vi è
certezza che il problema ammetta soluzioni nello spazio

V = {v ∈ C1([0, 1]) : v(0) = v(1) = 0}. (2.5)

Ciò è imputabile al fatto che tale spazio vettoriale, quando lo si munisce del prodotto
scalare

(u, v)1 =

1∫
0

u′v′dx, (2.6)

non è uno spazio completo, ovvero non tutte le successioni di Cauchy a valori in V
convergono ad un elemento di V . (Si verifichi per esercizio che (2.6) è effettivamente
un prodotto scalare).

Procediamo allora come segue. Ricordiamo la definizione degli spazi L p delle
funzioni a potenza p-esima integrabile secondo Lebesgue definiti, per 1 ≤ p < ∞,
come (si veda l’Appendice A):
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Lp(0, 1)={v : (0, 1) �→ R t.c. ‖v‖Lp(0,1) =
(∫ 1

0

|v(x)|p dx

)1/p

< +∞}.

Dato che si vuole che l’integrale
∫ 1

0
u′v′ dx sia ben definito, la richiesta minima su

u′ e v′ è che il prodotto u′v′ stia in L1(0, 1). A questo proposito, vale la seguente
proprietà:

Proprietà 2.1 Date due funzioni ϕ, ψ : (0, 1) → R, se

ϕ2, ψ2 sono integrabili allora ϕψ è integrabile

ossia

ϕ, ψ ∈ L2(0, 1) =⇒ ϕψ ∈ L1(0, 1).

Dimostrazione. Se ϕ, ψ ∈ L2(0, 1), vale la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz∣∣∣∣∣∣
1∫

0

ϕ(x)ψ(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ ‖ϕ‖L2(0,1)‖ψ‖L2(0,1). (2.7)

Essendo ‖ϕ‖L2(0,1), ‖ψ‖L2(0,1) < ∞ per ipotesi, ciò prova che esiste (finito) anche
l’integrale di ϕψ. �

Per dare un significato agli integrali che compaiono nella (2.4) bastano dunque fun-
zioni a quadrato integrabile con derivate a quadrato integrabile. Definiamo pertanto lo
spazio di Sobolev

H1(0, 1)= {v ∈ L2(0, 1) : v′ ∈ L2(0, 1)}.

La derivata è da intendere nel senso delle distribuzioni (si veda l’Appendice A).
Scegliamo dunque come spazio V il seguente sottospazio di H1(0, 1),

H1
0(0, 1)= {v ∈ H1(0, 1) : v(0) = v(1) = 0},

costituito dalle funzioni di H1(0, 1) che sono nulle agli estremi dell’intervallo. Se
supponiamo f ∈ L2(0, 1) anche l’integrale a secondo membro della (2.4) ha senso. Il
problema (2.3) viene dunque ricondotto al seguente problema integrale,

trovare u ∈ V :

1∫
0

u′v′ dx =

1∫
0

fv dx ∀v ∈ V, (2.8)

con V = H1
0(0, 1).
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Osservazione 2.1 Lo spazio H1
0(0, 1) risulta essere effettivamente la chiusura, rispet-

to al prodotto scalare (2.6), dello spazio definito nella (2.5).
Le funzioni di H1(0, 1) non sono necessariamente derivabili in senso classico, cioè
H1(0, 1) �⊂ C1([0, 1]). Ad esempio, funzioni continue a tratti con raccordi a spigolo,
appartengono ad H1(0, 1), ma non a C1([0, 1]). Sono dunque contemplate anche le
soluzioni continue, ma non derivabili, degli esempi precedenti. •

Il problema debole (2.8) risulta equivalente ad un problema variazionale, in virtù
del seguente risultato:

Teorema 2.1 Il problema:

trovare u ∈ V :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
J(u) = min

v∈V
J(v) con

J(v)=
1
2

1∫
0

(v′)2 dx −
1∫

0

fv dx,
(2.9)

è equivalente al problema (2.8), nel senso che u è soluzione di (2.8) se e solo se
u è soluzione di (2.9).

Dimostrazione. Si supponga che u sia soluzione del problema variazionale (2.9).
Allora, ponendo v = u + δw, con δ ∈ R, si ha che

J(u) ≤ J(u + δw) ∀w ∈ V.

La funzione ψ(δ) = J(u + δw) è una funzione quadratica in δ con minimo raggiunto
per δ = 0. Pertanto

ψ′(δ)
∣∣∣
δ=0

=
∂J(u + δw)

∂δ

∣∣∣
δ=0

= 0.

Per definizione di derivata si ha

∂J(u + δw)
∂δ

= lim
δ→0

J(u + δw) − J(u)
δ

∀w ∈ V.

Consideriamo il termine J(u + δw):

J(u + δw) =
1
2

1∫
0

[(u + δw)′]2 dx −
1∫

0

f(u + δw) dx

=
1
2

1∫
0

[u′2 + δ2w′2 + 2δu′w′] dx −
1∫

0

fu dx −
1∫

0

fδw dx

= J(u) +
1
2

1∫
0

[δ2w′2 + 2δu′w′] dx −
1∫

0

fδw dx.
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Di conseguenza,

J(u + δw) − J(u)
δ

=
1
2

1∫
0

[δw′2 + 2u′w′] dx −
1∫

0

fw dx.

Passando al limite per δ → 0 ed imponendo che esso si annulli, si ottiene

1∫
0

u′w′ dx −
1∫

0

fw dx = 0 ∀w ∈ V,

ovvero u soddisfa il problema debole (2.8).
Viceversa, se u è soluzione di (2.8), ponendo v = δw, si ha in particolare che

1∫
0

u′δw′ dx −
1∫

0

fδw dx = 0,

e quindi

J(u + δw) =
1
2

1∫
0

[(u + δw)′]2 dx −
1∫

0

f(u + δw) dx

=
1
2

1∫
0

u′2 dx −
1∫

0

fu dx +

1∫
0

u′δw′ dx −
1∫

0

fδw dx +
1
2

1∫
0

δ2w′2 dx

= J(u) +
1
2

1∫
0

δ2w′2 dx.

Poiché

1
2

1∫
0

δ2w′2 dx ≥ 0 ∀ w ∈ V, ∀δ ∈ R,

si deduce che

J(u) ≤ J(v) ∀v ∈ V,

ovvero la u soddisfa anche il problema variazionale (2.9). �

Osservazione 2.2 (Principio dei lavori virtuali) Consideriamo nuovamente il pro-
blema di studiare la configurazione assunta da un filo di tensione unitaria, vincolato


