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Vorwort zur Reihe
StandardWissen Lehramt — Studienbiicher fiir die Praxis

Wie das gesamte Bildungswesen wird sich auch die kiinftige Lehr-
amtsausbildung an Kompetenzen und Standards orientieren. Da-
mit riickt die Frage in den Vordergrund, was Lehrkréfte wissen und
kénnen miissen, um ihre berufliche Praxis erfolgreich zu bewilti-
gen. Das Spektrum reicht von fachlichen Fihigkeiten tiber Diagno-
sekompetenzen bis hin zu padagogisch-psychologischem Wissen,
um Lehren als Unterstiitzung zur Selbsthilfe und Lernen als eigen-
aktiven Prozess fassen zu kénnen.

Kompetenzen werden nicht in einem Zug erworben; Lehrerbil-
dung umfasst nicht nur das Studium an einer Hochschule, son-
dern ebenso das Referendariat und die Berufsphase. Die Reihe
StandardWissen Lehramt bei UTB bietet daher Lehramtsstudieren-
den, Referendaren, Lehrern in der Berufseinstiegsphase und Fort-
bildungsteilnehmern jenes wissenschaftlich abgesicherte Know-
How, das sie im Rahmen einer neu orientierten Ausbildung wie
auch spiter in der Schule benétigen. Fachdidaktische und pidago-
gisch-psychologische Themen werden gleichermafien in dieser
Buchreihe vertreten sein — einer Basisbibliothek fiir alle Lehramts-
studierenden, Referendare, Lehrerinnen und Lehrer.
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Vorwort

Das Buch wendet sich vor allem an Studierende und Referendare
von Lehrimtern fir die Sekundarstufen | und Il sowie an Seiten-
und Quereinsteiger. Es ist ebenfalls zur Reaktivierung von Grund-
lagen der Didaktik des Mathematikunterrichts fur Lehrkrifte, ins-
besondereim Rahmen von Lehrerfortbildungen, geeignet. Weiterhin
soll das Buch auch zu Diskussionen in der Fachdidaktik anregen.

Das Lehrbuch basiert zu grofRen Teilen auf meiner Vorlesung
zu den Grundlagen der Didaktik des Mathematikunterrichts, die
ich seit 1985 bis zum Wintersemester 2016/17 im Umfang von
zwei Semesterwochenstunden an der damaligen Padagogischen
Hochschule in Giistrow und ab 1992 an der Universitit Rostock
vor Lehramtsstudierenden fiir die Sekundarstufen | und Il gehal-
ten habe. Bestandteil des Buchs sind weiterhin Themen aus ei-
nem Hauptseminar zu ausgewihlten Fragen der Didaktik des
Mathematikunterrichts. Weiterhin flielen in das Buch Ergebnisse
von Projekten mit Mathematiklehrkraften aus Mecklenburg-Vor-
pommern ein, die auf der Internetplattform www.mathe-mv.de
verdffentlicht wurden.

Seit 1980 leitete ich regelmiRig Schulpraktische Ubungen, in
denen die Studierenden Unterrichtsstunden vorbereiten, durch-
fiihren und auswerten. Dabei geht es neben vielen anderen Din-
gen auch um die Anwendung von Erkenntnissen aus der theore-
tischen Ausbildungaufkonkrete Fragen der Unterrichtsgestaltung.
In solchen Situationen erweist sich, inwieweit die vermittelten
theoretischen Grundlagen einen konstruktiven Charakter haben,
worin fiir mich ein entscheidendes Qualitatskriterium einer pro-
fessionellen Lehrerbildung besteht. Diese Erfahrungen sowie die
Diskussionen mit meinen Kolleginnen Dr. Christine Sikora, Viola
Mendler und Petra Limmel, die selbst aktive Lehrerinnen waren
bzw. sind, haben zu einer stindigen Verdnderung von Strukturen
und Inhalten der Vorlesung gefiihrt.

Die konkreten Unterrichtsvorschlige, die dieses Lehrbuch
enthilt, sind auch ein Ergebnis meiner Arbeit bei der Herausgabe
einer neuen Lehrbuchreihe fir den Mathematikunterricht (Sill
2002, Sill 2003b, Sill 20033, Sill 2004, Sill 2006, Sill 2008a), wozu
ich eine grofle Reihe vorhandener Lehrbiicher gesichtet und mit
einer Gruppe erfahrener Mathematiklehrerkrifte als Autoren zu-
sammengearbeitet habe.
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Viele Elemente meiner Vorlesung basieren auf den Erkennt-
nissen und Erfahrungen meiner Vorginger als Lehrstuhlinhaber.
Dies waren Prof. Dr. Karl Claus, Dr. Karl Rohn und Dr. Horst
Thamm, die damit auch Anteil an diesem Buch haben.

Das Konzept der Vorlesung und der Seminare entstand in
einer Zeit der einphasigen Lehrerausbildung. Daraus ergab sich
der Anspruch einer méglichst engen Verbindung von theoreti-
schen Grundlagen und konkreten Orientierungen fiir die Un-
terrichtsgestaltung. Durch das Fortbestehen der Schulprakti-
schen Ubungen in unserem Bundesland bin ich von diesem
Anspruch auch in den weiteren Jahren nicht mehr abgertickt.
Durch die gegenwirtige, teilweise erhebliche Ausdehnung von
Schulpraktika in der ersten Phase der Lehrerbildung hat sich
das Festhalten an dem Anspruch langfristig als richtig erwie-
sen.

Das erste Kapitel beschiftigt sich mit dem Gegenstand und
den Aufgaben der Mathematikdidaktik als Wissenschaftsdiszip-
lin und Berufswissenschaft und stellt Beziige zu Nachbarwissen-
schaften her.

Im zweiten Kapitel wird versucht, die Frage zu beantworten,
wozu Mathematik in der Art und dem Umfang unterrichtet wird.
Dazu werden die Funktionen des Mathematikunterrichts in un-
terschiedlichen Bezugssystemen beschrieben. Weiterhin werden
der Begriff Ziel im engeren Sinne definiert und das Rostocker
Modell der Strukturierung von Unterrichtszielen vorgestellt.

Das dritte Kapitel ist dem Arbeiten mit Aufgaben im Mathe-
matikunterricht als dem wichtigsten Mittel des Unterrichts ge-
widmet. Weiterhin werden Elemente der Heuristik vorgestellt, die
fur das selbststindige Lésen problemhafter mathematischer
Aufgaben von Bedeutung sind.

Im vierten Kapitel werden Ergebnisse erziehungswissen-
schaftlicher Forschungen fiir den Mathematikunterricht spezifi-
ziert. Insbesondere geht es um Motivierung, Zielorientierung
und Reaktivierung im Mathematikunterricht.

In den Kapiteln g bis 11 werden ausgehend von theoretischen
Grundlagen aus anderen Disziplinen konkrete Vorschlage zur
Gestaltung typischer Lernprozesse gemacht. Dazu gehéren die
Erarbeitung und Festigung von mathematischen Begriffen und
Zusammenhdngen, die Ausbildung von Fertigkeiten, die Gestal-
tung von Ubungen sowie das Lésen von Sachaufgaben und wei-



teren problemhaften Aufgaben sowie die Befihigung zum Be-
griinden und Beweisen.

Nach dieser Betrachtung des Mathematikunterrichts quer durch
alle Themengebiete erfolgt dann in den Kapiteln 12 bis 16 eine
Langsbetrachtung entsprechend den Hauptprozessen der Entwick-
lung des mathematischen Wissens und Kénnens, wobei aus Um-
fangsgriinden der Schwerpunkt auf der Sekundarstufe | liegt.

Im 17. Kapitel stelle ich, ausgehend von meinen langjihrigen
Erfahrungen mit Studierenden in Schulpraktischen Ubungen, ei-
nige Empfehlungen fur die Planung und Gestaltung von Unter-
richtsstunden zusammen, die auf typische Probleme und Fehler
von Anfiangern im Lehrerberuf hinweisen sollen.

Ein Hauptanliegen des Lehrbuchs ist es, Studierenden und
Referendaren Orientierungen fur die Gestaltung eines erfolgrei-
chen lehrerzentrierten Unterrichts zu geben. Hilbert Meyer stell-
te in Auswertung zahlreicher internationaler empirischer Un-
tersuchungen zu Schilerleistungen bereits 2005 fest, dass leh-
rerzentrierter (vorrangig frontaler) Unterricht erfolgreicher beim
fachlichen Lernen ist, wihrend offener Unterricht erfolgreicher
bei der Vermittlung von Methoden- und Sozialkompetenzen ist
(Meyer 2005, S. 162). Dies wurde 2008 durch die Hattie-Studie
erneut bestatigt (Hattie 2015). Lehrerzentrierter Unterricht be-
deutet aber nicht, dass das Denken und Handeln der Schiiler
nicht im Fokus des Lehrenden liegt, im Gegenteil: Das voraus-
schauende Nachdenken tiber die notwendigen und maéglichen
geistigen und manuellen Tatigkeiten der Schiiler beim Lésen der
Aufgaben ist eine wesentliche Voraussetzung fur erfolgreichen
lehrerzentrierten Unterricht. Die Beherrschung dieser Unter-
richtsform ist wiederum eine notwendige Bedingung fur die
noch anspruchsvollere Gestaltung offener Unterrichtsformen.
Zu diesen Unterrichtsformen werden in diesem Lehrbuch nur
wenige Hinweise gegeben, da lingere Ausfihrungen den Um-
fang sprengen wiirden. Die Befihigung zum Umgang mit diesen
Formen und Methoden sollte erst in spiteren Phasen der Ent-
wicklung des padagogischen Kénnens zielgerichtet in Angriff
genommen werden.

Ein Problem fiir ein kurzgefasstes Lehrbuch der Mathematik-
didaktik ist die gegenwirtig grofle Vielfalt und Breite in den Be-
deutungen zahlreicher Grundbegriffe. Die in diesem Buch ver-
wendeten Begriffsbildungen folgen dem ,,Minimalprinzip eines
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mdoglichst geringen Umfangs zur leichteren Verstindigung und
Abgrenzung von anderen Bedeutungen.

Wenn in diesem Buch die Personenbezeichnungen in masku-
liner Form wie , Lehrer, ,Schiler* oder ,Studenten“ verwendet
werden, sind immer beide Geschlechter gemeint.

Ich danke meiner Kollegin Dr. Christine Sikora fiir die griind-
liche Durchsicht des Manuskripts und die zahlreichen Hinweise
fiir Verbesserungen.



1 Didaktik des Mathematikunterrichts — Die
Berufswissenschaft von Mathematiklehrkriften

Vertreter der Wissenschaft Didaktik des Mathematikunterrichts
begleiten angehende und tatige Mathematiklehrer in ihrer ge-
samten Ausbildung und Titigkeit. Sie sind die Experten fur die
Gesamtheit der beruflichen Anforderungen bei der Planung und
Durchfithrung von Mathematikunterricht. Auf dieser Grundlage
beteiligen sie sich an der Entwicklung von Curricula fiir die fach-
liche und fachdidaktische Ausbildung in Lehramtsstudiengingen
in der ersten Phase. Die wissenschaftliche Begleitung dieser und
anderer Aktivititen auf dem Gebiet der Lehreraus- und Fortbil-
dung ist Teil der wissenschaftlichen Arbeiten auf dem Gebiet der
Didaktik des Mathematikunterrichts und wird als Lehrerbildungs-
forschung bezeichnet. Die Didaktik des Mathematikunterrichts
istin dieser Hinsicht eine Berufswissenschaft fiir den Beruf einer
Mathematiklehrperson. Eine Berufswissenschaft erforscht die
Zusammenhinge von ,Berufspraxis, Berufstheorie, Facharbeit,
Lehrplanen, Berufsbildern, u. a. (...), um zu Erkenntnissen zu
gelangen, die fiir die Gestaltung der Berufsbildung von Bedeu-
tung sind“ (Becker und Spéttl 2015, S. 20). Sie leistet ,Beitrige
zur Ausgestaltung der Berufsbildung und universitiren Fachrich-
tungen.“

Die Didaktik des Mathematikunterrichts ist aber auch Berufs-
wissenschaft im weiteren Sinne. Da sie sich mit dem Lernen von
Mathematik in Unterrichtsprozessen beschiftigt, beteiligen sich
viele Didaktikerinnen und Didaktiker als Experten an der Entwick-
lung von Schullehrplanen, Schulbiichern und anderen Unter-
richtsmaterialien. Sie arbeiten oft eng mit Vertretern der zweiten
Phase, dem Referendariat, zusammen und fihren Fortbildungs-
veranstaltungen in der dritten Phase der Lehrerbildung, der Be-
rufstatigkeit, durch.

Im padagogischen Kénnen einer Mathematiklehrkraft ist ihr
didaktisches Wissen und Kénnen ein wesentlicher Faktor. Weite-
re bedeutsame Faktoren sind ihr fachliches Wissen und Kénnen,
insbesondere in der Schulmathematik, ihr padagogisch-psycho-
logisches Wissen und Kénnen, ihre Einstellung zu Kindern und
die individuellen Eigenschaften, die eine Lehrerpersénlichkeit
ausmachen. Um das Zusammenwirken dieser Faktoren in verein-
fachter, ,mathematisierter Form zu beschreiben ist weniger das

Berufswissenschaft
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Modell einer Summe, sondern eher das eines Produkts geeignet.
Wenn einer der Faktoren gering ausgeprigt ist, lasst sich dies
kaum durch andere kompensieren und wirkt sich in hohem Mafie
negativ auf das Gesamtsystem aus.

1.1 Beziige zu anderen Wissenschaften

Das Verhiltnis der Didaktik des Mathematikunterrichts zur Fach-
wissenschaft Mathematik ist vielschichtig und oft mit Missver-
standnissen verbunden.

Als ein Hauptziel der Didaktik des Mathematikunterrichts
wird manchmal die ,didaktische Vereinfachung® bzw. ,didakti-
sche Reduktion“ der Fachwissenschaft Mathematik angesehen.
Diese Auffassung ist in mehrfacher Hinsicht problematisch. Die
im Mathematikunterricht behandelten mathematischen Begriffe,
Sitze und Verfahren kénnen nicht ,vereinfacht* werden, wenn
die Wissenschaftlichkeit des Mathematikunterrichts nicht ver-
letzt werden soll. So entwickeln sich zwar zentrale Begriffe wie
etwa der Funktionsbegriff stufenweise im Kopf der Schiilerinnen
und Schiiler, aber am Ende der Entwicklung nach Abschluss der
Schule sollte ein reichhaltiges System von Gedanken zum Funk-
tionsbegriff bei den Lernenden ausgebildet sein. Uber die forma-
le mathematische Definition des Funktionsbegriffs hinaus sollte
dieses System auch zahlreiche inhaltliche Aspekte des Begriffs
enthalten (vgl. Kap. 14.3). Weiterhin ist zu fragen, was bei diesen
Formulierungen mit dem Begriff didaktisch gemeint ist. Damit
scheint aus meiner Sicht die Vorstellung verbunden zu sein, dass
man den Stoff ,didaktisch geschickt” aufbereiten soll, um etwa
die Zusammenhinge zwischen einzelnen Themen oder auch nur
Gedankengingen fur die Lernenden klar und verstiandlich darzu-
stellen. Eine geschickte Aufbereitung des Stoffs und eine Be-
schrankung auf wesentliche Inhalte ist durchaus eine der vielen
Aufgaben der Didaktik des Mathematikunterrichts, aber keine
zentrale. Die in den Anfangen der Entwicklung der Didaktik des
Mathematikunterrichts entstandene und heute noch oft verwen-
dete Bezeichnung ,Didaktik der Mathematik" ist wértlich genom-
men nicht zutreffend.

Die Denkweisen von Mathematikern und Fachdidaktikern un-
terscheiden sich in mehrfacher Hinsicht. Die Mathematik ist in
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ihrem Kern ein komplexes und hierarchisches System von gedank-
lichen Objekten, von formale Zeichen und Strukturen, das sich im
Kopf von Mathematikern befindet. Eine Darstellung dieses Sys-
tems in einem mathematischen Lehrbuch ist immer nur ein Teil
dieses gedanklichen Systems, das der Autor schriftlich in geeigne-
ter Weise formuliert hat, wobei er sich oft nur auf zentrale Gedan-
ken beschrankt. Ein grundlegendes Merkmal mathematischen
Denkens ist, dass alle Uberlegungen in logisch exakter und liicken-
loser Folge vollzogen werden miissen. Alle aufgestellten Behaup-
tungen werden auf deduktive Weise begriindet. Mathematisches
Denken ist im hochsten Grade analytisch und logisch exakt. Neue
mathematische Entdeckungen werden zwar oft auf induktive Wei-
se, etwa durch Probieren, analoges oder plausibles Schliefen, Syn-
thetisieren verschiedener Zuginge und andere nicht deduktive
Uberlegungen gefunden. lhre Verifikation erfordert aber in jedem
Fall eine Kette von deduktiven Begriindungen. Im Zentrum der Uber-
legungen eines Didaktikers steht der Prozess der Entwicklung ma-
thematischen Wissens und Kénnens im Kopfvon Schiilerinnen und
Schiilern unter den Bedingungen des Klassenunterrichts. Das ent-
sprechende Denken ist im hohen Grade synthetisch. Es miissen
stets eine Vielzahl von Aspekten berticksichtigt werden. Die dann
gewonnenen Erkenntnisse lassen sich prinzipiell nicht deduktiv be-
griinden. Sie kdnnen nur empirisch verifiziert werden, besitzen stets
einen Wahrscheinlichkeitscharakter und gelten nur unter bestimm-
ten Bedingungen. Die schriftliche Darstellung didaktischer Erkennt-
nisse ist deshalb selten in stringenter Form méglich, sondern erfor-
dert einen weit gréReren Raum fiir vielschichtige Uberlegungen.

Die Ziele und die Struktur des Mathematikunterrichts ergeben
sich deshalb nicht priméar aus der Mathematik. So beruht etwa
die moderne Geometrie auf mengentheoretischen und algebrai-
schen Grundlagen. Die von Mathematikern aus diesem Grund
angestoflenen internationalen Bestrebungen in den 6oer und
7oer Jahren zur Modernisierung des Mathematikunterrichts
durch explizite Aufnahme von Elementen der Mengenlehre und
Algebra bereits in den Primarstufenunterricht haben sich als eine
Fehlentwicklung erwiesen.

Es gibt aber auch eine Reihe von Gemeinsamkeiten. Die we-
sentlichen Inhalte des Mathematikunterrichts sind mathemati-
sche Begriffe, Sitze und Verfahren. Das damit ausgebildete Sys-
tem des mathematischen Wissens und Kénnens der Schiilerinnen
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und Schiiler sollte in méglichst hohem Grade kohéarent, zumin-
dest aber nicht widerspriichlich zum entsprechenden System von
Gedanken im Kopf von Mathematikern sein. Die Schiilerinnen
und Schiiler sollten dartiber hinaus die Mathematik als Kulturgut
erfassen und einen Eindruck von wichtigen mathematischen
Denk- und Arbeitsweisen gewinnen. lhre logischen Fahigkeiten
und ihr Streben nach exakter und strukturierter Darlegung von
Gedanken sind ein wichtiges Ziel des Mathematikunterrichts.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass es zwar
gemeinsame stoffliche Inhalte von Mathematik und Mathema-
tikunterricht gibt, aber die Didaktik des Mathematikunterrichts
nicht als ein Teilgebiet der Mathematik angesehen werden kann.

Die Didaktik des Mathematikunterrichts hat enge Beziehun-
gen zu den Wissenschaften Piadagogik, insbesondere zur Allge-
meinen Didaktik, und zur Psychologie, insbesondere zur pida-
gogischen und zur Entwicklungspsychologie. Diese beschiftigen
sich auf allgemeiner Ebene mit dem Lehren und Lernen unter
unterrichtlichen Bedingungen. Ihre Aussagen erheben aber den
Anspruch, fir alle Lernprozesse giiltig zu sein. Von der Spezifik
des fachlichen Inhalts wird in der Regel abstrahiert. Viele Erkennt-
nisse der Pidagogik und Psychologie lassen sich aber auch auf
den Mathematikunterricht Gbertragen. Dazu sind jedoch meist
zusitzliche fachspezifische Uberlegungen erforderlich. Obwohl
die Didaktik des Mathematikunterrichts im Kern eine padagogi-
sche Wissenschaft ist, ist sie kein Teilgebiet der Padagogik.

In Abgrenzung zur Allgemeinen Didaktik spricht man bei einer
Didaktik eines Unterrichtsfachs oft von einer Fachdidaktik. Dem
entsprechend wird zur Verkiirzung der Schreibweise in diesem
Buch anstelle von , Didaktik des Mathematikunterrichts“ die Be-
zeichnung ,Mathematikdidaktik“ verwendet.

Entwicklung der Mathematikdidaktik und bedeutende
Lehrbiicher

Die Mathematikdidaktik ist eine recht junge Disziplin, die sich
erst ab den 20er Jahren des 20. Jahrhunderts herausgebildet hat.
Einer der ersten bedeutsamen Fachdidaktiker in Deutschland war
Walter Lietzmann (1880-1959). Er war Mathematiklehrer, Her-
ausgeber von Zeitschriften, Vorsitzender des MNU-Vereins und
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Autor des verbreiteten Buchs ,Methodik des mathematischen
Unterrichts“ (Lietzmann 1953b, 1953a). Zu den bedeutenden
Lehrbiichern der Mathematikdidaktik fur die Sekundarstufen ge-
héren weiterhin Monographien von Heinrich Winter (2016),
Erich Christian Wittmann (1987, 2002) und Hans-Joachim Voll-
rath (2001) sowie die Sammelwerke (Leuders 2003) und (Bruder
et al. 2015). Das Buch , Grundkurs Mathematikdidaktik“ von
Friedrich Zech (1939-1996) ist das am meisten genutzte Lehr-
buch und bereits in 10. Auflage (2002) erschienen, die nach der
8. Auflage (1996) nicht mehr verindert wurde. In der DDR wurde
als Sammelwerk das Lehrbuch ,,Methodik des Mathematikunter-
richts* (Walsch und Weber 1975) herausgegeben.

1.2 Gegenstinde der Mathematikdidaktik

Als Gegenstand der Mathematikdidaktik wird oft das Lehren und
Lernen von Mathematik bezeichnet. Diese Beschreibung enthilt
zwar zutreffende Aspekte, bewegt sich aber auf einer allgemeinen
Ebene, die noch weiter untersetzt werden kann. Es lassen sich drei
Gegenstandsbereiche unterscheiden. Diese sollen im Folgenden
am Beispiel des Arbeitens mit GréRen charakterisiert werden, wo-
bei auch kurz auf die historische Entwicklung der Mathematikdi-
daktik eingegangen wird.

Ein Gegenstand der Mathematikdidaktik sind die Funktionen, Zie- ~ Ziel- und Stoff-
le und stofflichen Inhalte des Mathematikunterrichts. Didaktische —didaktik
Arbeiten, die sich mit diesem Gegenstand beschiftigen, kénnen als
Ziel- und Stoffdidaktik bezeichnet werden. Ausgehend von den gesell-
schaftlichen und kulturellen Anforderungen an den Mathematikun-
terricht sollen seine allgemeinen und speziellen Ziele und ihre Funk-
tionen bestimmt und geeignete Inhalte ausgewihlt werden. Eine
wichtige Forschungsmethode sind stoffdidaktische Sachanalysen.

Entsprechende Fragestellungen fiir das Arbeiten mit Gré3en
sind z. B.:

+ Welche Funktion hat die Entwicklung des Kénnens im Arbeiten
mit Gréfeen in Bezug auf die anderen Unterrichtsfacher?

*  Welche Gréf3en und welche Einheiten sollen im Mathematik-
unterricht angeeignet werden?

* Was sollen Schulabsolventen zu den Gréfeen sicher beherr-
schen?

21
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Methodendidaktik

Prozessdidaktik

Selbst die Auffassungen zum Begriff Grifie sind ein Gegen-
stand stoffdidaktischer Sachanalysen. Der Begriff Grifie war lan-
ge ein Fachbegriff in der Arithmetik und Analysis, konnte aber
dann nicht in hinreichender Weise allgemein definiert werden.
Eine Gréfee kann z. B. nicht als Produkt aus Maf3zahl und MaR-
einheit aufgefasst werden. Heinz Griesel, ein Mithausgeber von
zahlreichen und immer wieder weiterentwickelten Lehrbuchrei-
hen, hat in einer grundlegenden Arbeit (1997) den Begriff Grifie
als Mittler zwischen Realitat und Mathematik in geeigneter Wei-
se definiert und damit auch fiir das strittige Problem der Propor-
tionalitat von Gréfen eine sinnvolle Lésung gefunden.

Ein zweiter Gegenstand der Mathematikdidaktik sind die im
Unterricht einsetzbaren Mittel und Methoden, insbesondere
mogliche Aufgaben zur Erreichung der Ziele. Dieser Bereich kann
als Mittel- und Methodendidaktik oder im Speziellen als Aufga-
bendidaktik bezeichnet werden. Ziel der Forschungen istes u. a.,
Aufgabenvorschliage oder auch komplexe Lerngelegenheiten, den
Einsatz von Unterrichtsmitteln, insbesondere von digitalen Me-
dien sowie methodische Gestaltungsformen zu erarbeiten und
empirisch zu erproben. Fiir das Arbeiten mit Gréf3en heifdt dies
z. B., giinstige Vergleichsgréfen fiir Einheiten, verschiedene Me-
thoden zum Umrechnen von Gréflen und geeignete Aufgaben
zum Schitzen von Gréflen zu entwickeln und im Unterricht zu
erproben.

Der Hauptgenstand der Mathematikdidaktik sind die Lernpro-
zesse der Schiilerinnen und Schiiler im Unterricht, insbesondere
alle lokalen und globalen Entwicklungsprozesse mathematischer
Leistungs- und damit verbundener Verhaltenseigenschaften. For-
schungsarbeiten im Rahmen dieser Prozessdidaktik sind sehr
anspruchsvoll. Es miissen in geeigneter Weise die Bedingungen
des Lernens erfasst werden. Dazu gehéren die fur das Thema
aufgewendete Unterrichtszeit, die ausgewihlten Aufgaben und
methodischen Gestaltungsformen, die Besonderheiten in der
Zusammensetzung des Klasse und auch die besonderen Kennt-
nisse und padagogischen Fihigkeiten der Lehrperson. Weiterhin
missen mit geeigneten Verfahren die Ergebnisse des Unterrichts,
also die Qualitat der Kenntnisse, Fahigkeiten und Fertigkeiten der
Schiilerinnen und Schiiler erfasst werden. Dabei geht es neben
lokalen Prozessen vor allem um langfristige Entwicklungen des
Wissens und Kénnens. So haben in einer landesweiten Ver-
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gleichsarbeit in der Klassenstufe g in Mecklenburg-Vorpommern
im Schuljahr 2002/03 nur 38,8 % aller Schiilerinnen und Schiiler
(im gymnasialen Bildungsgang 55,0 %) 5 m3 in Liter umrechnen
kénnen. Es mussen die begrenzte Unterrichtszeit und die zeitli-
chen Relationen aller Entwicklungsprozesse beachtet werden.

Das Problem der Riickentwicklungen spielt, wie in anderen
Fichern, in denen es um kumulatives Lernen und sofortige Pri-
senz des Wissens und Konnens geht, eine zentrale Rolle. Was
direkt nach der Behandlung eines Themas gewusst und gekonnt
wurde, ist in lernpsychologisch gesetzmifliger Weise schon nach
kurzer Zeit nicht mehr in der bisherigen Qualitiat vorhanden.
Deshalb gehort die permanente Wiederholung und Festigung des
Gelernten zu den notwendigen Bestandteilen des Mathematik-
unterrichts. Das Verhiltnis der aufgewendeten Unterrichtszeit fur
die Neuerarbeitung und die Festigung des Gelernten muss sich
mit zunehmender Klassenstufe zugunsten der Festigung veran-
dern, was im aktuellen Unterricht verbreitet nicht der Fall ist.

Dazu braucht man in der Schule aber konkrete Zeitempfeh-
lungen. Uberhaupt ist die begrenzte Unterrichtszeit eine wesent-
liche Rahmenbedingung der Prozessdidaktik. Es geht immer
darum, in einer zur Verfiigung stehenden Zeit optimale Lerner-
gebnisse zu erzielen. Der Faktor Zeit ist fur die Arbeiten in den
beiden anderen Gegenstandsbereichen von geringerer Bedeu-
tung, da es um die Bestimmung notwendiger Ziele und Inhalte
bzw. die Erarbeitung von Méglichkeiten geht.

Man kann in vereinfachter Form die Ziel- und Stoffdidaktik als
Didaktik des Notwendigen, die Mittel- und Methodendidaktik als
Didaktik des Méglichen und die Prozessdidaktik als Didaktik des
Machbaren bezeichnen. Alle drei Bereiche sind gleichermafien
wichtig und beeinflussen sich wechselseitig. Die Ergebnisse der
Ziel- und Stoffdidaktik sind Grundlage fiir die Entwicklung von
Mitteln und Methoden. Ohne die Ergebnisse der Mittel- und
Methodendidaktik sind Arbeiten in der Prozessdidaktik nicht
mdoglich. Aus der Begrenztheit des Machbaren ergeben sich Fol-
gerungen flr die Reduzierung und Gewichtung der Ziele und
Inhalte. Dies bleibt heute leider oft allein den Lehrkriften tber-
lassen.

Die Leistungen des Mathematikunterrichts und damit auch
die der Mathematiklehrer werden in der Gesellschaft daran ge-
messen, was die Schulabsolventen in den nachfolgenden Bil-
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der Forschungen

dungseinrichtungen wissen und kénnen — und dazu gibt es ge-
genwirtig massive, in grofen Teilen berechtigte Klagen aus der
beruflichen Ausbildung und den Hochschulen und Universititen.
Sie weisen auf wissenschaftliche Defizite in der Prozessdidaktik
hin. Aufgrund der aktuellen Rahmenbedingungen didaktischer
Forschungen gibt es z. Z. keine langfristigen Projekte zu diesem
Hauptgegenstand der Mathematikdidaktik.

In allen drei Gegenstandsbereichen sind Produkte fiir die Schu-
le und den Unterricht ein wichtiges Ergebnis der Forschungs- und
Entwicklungsarbeiten. Die Ziel- und Stoffdidaktik beschiftigt sich
u. a. mit der Erstellung und Evaluation von Lehrpldnen in nicht
immer einfacher Zusammenarbeit mit den dafiir verantwortlichen
staatlichen Behorden. Die Entwicklung von Aufgabensammlun-
gen, von Unterrichtsvorschldgen fiir einzelne Themen und von
Vorschligen fiir den Einsatz digitaler Medien sind Produkte der
Mittel- und Methodendidaktik. Die Forschungsergebnisse der Pro-
zessdidaktik flieRen zusammen mit denen der anderen beiden
Bereiche in die Erstellung von Gesamtkonzeptionen fiir den Ma-
thematikunterricht ein. Gegenstindliche Produkte sind Schullehr-
biicher, zugeordnete Arbeitshefte und andere Materialen sowie
didaktische Konzepte und konkrete Unterrichtsempfehlungen zu
den Materialien. Die Erstellung dieser wichtigen Ergebnisse didak-
tischer Arbeiten liegt gegenwirtig in der Hand von privatwirtschaft-
lichen, miteinander konkurrierenden Schulbuchverlagen. Diese
gesellschaftliche Rahmenbedingung behindert die wissenschaftli-
che Entwicklung und Evaluation der betreffenden Produkte.

In allen drei Gegenstandsbereichen sind Arbeiten auf unter-
schiedlichem Niveau der Abstraktion méglich. Neben den genann-
ten produktorientierten Arbeiten gibt es mehrere Ebenen der theo-
retischen Verallgemeinerung. So existieren etwa zahlreiche Arbeiten
zu den sogenannten ,,Fundamentalen Ideen*, zu denen Bank (2013)
eine gute Ubersicht erstellt hat.

Zu den Aufgaben in allen drei Gegenstandsbereichen gehért es
auch, Konzepte und Materialien zur Vermittlung der Forschungs-
ergebnisse fuir Veranstaltungen in der Lehreraus- und -fortbildung
zu erarbeiten.
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Auffassungen zum Gegenstand der Mathematikdidaktik

Am Anfang ihrer Entwicklung war die fachdidaktische For-
schung noch stark an der Mathematik orientiert, was aus der
folgenden Gegenstandsbeschreibung hervorgeht: ,Unter Di-
daktik der Mathematik wird im Folgenden die Darstellung des
Gegenstindlich-Stofflichen der Mathematik unter dem Ge-
sichtspunkt der Lehre verstanden, unter ihrer Wissenschafts-
methodik die Verfahrensweise in der Gewinnung der so defi-
nierten Inhalte (Drenckhahn, F., MNU 5(1952/53), S. 205—211).

Aber es gab auch zu Beginn einzelne Auffassungen, die den
Gegenstand eher im Lernen von Mathematik, also in den Ver-
anderungen bei den Lernenden sahen:

»Unter Didaktik der Mathematik verstehe ich die Disziplin,
die sich mit der Veranderung des Menschen durch Mathema-
tik beschiftigt. Unter ,\Verdnderungen‘ verstehen ich geistige
und psychische Veranderungen ... das Aneignen von Wissen
und Kénnen“ (Bierbaum, BzMU 1968 (1969), S. 7-18).
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2 Funktionen und Ziele des
Mathematikunterrichts

Jeder, der Mathematik unterrichtet oder unterrichten will, steht ir-
gendwann vor der Frage, warum und wozu eigentlich Mathematik
unterrichtet werden soll. Dies fithrt zu der Frage nach den Aufgaben
und der Stellung des Mathematikunterrichts in der Schule. Dazu
gibt es eine grofle Anzahl von méglichen Antworten und Publikati-
onen. So werden z. B. zu Beginn eines jeden zentralen Planungs-
dokuments wie einem Lehrplan, Rahmenplan, Bildungsplan oder
den Bildungsstandards entsprechende Aussagen formuliert. Auf3er
den Unterschieden in der Ausfiihrlichkeit und Griindlichkeit der
Darlegungen gibt es Unterschiede beziiglich der Art und Anzahl der
betrachteten Aspekte und Aufgabenfelder. Oft wird nicht zwischen
Aufgaben, Funktionen und Zielen des Mathematikunterrichts un-
terschieden, sodass die Darlegungen wenig vergleichbar sind.

Anliegen dieses Kapitels ist es, ausgehend von einer Definiti-
on der Begriffe Funktion und Ziel eine geordnete Beschreibung
der Aufgaben des Mathematikunterrichts vorzunehmen und eine
neue Taxonomie der Ziele vorzuschlagen.

2.1 Funktionen des Mathematikunterrichts

Als Oberbegriff fiir alles, was Mathematikunterricht bezwecken  Begriff Funktion
soll, ist die Bezeichnung Aufgaben des Mathematikunterrichts

geeignet. Zur besseren Verstindigung lber diese Aufgaben ist

eine weitere Unterscheidung in Funktionen und Ziele des Mathe-
matikunterrichts sinnvoll.

Funktion des Mathematikunterrichts

Unter einer Funktion des Mathematikunterrichts wird seine Rolle innerhalb eines Systems
gesellschaftlicher Erscheinungen, Verhdltnisse oder Prozesse verstanden. Zur Angabe einer
Funktion gehdren die Ausweisung eines Bezugssystems und die Angabe der Wechselwirkung
mit anderen Systemkomponenten.
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Mathematik als Teil
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der Kultur

Bezug zu
bisherigen
Bildungswegen

Die Zuordnung der allgemeinen Aufgaben des Mathematikunter-
richts zu Funktionen erméglicht eine bessere Strukturierung und
damit einen Vergleich und eine Bewertung z. B. der allgemeinen
Aussagen in Lehrplinen. Der Mathematikunterricht muss alle
Funktionen in ausgewogener Weise erfiillen. Mit dem Blick auf
dieses Gesamtsystem von Funktionen werden Liicken in Aufga-
benstellungen und Einseitigkeiten deutlich.

Das Funktionssystem entstand im Ergebnis einer Analyse

von Lehrplinen, die Ende der goer Jahre in Kraft waren, sowie
weiterer Literatur zur mathematischen Allgemeinbildung

(Sill 1997).

1.

Funktion bei der Bewahrung und Weiterentwicklung der Wis-
senschaft Mathematik als Teil der menschlichen Kultur

Die Mathematik ist ein wesentlicher Bestandteil der mensch-
lichen Kultur. Ihre Bedeutung in der Gesellschaft rechtfertigt
es, dass Kenntnisse und Einstellungen zu ihren spezifischen
Methoden und Besonderheiten als Instrument zur Gewin-
nung von Erkenntnissen zur Allgemeinbildung eines jeden
Schulabsolventen gehéren. Die Mathematik sollte auch in
ihrer Entwicklung erlebbar gemacht werden, indem die Sch-
lerinnen und Schiiler an exemplarischen Beispielen Einblicke
in das Entstehen von Mathematik und damit Achtung vor
den Leistungen der Menschen fritherer Epochen gewinnen.
Die Vermittlung von Einsichten in die Entstehung von be-
stimmten Theorien und Begriffen kann einen wichtigen Bei-
trag zum Verstindnis der betreffenden Lerninhalte leisten.
Die Bekanntschaft mit den Leistungen und den persénlichen
Eigenschaften bedeutender Mathematikerinnen und Mathe-
matiker kann eine Vorbildwirkung fiir kiinftige Wissenschaft-
ler unter den Schilerinnen und Schilern austiben (vgl.

Kap. 4.5).

Funktion in Bezug auf den bisherigen Bildungsweg

Der Mathematikunterricht auf einer Bildungsstufe muss an
die Ergebnisse der vorherigen Stufe ankniipfen, so etwa beim
Ubergang von der Grundschule in Sekundarschulen oder von
einer allgemeinbildenden Schule in weiterfiihrende Bildungs-
einrichtungen. Voraussetzung ist, dass die Lehrkrifte die In-
halte, Anforderungen und spezifischen Methoden der vorhe-



rigen Bildungsstufe kennen. Oft wird versucht, zu Beginn
einer neuen Bildungsstufe durch Testarbeiten zu den Inhalten
der bisherigen Stufe Informationen lber den Stand des Wis-
sens und Kénnens zu gewinnen. Solche Tests zu Beginn der
Sekundarstufe | oder zu Beginn eines universitaren Studiums
fithren in der Regel zu sehr unbefriedigenden Ergebnissen.
Sie sind fiir den intendierten Zweck allerdings auch wenig
geeignet, da es aus lernpsychologischer Sicht fiir einen Ler-
nenden nicht méglich ist, ohne Vorbereitung das gesamte
Spektrum der Anforderungen zu erfiillen, auch wenn er dies
schon einmal vielleicht sogar sehr gut beherrscht hat. Solche
unvorbereiteten Tests sind nur fiir ein bestimmtes Anforde-
rungsniveau sinnvoll (vgl. Kap. 2.2.2). Gunstiger ist es, im
Zusammenhang mit der Behandlung des neuen Stoffs durch
eine immanente Wiederholung Beziige zu den Vorkenntnis-
sen herzustellen.

. Funktion im System der parallel laufenden Unterrichtsficher
Im Mathematikunterricht werden zahlreiche Begriffe, Sitze,
Methoden und Denkweisen vermittelt, die fiir andere Unter-
richtsficher von Bedeutung sind. So werden im Mathematik-
unterricht die Grundlagen fiir das Arbeiten mit Grof3en gelegt,
das dann insbesondere in den naturwissenschaftlichen Fi-
chern praktiziert wird. Es wird gelernt, wie man Daten erfas-
sen, analysieren und mit grafischen Methoden und statisti-
schen Kenngréflen auswerten kann. Darauf wird dann unter
anderem in den gesellschaftswissenschaftlichen Fichern auf-
gebaut. Der Mathematikunterricht hat auch beim Umgang mit
Zahlen, Gleichungen und Funktionen eine Leitfunktion fur
diese Inhalte in der Schule. Zur Erfillung dieser Funktion ist
eine Abstimmung beginnend bei den Rahmenplinen bis hin
zu Absprachen zwischen den unterrichtenden Lehrkriften er-
forderlich.

2.1 FUNKTIONEN

Bezug zu anderen
Fachern

29



