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Presentacion

Para la Universidad del Magdalena, u otra institucién de educacion, es impor-
tante contar con docentes capacitados y decididos a elaborar materiales de apoyo para el
quehacer pedagogico, los cuales se podrian convertir en herramientas ttiles para el apren-
dizaje del estudiante. Las notas de clases “La integral indefinida y métodos de integracion’,
es un ejemplo de ello. Este documento le guiara, a través de la comprensién, de manera
practica y diddctica, conceptos y destrezas del Calculo, como son: la diferencial de una
funcion, la antiderivada de una funcidn, la integral indefinida, ecuaciones diferenciales
con variables separables y sus aplicaciones y los métodos de integracién mas relevantes.

El texto presenta una cantidad de ejemplos resueltos en su totalidad que serviran de mo-
delo para el desarrollo de otros ejercicios propuestos; ademads, cuenta con una secciéon de
autoevaluacion al final de cada capitulo, la cual ayudara a valorar los progresos alcanzados
durante el estudio y a reforzar la incursion en el mundo del célculo.

Por otro lado, también ofrece un resumen de algunos temas de Algebra y Trigonometria
con el propdsito de recordar aspectos fundamentales de los mismos y aplicarlos en el pro-
ceso de nuevos aprendizajes.

“La integral indefinida y métodos de integracion” es fruto de muchos afos de experiencia
docente, teniendo en cuenta como principal incentivo la vocacion por la ensefianza y el
impulso al desarrollo educativo de nuestra comunidad universitaria.

Esta elaborado de acuerdo con algunas tematicas del programa vigente de la asignatura
Calculo Integral que se imparte en la Facultad de Ingenieria de la Universidad del Mag-
dalena.

Ademas de la obtencién de los conocimientos en cada semestre, este trabajo titulado:
“La integral indefinida y métodos de integracion’, le servira de consulta al estudiante ain
después de haber adquirido los conocimientos. Por ello, le invito a que lea, comprenda y
practique al maximo cada uno de los capitulos que componen este texto que ha sido fruto
del trabajo y experiencias del autor.

Esperando que esta herramienta sea funcional como complemento para seguir cultivando
su aprendizaje, sin pretender, claro estd, que este documento sea una innovacioén pedagoé-
gica en el ambito de la ensefianza del Célculo ni en la temdtica tratada.

El Autor
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1.

CaprPiTULO 1

Incremento y diferencial de una funcién

1.1

En este capitulo se analizara el concepto de incremento y diferencial de una funcion.
El concepto de diferencial es uno de los mas importantes del Calculo y, sin lugar a
dudas, uno de los que tiene mayor diversidad de aplicaciones, tanto en la formulacion
de modelos como en el analisis de errores, basado en la linealizacion de funciones.
Ademas, aqui se reserva también su uso en la integracion.

En este aparte se presenta un paquete de ejemplos resueltos que le serviran de mode-
los para el desarrollo de un listado de ejercicios propuestos (todos con su respuesta),
también se agrega al final una seccién de autoevaluaciéon que le ayudard a valorar
los progresos alcanzados durante tu estudio.

Incremento de una funcion

Definicién: El incremento de una funcién y = f(x) denotado por Ay, es el cambio
que sufre ésta cuando la variable independiente x cambia una cantidad Az, pasando
de z a x + Az, y esta dado por:

Ay = f(z+ Ax) = f(z)

Si x varia de 1 a o y Az es el incremento de x entonces, x5 = 1 + Ax




2 . Incremento y diferencial de una funciéon

Ejemplo 1.1

Calcule Ay cuando x cambia de 1,0 a 1,1; si y = 322 + 1

Solucion

Tenemos que x =1y Ax =1,1—1=0,1 luego
Aplicando la definicién anterior se tiene:
Ay = f(z+ Azr) — f(z)

Ay=3(z+Az)* +1—(32°+ 1)
Ay = 32% 4+ 6x(Az) + 3(Az)* + 1 — 32" — 1
Ay = 6x(Ax) + 3(Ax)?

Ay =6(1)(0,1) +3(0,1)?

Ay = 0,63

1.2 Diferencial de una funcién

El concepto de diferencial da significado propio tanto a dx como a dy en tal forma

que el puede ser vista como un cociente de dy sobre dzx.

dz

Definicién: Sea y = f(z) donde f es una funcién derivable, y sea Az un incremento
de z.

I. La diferencial dz de la variable independiente es dr = Az cuando Az tiende
a cero.

1. La diferencial dy o df de la variable dependiente y es: dy = f'(x)Ax =
f'(x)dx, es decir, la diferencial de una funcién es igual al producto de su derivada
por la diferencial de la variable independiente.

Universidad del Magdalena



3 . Incremento y diferencial de una funcion

1.2.1 Interpretacion geométrica de la diferencial

»
»

X X+ Ax
Figura 1.1 Interpretaciéon geométrica de la diferencial.

La figura 1.1 muestra que el incremento se puede aproximar con la diferencial, es
decir Ay =~ dy (Ay es aproximadamente igual a dy) cuando Ax es mds cercano a
cero (Az =~ 0).

1.2.2 Formulas de la diferencial

Sean u y v dos funciones derivables de =, donde ¢ es una constante.

Diferencial de una

Diferencial de un

constante

constante d(c)=0 producto d(uwv) = udv + vdu
Diferencial de un ) )
P Diferencial de un U vdu — udv
multiplo por una d(cu) = cdu . d(—) =
cociente v V2

Diferencial de una
suma o resta

d(u+v) =du+dv

Diferencial de una
potencia

Ejemplo 1.2

Determine la diferencial de las siguientes funciones:

a) y=>5r3—1

b) u=t2e "

¢) z = In*(sen 3u) =

[In(sen 3u)]?

Wilson Veldsquez B.




4 . Incremento y diferencial de una funciéon

d) v =arcsen/x

Solucion

Para calcular la diferencial de las funciones, solo basta con hallar la derivada y
multiplicarla por el diferencial de la variable independiente.

a) Para y = 523 — 1, entonces dy = 15z%dx

b) Para u = t>e"", entonces du = (2te " — 2t3%¢")dt = 2te™" (1 — t?)dt

- cos3u - 3du =

¢) Para z = In*(sen3u), entonces dz = 2 - In(sen 3u) -
6 In(sen 3u) - cot 3u - du

sen 3u

d) Para v = arcsen+/x, entonces dv =

dx
2V — 22

Ejemplo 1.3

Sea y = 22 + 1. Halle Ay v dy cuando x cambia de 1 a 1,01.

Solucion

Aplicando la férmula Ay = f(z + Az) — f(z) se tiene que:
Ay = (v +Ar)> +1— (2* +1)

Ay =2 +22(Az) + (Az)* + 1 —2° — 1
Ay = 2x(Az) + (Az)?

Pero Az =1,01 — 1 =0,01, ademas x = 1, entonces:
Ay = 2(1)(0,01) + (0,01)* = 0,0201
Aplicando la férmula dy = f'(z)Ax = f'(z)dz, se tiene que:
dy = 2xdx, pero der = Ax = 0,01; entonces
dy = 2(1)(0,01) = 0,02

En consecuencia, el incremento se puede aproximar con la diferencial, es decir,
Ay =~ dy (Ay es aproximadamente igual a dy)

Universidad del Magdalena



5 . Incremento y diferencial de una funcién

Ejemplo 1.4

Dada la funcién f(z) = 23 +42% — 52 +6. Calcule Ay y dy, si Az = 0,1;0,01;0,001;
0,0001 y = = 3. Interprete los resultados obtenidos.

Solucion

De la definicién de incremento de una funcién tenemos:
Ay = f(3+ Ax) — f(3)
Ay = [(3+ Ax)* +4(3 + Az)? — 5(3 + Ax) + 6] — 54

Desarrollando,
Ay = (Az)® +13(Az)? + 46 Ax

Por otro lado, como f’(z) = 3z%+ 8z — 5 se tiene de la definicién de diferencial, que:
dy = f'(3)dx = 46dx

Sustituyendo Ax = 0,1 en las dos expresiones anteriores, incremento y diferencial
se obtiene que:
Ay=4,731 vy dy=4,6
Para el caso Az = 0,01 resulta:
Ay =0,461301 y dy=0,46

En la tabla 1.1 se presentan los incrementos de la variable independiente, los valores
de Ay y de dy y las diferencias entre estas dos cantidades.

Tabla 1.1 Incrementos y diferenciales

Az Ay dy Ay — dy

0,1 4,731 4,6 0,131
0,01 0,461301 0,46 0,001301
0,001 | 0,046013 | 0,046 | 0,000013
0,0001 | 0,00460013 | 0,0046 | 0,00000013

W W W w| O

Observe que la funcién es derivable en x = 3 y que entre mas cercano esté Az a
cero, mas proxima a cero estara la diferencia Ay — dy.

Por tanto, dy serd una mejor aproximacion de Ay en la medida en la que Az esté
mMAs cercana a cero.

Ejemplo 1.5

El radio r de un circulo se incrementa de 10cm a 10, lem. Estima el incremento en
el area del circulo, calculando dA. Compare el resultado con el cambio real AA.

Wilson Veldsquez B.



6 . Incremento y diferencial de una funcion

Solucion

El drea A del circulo estd dada por A = 72, donde r = radio del circulo.

Tenemos r = 10cm y Ar =dr = 10,1 — 10 = 0, lem.

Figura 1.2 Circulo de radio r asociado al ejemplo 1.5.

Hallemos dA

dA = 27r - dr Reemplazando los valores de r y dr se tiene:
dA = 27(10cm) (0, 1em)
dA = 2wem?
Ahora, hallamos el cambio real AA

AA =A(r + Ar) — A(r)
=7(r + Ar)* — ar?
=mr? + 2mr Ar + w(Ar)? — 7r?
=2mrAr + m(Ar)?
=27(10)(0,1) + 7(0,1)* = 2, 01wem?

Por lo tanto, AA — dA = 0,017em?

Esto muestra que la aproximacion dA es muy precisa cuando Ar es més cercano a
cero.

Ejemplo 1.6

JEn cuanto aumenta aproximadamente el lado de un cuadrado si su area aumenta
de 9em? a 9, 1em??

Universidad del Magdalena



7 . Incremento y diferencial de una funcién

Solucion

|

: .

1 |

|

9 cm’ y : 9,1 cm’ I
|

l .

1 |

Figura 1.3 Cuadrado de lado y asociado al ejemplo 1.6.

Sea x = area del cuadrado
y = Lado del cuadrado
Luego x = y? es el 4rea del cuadrado

Expresemos y en funcién de x, entonces y = /&, ademéas Ax =dr =9,1—-9=0,1
yx=09.
Para encontrar el aumento aproximado del lado del cuadrado se halla dy.

1

dy = —(0,1)
y - 2\/@ ’
dy = 0,016m

Ejemplo 1.7

La arena que se escapa de un recipiente va formando un monticulo cénico cuya al-
tura siempre es igual a su radio. Use diferenciales para estimar el incremento del
radio correspondiente a un aumento de 2cm? en el volumen del monticulo, cuando
el radio mide 10cm.

Solucién

1
El volumen del monticulo cénico viene dado por la ecuacion V = §7r7“2h, donde

r = 10 radio del cono y h = altura del cono.

Wilson Veldsquez B.



1.3

8 . Incremento y diferencial de una funcion

_____________

Figura 1.4 Monticulo cénico de altura h y radio r ejemplo 1.7.

1
Pero r = h, luego queda que V = —mr3

Debemos estimar el incremento del radio Ar = dr =7
Conocemos el incremento en el volumen AV = dV = 2em?3

Tenemos que V = gm’?’. Hallando dV' se tiene que,

dV = mr?dr, entonces

J dV 2em3 1
r=— = = cm
w2 7w(10em)? 507

1
Por tanto dr = ——ecm incremento del radio.

Omr

Error relativo y porcentual

Definicién: Sea x una medida con un error maximo |Az|. Por definiciéon

A
i. Error relativo = |7x]

73
ii. Error porcentual = (error relativo)-(100 %)

Ejemplo 1.8

El radio de una esfera mide 30cm y el error maximo en la medicién es de 0, 15cm.
a) Estime el maximo error que se comete al calcular el volumen de la esfera.

b) Estime el error relativo y porcentual para el valor calculado del volumen.

Universidad del Magdalena



