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Prodlogo

El presente texto puede considerarse como una simplificacién del libro “Intro-
duccién al Algebra Lineal” [3], de dos de los autores de este manual. Aqui se
presenta un material minimo para desarrollar en un semestre con tres horas
semanales presenciales. La idea bésica es que el texto sea utilizado como mate-
rial de lectura obligatoria para los estudiantes, incluyendo lecturas en algunas
sesiones presenciales en las cuales como control se entreguen tareas individuales
0 en parejas, a criterio del profesor. En ese sentido el manual incluye tareas
de entrega obligatoria por parte del estudiante.

El contenido cubierto por el manual, como se puede apreciar, es el basico
en un primer curso de dlgebra lineal dirigido a estudiantes de primer semestre
de Ingenieria, Economia, Administraciéon de empresas, o programas donde la
asignatura sea electiva. Para estudiantes de Ciencias (Fisica o Matemaéticas,
especialmente) el profesor podra recomendar la profundizacién de los temas
en el texto citado [3] o en otros textos adecuados. El capitulo uno introduce
la definicién de operaciéon binaria y, en particular, la de ley de composicion
interna, a partir de ejemplos familiares que permitan una facil comprension a
través de la lectura individual para el estudiante. Se introducen también las
definiciones de las estructuras algebraicas bésicas sobre las cuales se construye
la estructura principal: la de espacio vectorial.

El capitulo dos aborda el estudio de los sistemas lineales y de las matrices
sobre el campo real. Se introduce inicialmente la estructura de espacio vectorial
de R™ asi como el producto escalar y el producto matricial como herramientas
tedricas importantes en el estudio de ecuaciones y sistemas lineales. En este
mismo capitulo, en su apéndice, se muestra el caso de las ecuaciones lineales
diofantinas y se sugiere el uso de software libre especifico para cédlculos en
algebra lineal. Se incluye también un primer acercamiento al concepto de de-
terminante, para el caso de sistemas 2 x 2. Tal concepto serd extendido en

vil
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el capitulo tres a matrices n x n. Por razones de brevedad en la exposicién,
el desarrollo del material relativo a determinantes se limita en buena parte a
presentar los resultados mas importantes, citando el texto base de este manual.

El capitulo cuatro se dedica a los sistemas homogéneos y a los subespacios de
R™, aprovechando el contexto para introducir con rigurosidad los conceptos de
base y dimensién de subespacios de R™. Se cierra el capitulo con los conceptos
de norma y vectores unitarios, introduciendo las definiciones de angulo entre
vectores, paralelismo y direccién desde un punto de vista algebraico. Estos con-
ceptos seran interpretados geométricamente en el capitulo cinco, dedicado a
los vectores en R? y R3 y a las aplicaciones geométricas de los resultados antes
obtenidos.

Se incluyen, adema&s del correspondiente al capitulo dos, tres apéndices al
final. En el apéndice A, se hace una breve presentacion del simbolo sumatorio y
sus principales propiedades y en el B se presenta el alfabeto griego. En el apén-
dice C se presenta una breve introduccién a la Teoria de codigos, de suma
importancia en la teoria de la informacién. Basicamente, el objetivo de la teo-
ria de cédigos es codificar informacién que se transmite a través de canales
“ruidosos”; es decir, susceptibles de distorsionar la informacién ya sea por
razones internas o externas (por accién de terceros). Es entonces necesario
que el mensaje sea codificado adecuadamente de manera que se pueda verificar
su autenticidad y detectar posibles errores o distorsiones y corregirlos, de ser
posible. En tal sentido, los cédigos lineales (subespacios de K", siendo K un
campo finito) juegan un papel importante.

Finalmente, agradecemos cualquier comentario, sugerencia o correcciéon que
consideren necesarios para mejorar la presente edicion. Los autores.

scasta@uninorte.edu.co
abarrios@uninorte.edu.co
isgutier@uninorte.edu.co




CapriTuro 1

Preliminares

1.1 Introduccién

El Algebra, hablando en términos rudimentarios pero modernos, es la disciplina
matemaética dedicada al estudio de las denominadas estructuras algebraicas.
Una estructura asi estd formada bésicamente por un conjunto no vacio y una
o mas operaciones definidas sobre ese conjunto. El Algebra Lineal, también
en términos generales, tiene como objeto de estudio principal cierto tipo de
estructura conocida como espacio lineal o espacio vectorial. En esta primera
seccién presentamos las definiciones de operacion (especialmente las denomina-
das binarias) y de las estructuras algebraicas bésicas: semigrupos, monoides,
grupos, anillos y campos. En el capitulo dos, en particular, se hace una primera
presentacion de la estructura de espacio vectorial en un ejemplo especifico. Tal
definicion se hard desde la perspectiva matematica o algebraica y en un capitulo
posterior se relacionard con la nocion fisica o geométrica de vector con la cual
seguramente los lectores, aun los principiantes, tendran alguna familiaridad.
Iniciamos justamente con el concepto de estructura algebraica.

1.2 El concepto de estructura algebraica

Existe cierta familiaridad con la nociéon de operacion, especificamente con
la de operacién binaria. Asi, por ejemplo, la adicion, la multiplicacion y
sus operaciones “inversas” (sustraccién y divisién) en conjuntos numéricos
constituyen ejemplos de operaciones binarias. Para ir abriendo paso a una
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generalizacién® de tales operaciones “familiares”, consideremos inicialmente la
adicién de nimeros enteros.

En la adicién de enteros, partimos tomando dos niimeros enteros, por ejemplo
3 v 4, y al hacer la operacién obtenemos el entero 7 = 3 + 4, denominado la
suma de 3 y 4. Mas generalmente, si tomamos dos enteros, notados x e y, la
adicién produce un entero z = x + y. Técnicamente hablando, hemos tomado
un par (z,y) de enteros y le hemos asignado un entero x + y, la suma de las
componentes del par (z,y). En el lenguaje de la teorfa de conjuntos lo que se
tiene es una funcion

4. ZXxZ — 7
(r,y) — x+y

cuyo dominio es el producto cartesiano del conjunto de los enteros, Z, consigo
mismo y las imagenes —o resultados de la accién de la funcién— pertenecen al
mismo conjunto Z. Un andlisis similar puede hacerse para la multiplicacién de
enteros, la cual es una funcién

Zx7 — T
(z,y) — ay.

Estos son dos ejemplos particulares de lo que denominaremos una ley de
composicion interna definida sobre un conjunto. El hecho de que los elementos
operados (sumados o multiplicados) se consideren formando pares ordenados
pareceria no ser importante en estos ejemplos ya que el resultado obtenido —la
suma o el producto, respectivamente— es el mismo independientemente de si el
par considerado es (x,y) o (y,x). Esto es debido, en este caso, a que las dos
operaciones consideradas gozan de la denominada propiedad conmutativa segin
la cual “el orden de los sumandos (o factores) no altera la suma (el producto)”.
Sin embargo, basta con pensar en la sustraccion de enteros para convencerse
de que si queremos generalizar nuestras particulares observaciones a conjuntos
(y operaciones) arbitrarios el “orden” de las componentes es importante. Asi,
la sustraccion en el conjunto de los enteros es una funcién

- X7 — 7
(z,y) — x—y.

Como tal, es una ley de composicién interna pero, por ejemplo, la imagen de
la pareja (2,3), esto es 2 —3 = —1, no es la misma que la de (3,2), la cual

'Para un desarrollo detallado de estos conceptos véanse [3], capftulo uno, del cual se ha
tomado buena parte de esta exposicion.

Capitulo 1. Preliminares
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es 3 —2 = 1. Esto, por supuesto, significard que la sustraccién no es una
operacién conmutativa.

Algunas preguntas son pertinentes en este momento. ; Podemos operar solo ele-
mentos del mismo conjunto? o jestaran siempre los “resultados” de las ope-
raciones en el mismo conjunto al cual pertenecen los elementos operados? Si
pensamos, por ejemplo, en la divisién de enteros, es claro que solo podemos
dividir un entero cualquiera entre un entero diferente de cero y que los resulta-
dos no necesariamente son enteros. Asi, la divisién a la que estamos haciendo
referencia es entonces una funcién

+: Zx(Z-{0}) — Q
(x,y) — Ty

Aqui el dominio de nuestra funcién es el producto cartesiano de dos conjuntos
distintos y las imdgenes (cocientes) pertenecen al conjunto de los numeros
racionales Q, del cual los conjuntos cuyo producto cartesiano es el dominio
son subconjuntos propios.

Generalizando lo anterior, dados conjuntos no vacios A, B y C, una funcién

x: AxB — (C
(,y) = wxy

es denominada una operacion binaria. Note que la imagen del par (z,y) bajo
la funcién * se denota por x xy. Si A = B = C decimos que * es una
ley de composicién interna en el conjunto A o, simplemente, una operacién
binaria definida sobre A. Como dijimos antes, una estructura algebraica es un
conjunto con una o mas operaciones binarias definidas sobre tal conjunto. La
notacién para una estructura algebraica generalmente involucra al conjunto
(y, posiblemente, a otros con cuyos elementos se opera o al cual pertenecen
los resultados) y a los simbolos de las operaciones. En particular, si A es un
conjunto no vacio y * es una ley de composicién interna en A se acostumbra
notar por (A,x*) a la estructura algebraica resultante. Se debe resaltar que
dicha notacion hace referencia no solo a los elementos del conjunto A sino,
principalmente, al comportamiento de los mismos con relacion a la operacion
. Asi, por ejemplo, cuando nos referimos a la estructura “aditiva” (Z,+),
estamos hablando de una estructura distinta a la “multiplicativa” (Z,-). En
ambos casos los elementos del conjunto “soporte” de la estructura son los
mismos, pero el comportamiento algebraico no es igual. Por ejemplo, mientras
que la estructura aditiva goza de la propiedad de ezistencia de inversos para
cada elemento de Z, esta propiedad no es valida, en general, en la estructura
multiplicativa, en la cual solo 1 y —1 tienen inversos (multiplicativos).

1.2 El concepto de estructura algebraica
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Propiedades, seguramente familiares para el lector, como la conmutatividad,
la asociatividad, entre otras, de la adiciéon y la multiplicaciéon en los enteros,
pueden ser definidas también para leyes de composicién interna. Estas se pre-
sentan a continuacién.

Definiciéon 1.2.1 Sean A y B conjuntos no vacios con B C A. Si % y o son
leyes de composicion interna definidas en A. Entonces:

1. B es cerrado bajo * si y solo si para todo x,y € B se cumple que
rxy € B.
Trivialmente, el conjunto A es, por ser x una ley de composicion interna
en A, cerrado para *.

2. % es:

(a) Conmutativa si y solo si para todo x,y € A se satisface:

THRY=Y*T (1.1)

(b) Asociativa si y solo si para todo x,y,z € A se cumple:

(xxy)*xz=x%(y*z) (1.2)

(¢) Modulativa si y solo si existe e € A tal que para todo x € A se

(d)

tiene:
Txe=exT =2 (1.3)

El elemento e, el cual puede probarse que es unico, se denomina
elemento neutro para x en A. En ese sentido, la propiedad modu-
lativa también se demomina de existencia de elemento neutro.

Invertiva si y solo si es modulativa, con neutro e, y para todo
elemento x € A existe un elemento y € A tal que:

TxYy=yxr=ce (1.4)

Para una operacion invertiva y asociativa, para cada x € A el ele-
mento y de la ecuacion (1.4) es unico (ejercicio). Tal elemento
es denominado el inverso, bajo *, de x. En una estructura (A, x)
asociativa y modulativa puede suceder que la condicion de existencia
de inverso no se cumpla para todos los elementos de A; si se cumple
para algin elemento particular x, diremos que = es invertible (o
regular o no singular) bajo * y, consecuentemente, que y es el
muverso de x.

Capitulo 1. Preliminares
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(e) Distributiva con relacién a ¢ si y solo si para todo z,y,z € A
se tienen:

(xoy)xz = (r*x2)o(yx*2)

xx(yoz) = (zxy)o(r*xz

La propiedad dada por (1.5) se denomina usualmente distributiva
(de * con relacién a ¢) por la derecha, mientras que la dada
por (1.6) lo serd por la izquierda.

Algunas de las definiciones dadas pueden extenderse a operaciones binarias
que no sean necesariamente leyes de composicién interna. Por ejemplo, para
una operacién binaria x: A x B — B, decimos que es modulativa a izquierda
si y solo si existe e € A tal que para todo x € B se tiene e x v = x. En
este caso e es denominado un neutro a izquierda. De manera similar se puede
definir elemento neutro a derecha para operaciones del tipo * : A x B — A.
Noétese asi que para leyes de composicion interna el neutro, si existe, lo es
tanto a izquierda como a derecha. También es costumbre, para una operacién
x: Ax B — B, decir que un conjunto no vacio D C B es cerrado para * si y
solo si, siempre que se tengan = € A,y € D, se tiene también que (x xy) € D.
Se dejan al lector otras posibles extensiones de las definiciones dadas. Diremos
también que una estructura (A,x*) es asociativa (o conmutativa, modulativa,
etc.) si lo es la operacién .

Si * es una ley de composicion interna en el conjunto A y B es un subconjunto
de A, cerrado bajo *, entonces la restriccién de * a B, usualmente notada x|,

«p: BxB — B
(z,y) — xxy,

es también una ley de composicion interna en B. Algunas de las propiedades
ya definidas (conmutativa, asociativa, distributivas) claramente son validas
también para la restriccion de x a B, en caso de que se cumplan en A, diremos
en tal caso que son hereditarias.”> Las propiedades (1.3) y (1.4), por su parte,
se satisfacen —si se cumplen en A— para todo z € B, pero no se garantiza la
pertenencia del neutro e, o el inverso de x al conjunto B.

2De hecho son vélidas sobre cualquier subconjunto no vacio de A, atin no siendo cerrado.

1.2 El concepto de estructura algebraica
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Ejemplo 1.2.1

1. La conocida estructura aditiva de los enteros (Z, +) es, como recordard el
lector, asociativa, conmutativa, modulativa e invertiva. Una estructura
tal, como se definird después, es denominada un grupo abeliano. Aqui
el elemento neutro (aditivo) es cero, 0, y cada entero x tiene un inverso
aditivo —z. Por su parte la estructura multiplicativa (Z, -) es asociativa,
conmutativa y modulativa, pero no es invertiva. Solamente, como ya se
menciond, son invertibles el 1 y el —1 y, en cada caso, el inverso es el
mismo elemento. Para enteros distintos de cero y de 1 y —1, por ejem-
plo 2, el inverso multiplicativo existe si se consideran como parte del
conjunto de los racionales, es decir de la estructura (Q,-), pero no es
un entero. En el ejemplo considerado, el inverso de 2 es 0.5 = % Este
ejemplo resalta la importancia de que una estructura depende tanto del
conjunto como de la o las operaciones consideradas.

Grupos abelianos, como el caso de (Z,+), son también (Q,+), (R, +),

(@Q@—{0},-) y (R—{0},-).

2. Consideremos el conjunto A = {a,b,c}. Una ley de composicién interna
sobre A debe asignar a cada par (z,y) € A x A, es decir, a cada par
de elementos de A, un elemento unico del mismo conjunto. Se puede
elegir arbitariamente tales “resultados” de la operacién. En este caso,
la operacién puede definirse mediante una tabla; por ejemplo, las que se
muestran a continuacién.

| x[afblc] ofalblc]

o
o

o T
o|T|o

oo
T |0

o|lT®
oo |®

o |T®
o|T| o

En la primera fila y la primera columna de cualquiera de las tablas se
muestran el simbolo de la operacién y los elementos del conjunto A. El
resultado de operar un elemento de una columna con uno de una fila es
el elemento en la interseccion de dichas fila y columna. Asi, por ejemplo:

axb =

boc
bxb
bob

b
a
a
c

Capitulo 1. Preliminares
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Noétese que en (A, %), a es un neutro a izquierda pero no a derecha
(b * a = ¢), mientras que en (A,¢) es neutro tanto a derecha como a
izquierda; es decir, ¢ es modulativa. Puesto que a xb = b # ¢ se sigue
que * no es conmutativa. ;Es asociativa? Puede verificarse que ¢ es
asociativa, modulativa, invertiva y conmutativa; es decir, (A,¢) es un
grupo abeliano. Nétese que el inverso de b, bajo ¢, es cy el de c es b. a,
por su parte, es su propio inverso bajo <.

3. Para un entero n > 2 sea Z,, = {0,1,2,...,n — 1}, el conjunto de los
enteros no negativos menores que n. Por ejemplo:
Zy, = {0,1}
Zs = {0,1,2}

Zs = {0,1,2,3,4,5}

Asi, Z,, es, en principio, un subconjunto del conjunto de los enteros. Es
claro, sin embargo, que no es cerrado bajo la adiciéon “usual” de enteros.
Asi, por ejemplo 1+ (n — 1) = n, pero n ¢ Z,. Para la multiplicacién,
si n > 2, tampoco el conjunto considerado es cerrado. Sin embargo,
es un hecho conocido que el cociente de un entero no negativo entre
n > 2 tiene residuo menor que n. Asi, podemos definir unas “nuevas”
adicién y multiplicaciéon en Z,, tomando como resultados los residuos
de la division entre n de la adicién y multiplicacién “usuales” de los
elementos considerados, garantizando asi la cerradura del conjunto bajo
tales operaciones (adicién y multiplicacion mddulo n).

Por ejemplo, si consideramos Zg = {0, 1,2, 3,4, 5}, entonces como “suma”
de 3 y 4 tomamos el residuo de dividir 7 (la suma usual) entre 6. Asi, en
este caso, tenemos 3 +4 = 1. Por su parte, 3(4) = 0 dado que el residuo
de dividir 12 (producto usual de 3 por 4) entre 6 es 0. Las tablas de estas
adicién y multiplicacién (mddulo 6) se muestran abajo.

([oft]2]3[4]5] - [o]1[2]3]4]5]

0 10]1]2(3]|4]|5 0101010101010
1111213450 110111213415
2121341501 210(21410]2 /4
3 314]5(0]1]2 31013103013
4 141510123 41014(210]4]|2
55|01 123|4 5101514 1312]1

Nétese que ambas operaciones son conmutativas y que 0 y 1 siguen siendo
los neutros aditivo y multiplicativo, respectivamente, en Zg (y, en general,

1.2 El concepto de estructura algebraica
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en Z,) y que cada elemento tiene un inverso aditivo. Especificamente,
el inverso aditivo de un elemento = € Z, — {0} es n — z, dado que
(n—xz)+x=x+ (n—x)=0. Sisiguiendo la notacién familiar en los
enteros, se denota por —z al inverso aditivo de x, tenemos entonces:

—0=0, —1=5, —2=4
—3=3, -4=2 -5=1

Tal como en el caso de los enteros, y siguiendo la notacion anterior, los
unicos elementos invertibles (multiplicativamente) en Zg son 1y —1 =5
y si, nuevamente tomando “prestada” la notaciéon multiplicativa para
inversos en los ntimeros reales, para un elemento invertible x, notamos
por ! su inverso en Zg, tenemos:

1 =
51 = 5

Es decir, al igual que en Z, cada uno es su propio inverso. Puede mos-
trarse facilmente que para cualquier valor de n > 2, en (Z,,-) efecti-
vamente 1 y n — 1 (el inverso aditivo de 1) son invertibles y cada uno
es su propio inverso. Para n = 6, como muestra la tabla, son los tinicos
elementos invertibles, pero podrian, para otros valores de n, existir otros
elementos invertibles. Como ejemplo considere en (Zg, -) los elementos
1,2,4,5,7 vy 8. Como se esperaba, por lo dicho antes, 1 y 8 son inverti-
bles y cada uno es su propio inverso. Sin embargo, los otros elementos
considerados también son invertibles. En efecto se tiene:

A7) =1

Por lo que 271 = 5,51 =247t = 7,771 = 4. Al lector puede parecerle
sorprendente que bajo la multiplicacién médulo n (en este caso n = 9),
enteros no invertibles bajo la multiplicacién usual lo sean en la estructura
modular.

3Aqui el signo menos no se refiere a negativo en el sentido de un entero “menor” que 0,
sino que se utiliza como un simbolo para denotar el inverso, bajo +, del elemento al cual
precede. Es decir, denota al elemento que sumado con el elemento dado da como resultado
el neutro aditivo (0).

Capitulo 1. Preliminares
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Dado un conjunto no vacio G, y una ley de composicion interna * en G, la
estructura (G, *) es denominada un grupoide. Si la operacién es asociativa
se denominard un semigrupo. Un semigrupo tal que la operacion sea ademas
modulativa se denomina un monoide. Un monoide con la propiedad invertiva
es un grupo. Si, ademas, la operacion es conmutativa la estructura se denomina
grupo conmutativo o grupo abeliano. En general, para grupoides, usaremos
notacién multiplicativa escribiendo xy en lugar de x x y, asi como 1 para
referirnos al neutro de *, en caso de existir, y también x~! para referirnos
al inverso de x en caso de existir. Por supuesto, en estructuras particulares
aditivas escribiremos Og y —x, respectivamente, para el neutro y el inverso de
x € G. Asi, tenemos
y=2"! = azy=yr=Ilg (1.7)
y=—2 <= z+y=y+z=_0¢ (1.8)

1.3 La estructura de campo

Como se advirtié antes, la estructura principal a considerar en el curso de
Algebra Lineal es la de espacio lineal o espacio vectorial. Tales estructuras
son construidas sobre una estructura aditivo multiplicativa bésica conocida
como campo o cuerpo. Comenzamos con un conjunto no vacio, K con dos
leyes de composicién interna + : K x K — Ky - : K x K — K (adicién y
multiplicacién). La estructura (K, +,-) es un campo o cuerpo si y solo si

e (K,+) es un grupo abeliano (con neutro Ox)

e La multiplicacién es conmutativa, asociativa, modulativa, con neutro
1k # Ok, y distributiva respecto de la adicién.

e Cada elemento = € K, = # Ok, es invertible (multiplicativamente).

Se sigue asi que si (K, +,-) es un campo, entonces (K, +) y (K — {0k}, ) son
grupos abelianos. La denominacién de anillo se refiere a una estructura aditiva
multiplicativa (R, +, -) tal que (R, +) es un grupo abeliano y la multiplicacién
es asociativa y distributiva con relacion a la adicién. Las denominaciones de
anillo conmutativo y anillo con elemento identidad se refieren, respectiva-
mente, a un anillo tal que la multiplicaciéon es conmutativa y a un anillo con
elemento neutro para la multiplicacion.

1.3 La estructura de campo
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Tenemos entonces que todo campo es una anillo conmutativo con identidad
en el cual todo elemento no nulo es invertible multiplicativamente. También se
acostumbra decir que es un anillo conmutativo con divisiéon. La estructura
(Z,+,-) (enteros con la adicién y la multiplicacién) es un anillo conmutativo
con elemento identidad, pero claramente no es un campo (;jpor qué?). De
igual manera, para un natural n > 2, la estructura (Z,,+,-) es un anillo
conmutativo con identidad y es un campo si y solo si n es un niimero primo.

En particular, nos interesa la estructura de campo del conjunto de los nime-
ros reales. Suponemos por parte del lector un conocimiento, asi sea intuitivo,
de tal conjunto. Tal conjunto, notado por R, es la unién del conjunto de los
numeros racionales, notado Q, con el de los irracionales. El primero es el
conjunto de los nimeros que pueden expresarse como cociente de dos enteros.
Una caracteristica notable de los racionales es también que su expresiéon decimal
es periddica, a diferencia de los irracionales en los cuales la expresién decimal
es infinita y no periédica. Ejemplos notables de irracionales son las raices cua-
dradas de nimeros naturales que no son cuadrados perfectos (\/5, V3, etc.), el
numero 7 (constante universal que representa el cociente de la longitud de una
circunferencia cualquiera sobre su didmetro), el nimero de Euler, e, base de
los logaritmos naturales. Asumimos como verdadero que la estructura (R, +, -)
es un campo, lo cual de acuerdo con la definicién dada antes significa:

e (R,+) es un grupo abeliano. El neutro aditivo por supuesto es 0 y cada
real z tiene un inverso aditivo, notado —x.

e La multiplicaciéon es conmutativa, asociativa y distributiva con relacién
a la suma. Igualmente es modulativa, con neutro 1 # 0.

e Cada real x # 0 tiene un inverso multiplicativo, notado z~!.

Las propiedades de campo, conjuntamente con las de la igualdad, permiten
facilmente resolver ecuaciones de grado uno en una o mads incognitas. En
particular, si K es un campo, y a,b, ¢ € K con a # 0 la ecuacién

ar+c=">

tiene solucién tnica y puede resolverse facilmente como en el algebra elemental.
Asi, tenemos

ar+c=b < ar=b+(—c)=b—c
— z=a'(b—c)

Capitulo 1. Preliminares
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En estructuras aditivo multiplicativas més generales, por ejemplo, anillos con-
mutativos, el problema no es tan simple. Considere por ejemplo la ecuacion
20 +7=05.

1. En (Z1,4+, ) que es un campo, se tiene

z=2"15+(=7)) =6(-2) = 6(9) = 10.

2. En (Zsg, +, ) que no es un campo, se tiene en cambio 2z = 5—7 = —2 = 6.
Notemos, sin embargo, que no podemos “despejar” x, ya que 2 no es
invertible en Zg. Si bien es claro que 3 es una solucién de la ecuacion,
no podemos afirmar que es la tnica. Revisando la tabla multiplicativa
de Zsg para el 2 tenemos (método de la “fuerza bruta”)

2000 = 0
2(1) = 2
202) = 4
2(3) = [6]
24) = 0
2(5) = 2
2(6) = 4
2(7) = [6]

lo que muestra que la ecuacién tiene exactamente dos soluciones: 3 y 7.
Por otra parte, la ecuacién 2x = 7 en Zg no tiene soluciéon® (;por qué?).

En el capitulo siguiente se resuelve el problema de resolver una ecuacion lineal
sobre el campo real. Los resultados tedricos que se presentan pueden exten-
derse sin problemas a ecuaciones sobre un campo cualquiera. Una ecuacién li-
neal en las n incégnitas (o variables) xq,xs, ..., x, sobre un campo K es una
ecuacién de la forma

a1T1 + agxy + -+ apxy, =0 (1.9)

donde ay, as, ..., a,,b € K. Asi, por ejemplo, 2243y = 6 es una ecuacién lineal
en las incognitas x, y sobre el campo real. Como se vera en el capitulo siguiente,

4Una ecuacién ax = b en Z,, tiene solucién si y solo si el maximo comun divisor, digamos
d, de a y n divide a b. En tal caso el nimero de soluciones es exactamente d. Para una
demostracién véase [4], teorema 2.3.2, pagina 41.

1.3 La estructura de campo
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cada solucion de la ecuacién es un par de reales que “satisface” la ecuacion.
Usualmente ordenaremos las variables y cada solucién se tomard como un par
ordenado. En nuestro ejemplo, una solucién es el par (3,0) (xr = 3,y = 0) ya
que

2(3) + 3(0) = 6.

No es dificil entender que tal ecuacién tiene infinitas soluciones y que una
solucion se puede obtener asignandole valores arbitrarios a una de las incognitas
y reduciendo el problema a una ecuacién en una sola variable. Asi, por ejemplo,
si t es un numero real cualquiera y asignamos tal valor a z, entonces debe
tenerse

2t 4+ 3y = 6.

Resolviendo esta ecuacion en y se tiene

6 —2¢

y=—g

Asi, toda solucién, como par ordenado de reales, es de la forma

t6_2t
"3

siendo ¢ un real cualquiera. El conjunto solucién (conjunto de todas las

soluciones) es entonces
6—2t
s={(+25%)|rer}.

Si consideramos la ecuacion 2x + 3y = 6 ahora sobre el campo finito Z;
podemos también proceder como antes y se tendria que para x =t con t € Zy
se obtiene

A+3y=6 <= y=3"(6-21)
= y=>5(6+5t) =244t

De modo que todas las soluciones son de la forma (t,2 + 4t) y, asi, la ecuacién
tiene siete soluciones: (0,2),(1,6),(2,3),(3,0), (4,4),(5,1),(6,5).

Capitulo 1. Preliminares



