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Proélogo

Quien se sumerge en la Carrera de Matematicas' debe ser consciente de su
entrada en un mundo inagotable, en un aprendizaje de por vida, que nunca
cesara, pero que le impulsard a explorar territorios cada vez mas sorpren-
dentes del conocimiento. Las etapas en ese camino son largas y dificiles, a
menudo ingratas y decepcionantes, pero también, en ciertos momentos privi-
legiados, fascinantes y totalmente reveladoras. Una vez consiga percibir la
extraordinaria complejidad del mundo matematico, el incauto dificilmente
podré volver a salir de él. A lo largo de la Carrera de Matematicas, habra pa-
ra cada quien momentos diferenciados de revelacion, aunque usualmente esas
epifanias se daran de forma mas natural al acercarse a las obras de aquellos
grandes matematicos del siglo XIX que han cambiado de manera perma-
nente nuestra forma de ver el mundo: un Galois, un Riemann, un Cantor.
Antes de abrirse a ese mas alla de la imaginacién matematica avanzada, el
estudiante debe sin embargo ir sentando algunas bases minimas para que
pueda luego ampliarse su wvision y darse la revelacion.

En esa edificacién del saber, la matematica se distingue de muchas otras
ramas de la cultura (y aun de la fisica), en el sentido de que el edificio es
acumulativo. El curso de FUNDAMENTOS, situado en el primer semestre de
la Carrera de Matematicas, empieza a preparar esa acumulacién del cono-
cimiento. Ahora bien, esa acumulacién no es definitiva y va reajustandose
progresivamente. Aqui se proveen unas primeras bases intuitivas para el ma-
nejo basico de algunos de los pilares esenciales de la matematica: los procesos

!Entenderemos a lo largo de todo este texto «Carrera de Mateméticas» por cualquier
Carrera de Matematicas o Carrera afin (como Estadistica), ya sea dentro del pais, o,
mas generalmente, dentro del ambito latinoamericano, puesto que cualquiera de estas
Carreras debe apuntar al control inicial de los procesos de la razén matematica descritos
en este texto. Desde el punto de vista muy global aqui adoptado, la Estadistica, como
la Geometria o el Algebra7 si tales subcampos pudiesen aislarse como tales (algo que,
veremos, combatimos en el texto), son partes integrales de la Matematica.

\%
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de demostracion, los manejos relacionales entre conceptos, la comprension
adecuada de los primeros conjuntos infinitos de niimeros. Sélo mas adelante,
en cursos de la Carrera como LOGICA o TEORIA DE CONJUNTOS, estas bases
ofrecidas en primer semestre pasaran a consolidarse azxiomdticamente y a
servir de mejores cimientos para el edificio. Pero la prdctica del conocimien-
to matematico no procede mediante el establecimiento de un fundamento
rigido y estable en el tiempo, sino mediante la incesante re-vision de ese
fundamento, consiguiéndose cada vez més elementos de rigor a medida que
avanzan los estudios (por supuesto, estudios que no deben ser sélo de pregra-
do, sino de postgrado: el estudiante debe ser consciente, desde un comienzo,
que so6lo podra vislumbrar una parte realmente representativa del edificio si
se acerca a superar un Doctorado en matemaéticas).

La apertura del mundo de los posibles, la libertad imaginativa que acerca
al matematico creador y al artista, van acompanadas en el ambito de la ma-
tematica de otros movimientos pendulares complementarios que enriquecen
la actividad matemaética. Si el matematico tiende a pensar en hipdtesis, en
espacios de la invencion, esas hipétesis son luego cuidadosamente analizadas
por medio de definiciones, teoremas, ejemplos que permiten ir decantando
la riqueza de las ideas originales. La alianza de la imaginacion y del ri-
gor le proporciona al matematico una fortaleza sobradamente reconocida en
nuestra sociedad. El matematico es lo suficientemente habil para escapar de
prejuicios y preconcepciones rigidas, pero, a su vez, es lo suficientemente pre-
ciso para escapar de la vaguedad y de la palabreria. En un enlace fascinante
entre la plasticidad y la precision, el matematico debe ayudar a fraguar y
criticar una época tan desorientada como la nuestra, donde se exacerba un
uso acritico y poco riguroso de las variedades del saber. En un curso como
FUNDAMENTOS, el estudiante tiene la posibilidad no sélo de ir preparando
las bases técnicas de un camino, sino la oportunidad, el regalo ético, de em-
pezar a convertirse en un guardidn de la razon, no una razén anquilosada,
sino una razén amplia y movible, donde caben al tiempo las imédgenes y las
demostraciones, las intuiciones generales y las definiciones particulares, lo
universal y lo concreto.

Dos principios ubicuos gobiernan el desarrollo organico del texto. Por
un lado, su motivo bésico (en la acepcién musical del término) se centra en
la experiencia de transgredir los limites: estudiar sistematicamente, para
una serie de conceptos, sus fronteras y sus limitantes, hasta abrirse al «mas
alla», al «no» que esos conceptos no alcanzan a cubrir. De esta manera, por
ejemplo, revisamos en una primera instancia intuitiva los conjuntos finitos y
sus limitantes (capitulo 2), y nos abrimos a los conjuntos infinitos (capitulo
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3); pero, a su vez, observamos que no contamos con las herramientas nece-
sarias para el manejo del infinito, y nos abrimos a la relacionalidad y a la
funcionalidad (capitulo 4); en otras instancias sucesivas, ya con esas herra-
mientas en mano, aprendemos a educar nuestra fragil intuicién infinitaria
(capitulos 6 y 10). En forma similar, observamos cémo, «més alld» de las
proposiciones (capitulo 2), requerimos cuantificadores (capitulo 3) para los
manejos conjuntistas. Las diversas limitantes de los conjuntos de ntmeros
dan lugar a las construcciones arquitecténicas de los enteros (capitulo 8),
los racionales (capitulo 8), los reales (capitulo 9) y los complejos (capitu-
lo 13), con las cuales se pueden ir subsanando progresivamente las diversas
obstrucciones encontradas en cada piso del edificio numérico. Finalmente, se
revisan algunas de las multiples fronteras algebraicas que pueden explorarse
gracias a manejos polinomiales (capitulo 12), hasta llegar a la «mejor reso-
lucion posible» de esas limitantes, con el teorema fundamental del dlgebra
para los nimeros complejos (capitulo 14). A lo largo del texto, en el mo-
mento de introducir conceptos, pruebas o ejemplos, se enfatizara a menudo
ese primer motivo fundamental, alrededor de las limitantes del saber, donde
el proceder matematico tiene muchisimo para ofrecernos.

El segundo principio bésico alrededor del cual evoluciona el texto consiste
en manejar pragmaticamente las fronteras de la nocion de demostra-
citon. La pragmdtica consiste aqui en ir y venir alrededor de los supuestos
bagajes previos del estudiante, sin nunca asumir del todo ni una determina-
da carencia, ni un determinado logro, sino aumentando a lo largo del texto
su capacidad para manejar conceptos y para escribir pruebas ligadas a esos
conceptos. La evolucion de las pruebas es patente, empezando desde ar-
gumentos sencillos y bloqueos esperados (capitulo 1), pasando por pruebas
mas sofisticadas (teoremas de Cantor, capitulo 4; buen orden, capitulo 7;
identidad de Bézout, capitulo 8), y llegando a la magnifica prueba de Gauss
del teorema fundamental del algebra (capitulo 14). En todo este proceso,
nunca se alcanza un rigor formal (o «fundamentalista») de prueba, un ri-
gor al que se ird acercando poco a poco el estudiante en su Carrera. Una
supuesta «fundamentacion definitiva» del saber matemadtico no es méas que
una quimera, y el estudiante deberd ir incesantemente revisando y reacon-
dicionando la adquisicién de sus conocimientos a lo largo de la Carrera. Sin
embargo, luego de este primer acercamiento a la nociéon de demostracion, se
confia en que el estudiante serd capaz de detectar niveles de dificultad en las
pruebas, y de manejar cada nivel de acuerdo con los problemas, conceptos,
ejemplos y métodos que se le provean.
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Organizacién del curso. El material esta disenado para ser dictado en
un semestre, en 14 semanas correspondientes a cada uno de los 14 capitulos,
mds un par de semanas adicionales para revisiones, o para ampliar con mayor
comodidad el tiempo dedicado a alguno de los capitulos, a juicio del instruc-
tor. La organizacién de cada semana puede estructurarse alrededor de: (i)
cuatro horas presenciales de clase magistral, donde el instructor presenta
el material tedrico, con abundantes ejemplos; (ii) dos horas presenciales de
ejercicios con el instructor, ya sea en grupos o en forma individualizada; (iii)
dos horas opcionales de ejercicios con el monitor. El estudiante promedio
debe tener sin embargo muy claro que sin un nimero importante de horas
diarias adicionales de estudio, por fuera del horario presencial de clase, no
tendrd ningtn éxito en un curso como FUNDAMENTOS. El estudiar eficiente
y concienzudamente por fuera de clase resulta ser algo imprescindible, que
el estudiante tendra que saber sortear en los estudios universitarios desde el
primer semestre.

El texto incluye un nimero muy amplio de ejercicios para trabajar en
forma autocontenida, pero es también recomendable contar al tiempo con
otros libros de precélculo o de teorfa elemental de conjuntos (ver bibliografia
anotada). Los ejercicios son parte imprescindible del texto, y constituyen el
complemento natural, la extensién necesaria, de los desarrollos avanzados
en el cuerpo expositivo principal. Debe senalarse aqui que los ejercicios del
texto deben acompanarse de una importante cantidad adicional de calculos
particulares con objetos concretos. Ejemplos de esas situaciones aparecen
en las tablas incluidas en el trabajo, pero deben completarse con diversos
ejercicios adicionales de calculo concreto. Cada instructor del curso debe ser
responsable de esos ejemplos calculatorios e instrumentales, fundamentales
para el estudiante. Este, por su parte, siguiendo los ejemplos concretos del
texto, y aquellos adicionales presentados en el tablero, puede (y debe) repetir
situaciones similares con ligeras variaciones.

El uso repetido de expresiones en cursiva y de expresiones «entre corche-
tes» responde a los siguientes criterios precisos que debe tener en cuenta el
estudiante: las cursivas enfatizan la importancia de una idea o un concepto,
mientras que, en cambio, los corchetes se usan alrededor de ideas y conceptos
que en el momento de su aparicién aun no han sido definidos, y que, en
la gran mayoria de los casos, no resultaran siquiera definibles en el curso
completo de FUNDAMENTOS. Las palabras y los términos entre corchetes
deben quedar sin embargo resonando para cursos superiores (pues, al fin y al
cabo, la matemadtica constituye un entramado de contraposiciones armonicas
en el &mbito de la inteligencia).
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Otra recomendacion importante consiste en leer, paralelamente, algunos
libros de historia de la matematica. Sélo al descubrir y ver la matematica
encarnada en las figuras de sus grandes inventores y gestores, puede empezar
a sentirse la rica viveza y la extraordinaria ingeniosidad del pensamiento
matematico. A lo largo del texto, el estudiante encontrara algunas notas a
pie de pagina con brevisimos resimenes de vida y obra de matematicos que
han cambiado los rumbos de la disciplina. Las notas sélo aparecen como
una incitacion a imprescindibles lecturas complementarias en historia de las
matematicas, que debe realizar el estudiante.

Como el estudiante observard repetidamente a lo largo del texto, estare-
mos delineando un panorama esencialmente incompleto, que sélo se ira pre-
cisando mejor a medida que el estudiante recorra la Carrera de Matemati-
cas. En muchos momentos del texto, proyectamos situaciones que habrén de
entenderse plenamente sélo en ciertos cursos posteriores. Hemos intentado
dejar claramente explicitos esos lugares de apertura hacia el futuro, ayudan-
do asi, en lo posible, a construir una guia que le pueda servir al estudiante
para orientarse dentro de un relieve complejo, que a menudo no le permite
ver sino infranqueables montanas en derredor.

Los procesos de aprendizaje, como ird descubriendo el estudiante, nece-
sitan de una permanente revision de los conceptos, definiciones, demostra-
ciones y ejemplos en juego. El entendimiento no surge de una vez por todas,
en forma absoluta o emanada de alguna iluminacion superior, sino a través
de una tarea paciente de reelaboracion constante, producida por la dura te-
nacidad de los seres humanos. El edificio del saber va asentandose poco a
poco, a partir de ideas intuitivas que van refindndose progresivamente. El
hecho de contar con ejemplos intuitivos de reales en los primeros capitulos,
por ejemplo, no rine con que esos ejemplos vuelvan a ser reentendidos sobre
nuevas bases, y con un rigor mayor, en los capitulos posteriores. El estudiante
debe rehacer las demostraciones, primero observandolas, luego dejando de
lado sus apuntes, y situdndose sin mas ayudas ante un papel en blanco.
De la misma manera, los ejemplos y ejercicios que proveen los instructores
en el tablero deben incesantemente reescribirse. Escribir correctamente (no
s6lo mateméticamente, sino en esparnol) es un bagaje imprescindible en una
carrera de precision como la que emprende el estudiante (tanto una carrera
contra el tiempo, como una Carrera disciplinar exigente). Un sabio mane-
jo de las jornadas diarias de estudio y una dedicacién plena a las labores
universitarias son aqui primordiales. Muchos sacrificios son finalmente re-
compensados por la amplitud de miras, el rigor de pensamiento y la fluidez
metodoldgica que consigue el matematico.
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El mundo de las
matematicas: sorpresa,
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En este primer capitulo presentamos algunas de las probleméticas profun-
das a las que debe abocarse el conocimiento matemaético, y las ilustramos
con algunos ejemplos clasicos derivados de la matemética griega. El manejo
de ciertos razonamientos -en particular, la expansién imaginativa obtenida
mediante las pruebas por contradiccién- se entrelaza con conceptos, defini-
ciones y ejemplos, alrededor de una idea fundamental que vertebra toda la
disciplina: las matemaéticas constituyen un instrumentario técnico y concep-
tual sofisticado para capturar trdnsitos y obstrucciones entre el mundo fisico
real y las urdimbres ideales del saber.



2 CAPITULO 1. EL MUNDO DE LAS MATEMATICAS: SORPRESA, INVENCION, RIGOR

1.1. La sorpresa

La matematica se mueve en una incesante oscilacién pendular entre reco-
nocer singularidades y rupturas dentro de un contexto dado y, luego, tratar
de superarlas e integrarlas como regularidades o continuidades dentro de
otro nuevo contexto ampliado. La fuerza del mundo real, con su enorme
complejidad multiforme, donde todo es mezcla, subyace en los intentos de
delimitacién, analisis y conocimiento de esa realidad por diversas comu-
nidades de intérpretes. Mediante multiples filtros de representacién, en el
mundo alterno de las ideas se detectan entonces colecciones de estructuras y
relaciones generales entre ellas, que dan lugar a valiosos gérmenes de orden,
simetria y continuidad con los que se intenta comprender el medio ambiente,
tanto natural como interpretativo, donde circulan los fenémenos y el saber.

Una de las hondas preguntas filoséficas detras del conocimiento matema-
tico consiste en cuestionarse acerca del irrazonable éxito de las construccio-
nes ideales matematicas en su aplicabilidad al mundo real. Aparentemente
ajenas a la circunstancia, las matematicas de los griegos, de los chinos, de
los hindtes, de los arabes mantienen aun su vigencia y subsisten ain sus
ejemplos, definiciones, teoremas. De forma muy diferente a lo que sucede en
otros ambitos de la cultura, donde no rigen ni la evoluciéon ni la acumula-
cién del saber, en las matemadticas se avanza en cambio en la elaboracion de
un gran edificio, donde a lo largo de la historia se acumulan fragmentos de
conocimiento universal que trascienden sus acotados cronotopos de origen.
Tanto los acordes como los contrastes entre lo ideal y lo real impulsan los
desarrollos de las matemaéticas, y una constante sensacion de sorpresa nos
sumerge al contemplar la estabilidad de nociones y conceptos matemaéticos
que habrian podido estar destinados al deterioro y al olvido.

Uno de los primeros grandes desajustes dentro del conocimiento matema-
tico emerge cuando en la escuela de Pitdgoras' se descubre que la diagonal
d de un cuadrado de lado 1 es «inconmensurable» con el lado: no existen
«<numeros» a y b (para los griegos, niimeros naturales mayores o iguales
que 2) que «conmesuran» d y 1, es decir, tales que d-b = 1 - a. Mientras

Pitadgoras (Grecia, siglo VI a.C.) es uno de los fun-

1 dadores de la matemdtica como método general
del saber. Sabio universal, impulsé las conexiones
de la matematica con la filosofia, la musica y la
cosmologia.
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que en las matematicas previas a Pitagoras todo debia ser armonia y razon
(como en el caso de las relaciones que el mismo Pitdgoras encuentra entre
las matematicas y la musica), el descubrimiento de la inconmensurabilidad
de d introduce, con un ejemplo irrefutablemente sencillo, aquello que no es
capturado por la razén. De hecho, si entendemos (con la matemética drabe
medieval) los nimeros racionales como primeras coordenadas de la razén,
nimeros que se expresan como razones a/b donde a y b son dos enteros
(b # 0), el desajuste de la razén se expresa mateméaticamente diciendo que
/2 (igual a d por el teorema de Pitdgoras) no es un nimero racional. En esas
condiciones, emerge una gigantesca sensaciéon de sorpresa en el pensamiento
griego, a la vez que se abren los linderos fascinantes de la negacién, del
revés de la razén. Como veremos en la tercera seccion de este capitulo, el
hecho de que esos linderos de lo no dado se abran asi al razonamiento y al
riguroso control matematico constituye el comienzo de las altas aventuras
del pensamiento matematico.

Ante un desajuste, una irregularidad, un desequilibrio, el matematico
procede entonces a construir todo un gran andamiaje de conceptos, re-
presentaciones, definiciones, deducciones, ejemplos para captar parcialmente
aspectos de la singularidad percibida. Esto da lugar a profundos desarrollos
matematicos donde la sorpresa inicial pasa a ser entendida con mayor propie-
dad, permitiendo explicar en parte los desajustes observados en una primera
instancia. Una ampliacion en forma de espiral es propia entonces del saber
matematico: cada vez que se avanza a lo largo de la espiral del conocimiento,
se regresa a la problemaética inicial desde una nueva perspectiva, con nuevas
herramientas que permiten ver mas y mejor. En ese proceso, no existe un
fundamento tultimo, ni una visién superior tnica que resuelva todos los
problemas.

Si la matematica se preocupa por un tipo de sorpresa ligada a lo singular,
a lo incomprensible en primera instancia, una fuerte oscilacion del péndulo la
acerca de manera natural también al estudio de ciertas formas de equilibrio y
de simetria con las que pueden codificarse regularidades profundas, tanto en
el mundo real, como en el conjunto de urdimbres ideales con las que se intenta
cartografiar esa realidad. La geometria de los nimeros en la matematica
griega combina de manera vistosa algunos ejemplos elementales de simetria.
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Tanto los niimeros cuadrados (C,, = n?) como *
los numeros triangulares (T, = 1 +2 + ... + ® 0o
n), construidos gracias a claras representaciones G« == s=w
geométricas, se combinan adecuadamente entre = mgaw

si. - am

De hecho, una primera constatacion recursiva permite observar que 1;, =
T,,—1-+n, un tipo de enlace aritmético muy primario, que puede ser pronto su-
perado por relaciones geométricas mas interesantes. En efecto, un desplaza-
miento invertido de T, 1 sobre T,, muestra inmediatamente que T),_1+7T;, =
Cp, asi como otro desplazamiento muestra que T, +7,, = n(n+1), de donde
T,=n(n+1)/2.

La extensién infinita de ciertos conceptos es otra de las fuentes centrales
de sorpresa en la matematica griega. La prueba clasica de la infinitud de los
nimeros primos (ver seccién 3) -una joya de sencillez que se abre tanto al
revés del razonamiento (prueba por contradiccién) como al analisis estructu-
ral de un problema (factores y factorial)- abre compuertas insospechadas en
la matematica. La prolongacion indefinida, la extra-limitacién de lo acotado
incitan a la busqueda prolongada e incesante de aquello que se nos escapa.
La imaginaciéon matematica empieza entonces a explorar oquedades, cesuras
y fronteras del entendimiento de las que nunca podra volver a retrotraerse.

1.2. La invencion

Los cauces de la invenciéon matematica son multiformes y multifacéticos.
Un concepto mateméatico merece entenderse como un complejo hipercubo
n-dimensional, que va siendo capturado progresivamente gracias a diversos
cortes transversales. Las perspectivas desde las que se percibe cada corte
cambian incesantemente, y es casi imposible entrelazar unitariamente todas
las secciones a partir de las cuales podria reconstruirse el concepto completo.

La emergencia de la inventividad matemadtica estuvo, en los comienzos
de la cultura griega, ligada profundamente con la filosofia. Herramientas,
ambas, de comprension general del mundo, buscaron en un mismo tiem-
po armonias y equilibrios entre el aparente caos circundante. Las paradojas



