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THERMODYNAMICS AND WAVE PROPAGATION IN ELASTIC AND VI-
SCOELASTIC MEDIA

by
Bernadrd D. Coleman

Mellon Institute, Pittsburgh

Morton E. Gurtin

Erown University Providence

In continuum physics the word wave is used with several distinct

meanings. To some a wave is a sinusoidal disturbance, to some it is

any member of a certain class of solutions to a hyperbolic equation,

and to others it is a propagating singular surface, Here we follow

(Christoffel, Hugonict, Hadamard, and Duhem and use the word in the
last sense; thus, we define a wave to be a surface , moving with
respect to the material , across which some kinematical variable, such
as the acceleration or the velocity, suffers a jump discontinuity. In the
present age of sonic bcoms and nuclear explosions , even the layman
is familiar with "shock waves" . To find, however, applications fora
general theory of propagating singular surfaces, one does not have to
turn to the latest accomplishments of physics ; it suffices to think care-
fully of the motion of an object struck with a hammer.

Here we review some aspects of the classical theory of wave
propagation in elastic materials and discuss recent extensions of

the classical theory to materials with memory.

Let x;(X;,t) give the spatial position at time t of the mate-

rial point which occupies the position Xj in the reference configuration.,

¥We use Cartesian tensor notation.



B. Coleman - M. E, Gurtin

According to the Duhem-Hadamard classification scheme, a surface
s= 5 (1) is a wave of order N if the N'th-order derivatives
of xi(Xj,t) exhibit jump discontinuities at 5 , but all lower deri-
vatives are continuous across S . A shock is a wave of order 1;

that is, x.(X,t) is continuous , but the velocity )E,=a—-x,(X,,
i) i 9t i ]

t) and the deformation gradient Fij = aax xi(Xk’t) show jumps
J
across 2 . At an . acceleration wave second derivatives, such
: 2
as the acceleration X, =2 5 xi(Xj,t), are the first to suffer jumps;
ot

hence , an acceleration wave is a singular surface of order two. Our
interest here is in waves  with N 22

In the terminology of Truesdell and Toupin [1960, 2 ]and
Truesdell [1961, 2] , the speed of propagation V of a wave I is

the rate of advance of 2 along its unit normal relative to the
particles instantaneously situated on £ . A convenient measure of

the amplitude of wave of order N is a vector s defined by

N
(1) s = Q)
i i
() N N
where ['x’l}is the jump in x! = x (X ,t) across = .
i i atN itk

for an acceleration , st. = [ %]
i i

Let the Piola - Kirchhoff stress tensor Sij be defined by the

formula”

* N . .
Whenever an index is repeated in a product of two terms, sum-
mation over that index is understood.
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S F_ =T
(2) Pk kT

where Tij is the familiar stress tensor of Cauchy and (’ is the pre-

sent mass density. For an elastic material, when thermodynamic

influences are ignored, Sij is a function of the deformation gra-
dient :

3 S..=S (F

(3) 575 Fig )

The classical Fresnel-Hadamard theorem asserts that for any

material obeying (2) the amplitude s. and speed of propagation V
i
of an acceleration wave traveling in the direction nk must obey

the propagation condition

2
(4) Qij(nk)SJ =V s,

i t.d
where the tensor Qij(nk)’ called the acoustic tensor, is given by
(5) Q (n)=F F_ nn —>—5S_(F ).

ij "~k am bt ab 3ij 1" pq

Ericksen [1953 , 1], working in the theory of isotropic incompres-
sible hyperelastic materials, and Truesdell [1961, 2] , working in
the theory of compressible elastic materials, have shown that all
elastic waves of order N > 2 must also obey the propagation
condition (4) with Qij(nk) given by (9) .

Even in elasticity theory one should include thermodynamic

incluences and allow S . to depend not only on Fkl but also
i

**For the mast general statement of the Fresnel-Hadamard Theo -
rem, and for a detailed discussion of its consequences, see Trusdell [1961, 2]
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on a thermodynamic variable such as the temperature 6 or the spe-

cific entropy m. In the thermodynamic theory of acceleration waves,

.

xi’ Fij’ 6, and m are taken to be continuous across the wave:
Ilx 1= [F = 1 = [»] = o,
(6) X, ( jk] ] n 0

An acceleration wave is said to be homothermal if , in addition to

to (6), one has

(7) (6] =[x 1= 0.

On the other hand, if, in place of (7) ,
e _ . om

(8) (n] = Egg; = 0,

then the wave is called homentropic . It is the content of the first

theorem of Duhem, that homothermal (homentropic) acceleration

waves in elastic materials obey (4) , proveded that the derivative
9

3F.
secc]»rrn% theorem of Duhem gives the physical circumstances in which

in (5) 1is taken at constant temperature (entropy). The

acceleration waves are homothermal or homentropic : Every accelera-
tion wave in an elastic material obeying Fourier's law of heat conduc-
tion with positive-definite thermal conductivity is homothermal: eve-
ry acceleration wave in an elastic material which does not conduct

x
heat is homentropic

* The two theorems of Duhem are explained and given modern
proofs by Truesdell [ 1961, 21,
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An elastic material is said to be hyperelastic if the stress-
strain function of (3) 1is obtained by differentiating a stored energy
function ¢; i.e., if

S (F = 24— F ).
) ik ) aF, ¢ (F)
It is a familiar assertion of classical thermodynamics that every ela-

stic material is hyperelastic in the senge that

9
S (F ,0) = —— F o,
(10) ij( K ) aFij v ( ko * 9
(11) S.(F,  ,m)=—2—— (F_ .7
ijo ki’ aFij ki ’
where v is the specific Helmoltz free energy ¥ = € -6n ,

and € the specific énternal energy .

A theorem of Hadamard asserts that for a hyperelastic

material the acoustic tensor (5) must be symmetric :

(12) Q, ()

= QY
It follows from this result , then first theorem of Duhem, and
the classical equations (10) and (11), that the acoustic tensor

of an elastic material must be symmetric in homothermal and homen-

tropic waves,
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o -

The recent years have seen the development of general theories
of non-linear materials with memory’ . In these studies it is assumed
that the present stress depends not only on the present value of the
strain but also on the past history of the strain, and one attempts
to solve problems without specializing the functional expressing this de-

pendence. . Let us define a function F‘t) over the half-closed inter-

kl
val [0, © ) as follows;
(13) F(t)(s) = F _(t-s) N<'s <oo."
ke ke ’ =

This function is called the history up to time t of the deforma-

(t)

tion gradient . The past history F of the deformation gradient

. - (ty (kb . .

is just the restriction of FkL to the open interval (0,0) ; i.e.,
thr))k«; (s) agrees with F&)’ (s) for all s >0 but is left unde-
fined for s=0. Obviously, a knowledge of the history Ff{tg is
equivalent to a knowledge of the present value Fkﬂ (t)y = FIS,) (0)
and the past history Fg'))kf_' Following Noll [1958, 1] , we
define a simple material to be a material for which the stress
is determined when Fi(tg is given . For such a material we
can write

(14) Sii §ij(F§(t2 )

*

See , for example, rhe works of Green and Rivlin [1957, 1], Noll
(1958, 1,] Coleman and Noll 0960, 110961, 1], and Wang
[1965, 7 ], which are summarized and extended in the exposi~
tion of Truesdell and Noll [1965, 6 1.
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Here S.. is a functional ; i.e., a function whose argument is a
function, Ff:{ , and whose value is a tensor, Sij' When we wish
to emphasize that for a general simple material Sij depends on
both the present value and the past history of the deformation

gradient, we write (14) in the form"®

A(t)
= F -F
(1%) Sij §ij( (r)k? *" ki )
where, for short, we put Fkl = Ff{tl) (0). On comparing (3)

and (15), we see that the elastic materials considered in the pre-

vious section are those simple materials for which the dependence

(t) . (t)
F ; h
§ij( (ryke’ FkL) on the past history F(r)ij
we do not assume that influence of F(r)) on Sij can be

neglected; we assume merely that this influence is compatible with

of is negligible. Here

the principle of fading memory; 1i.e., with a smoothness postulate
used by Coleman and Noll [196Cc, 1][1961, 1 Jto render ma-
thematical the intuitive idea that strains which occurred in the ve-
ry distant past should have a smaller influence on the present stress
than strains which occurred in the recent past,

(t)

Let wus denote by D §ij(F-kt.) the fourth-order tensor

F
mn

obtained by differentiating the stress with respect to the present

value of deformation gradient holding fixed the past history :

t) -
S .
Ban #J(F(r)ki’,’ Pk?/

(16) D_. S (F&) ) = ).

‘There is no summation over k and 1 in equations (15) and
(16).
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This tensor (1964, 1,2 1gives the moduli for instantaneous re-
t .
sponse to small strain impulses superimposed on Ffd), at time t.

Equation (16) defines a linear differential operator DF
mn

mapping functionals into functionals ; this operator plays a cen-
tral role in the theory of wave propagation [1965, 1-4] and in
the thermodynamics of materials with memory [1964, 1,21 .

The theory of singular surfaces propagating in materials with
memory is not an empty subject. Among the materials subsumed
under the class of simple materials with fading memory are the
materials of the theory of linear viscoelasticity. In that theory, Sips
(1951, 1] , Lee and Kanter [1953, 2] , and Chu [1962,
1] have exhibited explicit solutions of the dynamical equations
showing shock waves. It is an elementary exercise to construct
from these solutions others showing acceleration waves. Further,
Pipkin (1966, 1 ] has obtained exact solutions showing shock and
acceleration waves for a special simple fluid with fading memory
that gives rise to nonlinear field equations

Recently (1965, 1-4 1, we have been able to extend to
general non-linear materials with memory the classical propa-
gation theorems given in the previous section. For example, we
have the following extension [1965, 4 ] of the Fresnel-Hadamard
and Ericksen - Truesdell theorems. Consider a wave of order 2
or greater traveling in the direction nk in a general simple

material with fading memory ; such a wave obeys the propaga-
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tion condition (4)*, and the tensor Q._(nk) , now called the instan-
ij
taneous acoustic tensor, is given by the following remarkably simple
generalization of (5):
t
e

it pq)

(17) Q. .(n

= F
1Jk) nnD §

F
F

am b8 ab im

For the validi'ty of this theorem the past history of the material just

in front of the wave may be arbitrary, subject only to certain natural

tameness hypotheses .

Of course, we know that the stress in a general material with
memory depends not only on the history of the deformation gradient but
also on the history of a thermodynamic variable. Hence, (14) should

be replaced by either

- t
(18) Sij = §ij(pf(t£) ’ 9( ) )
or

~
(19) 5= 8,7 7,

where the function e(t) is the history of the temperature a1ad the func-

(t)

tion 7 the history of the specific entropy

ot (t)

(20) (s) = 6(t-s), m (s) = m(t-s) 0<s<ow.

* Propagation conditions of the type (4) are known for acceleration
waves in several special materials; for elastic materials (2.18) was
derived by Hadamard [1901, 1] and for the theory of linear viscoelasti-
city by Herreraand Gurtin [965, 5 ). We have recently seen a manuscript
by Varley [1965, 7 ] in which he arrives at (4) for acceleration waves in

materials of integral type.
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When (18) is assumed , it is also reasonable to assume that the spe-

cific Helmholtz free energy ¥ is given by a functional p of

the histories Fl‘((;/) , and G(t) s
= (ty ()
(21) v P (sz, 6",

and that the heat flux vector q, depends not only on the pre-
t)

sent temperature gradient gm =—i— 6 but also on Fl(d and
(t) P
6 ’
- t) Gt
= F .
(22) q = g(F, . 0" ; g)

When (19) 1is assumed, it is reasonable to postulate that the

specific internal energy is given by a functional of Ff{tl and 7m (t);

ORI O

(23) € = kb,n ) .

(

o

Starting from assumptions somewhat more general than these, Cole-
man [1964, 1) has shown that the functionals éij and éij are
compatible with the principle of fading memory and the second law
of thermodynamics only if these functionals are determined by p

and e through the relations,

e (t)  4(t)y - t) (t)
(24a) §ij(Fké’, , 0V DFij B(F(ki’/ , 67,
(24b) éi,j(chtt)’ n M)y - Dy g(F&) Yy
i

where DF is the operator defined in (16). These relations gene-

ralize tol‘]materials with memory the classical relations (10) and
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and (11) for elastic materials.
Even when the history of a thermodyramic variable is
brought in, the propagation condition (4) still holds for homother-

mal and homentropic acceleration waves [ 1965, 3,4 ]J. For ho-

mothermal waves the insiantaneous acoustic thensor Qij is given
. {t e t) {t
by (17) with S. (F )} replaced by 5. (F) , 6 )), and the fun-
4 ciPa *ij " pa
ction 6 s the history of the temperature up to the moment of

arrival of the wave, is held fixed in the computation of the deriva-

tive (16). i'or homertropic acceleration waves DF is ap-
4 A et i) | . 1 pg .
plied to §1J(Fl‘)q ,7° 7} and the function n , the histo-

ry of the entropy at the wave, is held fixed in (16) and (17).

These observaticns extend to materials with memory the first theorem
of Duhem. The second theorem of Duhem also has a direct generali-
zation [1965, 3, 4 } In a definite conducter of heat, every accele-
ration wave is homothermal ; in a non-cenductor, every acceleration

wave is homentropic. Here, by a definite conductor, we mean a ma-
9q.
. . i
terial for which - —— computed using (22), is always a po-

’

9 g,
sitive - definite tenscr. The procf cof the theorem is straightforward
for a definite cerductor , the proof for a non-conducter, i.e., a mate-
rial with q,® ¢, uses a generalization [1964, 1) of the re-
lations (24). _
We should like to bring to the attention of experimenters
the following extensicn (1965, 4 Jof the classical symmetry condi-

tion (12) : The relations (24) imply thar, even in a material with

memory , the instantanecus acousiic tensors for both homothermal

and homentropic waves are always symmetric tenscrs in the sense
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of equation (12) . This theorem appears to supply a method of test-
ing the physical appropriateness of the relations (24). Fortunately,
Truesdell (1961, 2 J(1964, 3,] working in the theory of elastic
materials, has found situations in which measurements of wave velo-
city can test the symmetry of the acoustic tensor. His analyses can
be applied with small modifications to the theory o acceleration waves
entering a general material with memory which previous to arrival

of the wave had always been at rest in a fixed configuration.
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SUI FONDAMENTI DELLA MECCANICA DEI
SISTEMI CONTINUI (II)
di

Luciano De Vito

Universitd-Roma

In un recente lavoro, in collaborazione tra il dott, Innocente
Mazzaroli e lo scrivente, (1) 81 & cominciato a sviluppare un
ordine di idee, proposto dal Prof, Gaetano Fichera gia alcuni anni
fa - in uno dei Suoi corsi all'lstituto Nazionale di Alta Matema~
tica -relativa all'introduzione di un punto di vista "globale" nella tea-
ria della "Meccanica dei sistemi continui", in luoga del punta di
vista "puntuale" che pil spesso viene adottato. Secondo tale punto di
vista "globale", 1le forze di volume edi superficie non saranno pit
rappresentate da integrali (in senso ordinario) di funzioni continue,
bensi da funzioni di insieme affatto arbitrarie purche® numerabil-
mente additive. Nel sucitato lavoro si & pervenuti all'impostazione
ed allo studio delle equazioni cardinali della " Statica dei sist- mi
continui" , per il caso dei corpi indefinitamente estesi. Verra ora qui
esposto il caso dei corpi limitati (includendovi anche il caso dei cor-
pi "fluidi" ) .

Strumento essenziale per tale studio & la nozione di "vet-
tore dotato di divergenza in senso debole (o in senso integrale)" ,
che rientra, come caso particolarissimo, nella pil generale nozione

di " k-misura dotata di differenziale in senso debole" introdotta

(1) L. De Vito e I. Mazzaroli:"Sui fondamenti della Meccanica dei si-
stemi continui® , Memorie Acc. Naz. Lincei, v. VII, 1965
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da G. Fichera (2) . Alla considerazione delle equazioni cardinali della
"Statica" per corpi limitati - secondo 1l'attuale punto di vista - convie-
ne quindi premettere lo studio dei vettori a divergenza debole e
quello (strettamente connesso) delle funzioni a gradiente debole. A ta-
le studio sono, appunto, dedicati i primi paragrafi.
1. Notazioni

In tutto quel che segue, ci riferiremo sempre allo spazio
euclideo EB nel quale penseremo introdotto un arbitrario sistema di
riferimento cartesiano ortogonale. Se - con ¥ (con} ) indichere-
mo il punto generico di 3 , con x', X’ X3, (conf4,§% }‘>3)
denoteremo le coordinate del detto punto, nel riferimento carte-
siano introdotto. Denoteremo poi con I gli intervalli (superior-
mente aperti) di E’ in relazione al fissato sistema cartesiano
xi)xz,Xg, con I . la proiezione Aortogonale di I sul piano
X= 0 (avendo indicato con 9"" la coppia )("’*"’ x,;’”,' ove gli
indici si intendono definiti a meno dell'aggiunzione di un multi-
plo di 3) , con (Q,@') 1'intervallo Q\<A'<8— dell'asse reale.
Con il termine funzione , intenderemo sempre wuna funzione scala-
re , vreale, di x , oppure, sottin:cendendo vettoriale", un vettore
a tre componenti reali pensato come funzione del punto )} ; invece
di "funzione vettoriale" useremo spesso semplicemente il termine
"vettore" . Se con W indichiamo un vettore , con “’4,”’;;‘{/3 indi-
cheremo sempte le sue componenti rispetto al sistema cartesiano in-
trodotto in E3 . Con i simboli/uxz/u,(B) = o((B)denoteremo‘

sempre una misura (cio®& wuna funzione definita sui boreliani B

(2? G. Fichera:"Spazi di k-misure e di forme diffe; n—iali", Proc. Intern.

Symp.on Linear Spaces, Jerusalem 1960, Israel Ac.of Sciences &Humanitie‘hs,
Pergamon Press, 1961.



- 23 -
L. De Vito

numerabilmente additiva) scalare o vettoriale ; in questo secondo ca-
so sottintenderemo sempre che essa sia a tre componenti (le compo-
nenti cartesiane di M4 , rispetto al sistema )(4,,(2)13 saranno indicate
con M, )/“*,/“3 ) . Con il termine dominio - che denoteremo con il
simbolo D - intenderemo sempre un dominio '"propriamente re-
golare" (nel senso di Fichera(B) ) ; con cid intendiamo che D 3
un dominio regolare, avente la frontiera /}D composta di una u-
nica superficie regolare semplice e chiusa, tale inoltre che sia possi-
bile definire un versore )(X) per ogni X¢ {}D, sempre "penetrante" ”
nell'interno di D , continuo al variare di X su G"D , di classe

1 su ciascuna delle porzioni di superficie regolare delle quali si
compone ]}D (4) ; inoltre deve esistere un numero positivo$’0<'1
tale che , per ogni fissatoye(O,S’O), l'insieme descritto dal punto
X=?+9’}‘(§) al variare di ; su }}D sia una superficie rego-
lare semplice e chiusa, che costituisce la completa frontiera di un
dominio regolare, che indichiamo con DS ; infine, la trasformazio-
ne che ad ogni ge g—p e ad ogni 5’6(0,?0) associa il punto x:}?,.y;{@)
deve essere invertibile, Si potra allora ricoprireg con un numero
finito di  dominii TK in guisa tale che ciascﬁn punto di GD sia

interno ad uno almeno .di essi ed inoltre, per ogni K ,l'insieme

(3)Cfr. G. Fichera: "Premesse ad una teoria generale dei problemi al con-
torno per le equazioni differenziali" , Corsi Ist. Naz. Alta Mat., 1958,
pag. 52.

4 . . . o
(4) Le nozioni di "dominio regolare", "porzione di superficie regolare"
etc. sono qui intese nel senso precisato in: Picone-Fichera , "Trattato
di Analisi Matematica " , Tumminelli editore , 1956 , Roma .
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TK sia rappresentabile, con una trasformazione continua e "di classe
1 a pezzi", sul rettangolo Rx dello spazio cartesiano )(3 s
definito da 0([‘\('1; (= '1)2,’-4_&[“?\( Zl' possiamo supporre anche che,
nella de.tta trasformazione, 1'immagine di TK[) D sia Q =
E<0\<C‘<1;[;4,2; 0g[3\< Z) e l'immagine di T{Q/}D sia S =
E<0$t:{4;(=4,7_; t?: O) . Per ogni 4 tale che 0\(8\<ie per
ogni a’,;‘az. s deno'teremo con S;‘ la porzione  di S defi-
nita da»':D(t"’\('i;0\({"@-2,_;[‘3.0;[#d','[)d';l'z . Se W @& wuna funzione defini-
ta sui punti di }D , e quindi , in particolare, in punti di TK'
con W, (ti)t‘z) indicheremo 1la u, pensata come funzione del punto
( [') F? )“variabile in S .Se poi uK(tjtz)é 'di classe 1 a pezzi"
su _S , in corrispondenza ad ongi K , il vettore che, nella rap-

presentazione detta, per ogni K , coincide con il vettore di com-

QU n

. u Lo . .

ponenti —m— , —X, sara indicato con il simbolo ad w.

2t PE2 7 2%np
Con indicheremo sempre 1la normale interna a’}D}-

talora useremo anche il simbolo ),)} . Diremo poi che il dominio
propriamente regolare D ¢ di clas[;e Mm se la sua frontiera @& una
superficie di classe m.

Con C,M(D>si indichera l'insieme delle funzioni di classe . in D ;
con é"".:vl’)quello delle furizioni di CM<D) che hanno supporto contenuto in
PD-3D  ;con ;ﬁ)(D)l'insieme delle funzioni di modulo di potenza p-esima
sommabile in [) secondo Lebesgue, 1\<'Pg+oo(5) , con M%D)l'insieme— delle
funzioni di <¥>/(,(D)che posseggono derivate prime (in senso generalizzato) in
(5) Se P=+0e seq¢ & una funzione lebseguiana in un insieme L lebesgu-

iano, dicendo cne Pé sommabile in L , intendiamo che% & quasi ovunque
limitata in L_ o, come anche si dice, pseudolimitata in /| . Converre-

1,
mo poi che, per p=te, il simbolo(SJH'Vx) P signitichi pude anfsep JE].
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D . di modulo di potenza 4§ -esima sommabile in [), con g,@pw(j))l'insieme
delle funzioni di £;?'(D) che posseggono derivate parziali prime (ih senso

generalizzato) inD , di modulo di potenza - esima sommabile in|) , ’]gp'\(
{10,144 (+00; con A/')I"P(T}D) l'insieme delle funzioni w definite su 3D , a;

venti modulo di potenza /()'-esirna sommabile su U—D e, se P4 , tali:

che, per ogni K , risultino sommabili in (0,4) le funzioni di & :
5 l w, (E+h,E)- M, (E5EY) [‘°dr*a{rz S , wt:fm-ukc«,w/%/fw
. A Y Jeo £
= =2 PEte0;

con V(B) l'insieme delle misure reali (scalari o vettoriali) definite
sulla famiglia di tutti i boreliani contenuti nel borelianoB diE? ;

analogamente, se [5 @& un boreliano di 3D, con V(B) intendere-
mo la totalitd delle misure reali (scalari o vettoriali) definite sui bo-

reliani di I}D contenuti in B . Porremo inoltre:

:]SDIMPG{)(}MP IM[pd,o'/%

I e )| w”:If’('}!; J 5/}D

” MH}J{,P(D): ” M“&'(D) + H%wd M”&,"(D) , ” u"@p@””(p)-: I u"d{;""(;)'
+llogad wlprepy y 1<psrn Pl ooy = Il “M{;W&DY

+2,

ux(t4*&;tz)‘uk(t1) tl) 1) 4 Iy
o } dt*dtr +

4
(af,

N 1

+ S: d Ssi‘

R R R O N RS

“k(t‘rl*&)"'(k(l",l’l) P P
ey } dtdr]

, 1<PSr0;

= Ay U (‘:.‘f .

€D
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Se /),1, ¢ una misura appartenente a V(B) , porremo :

o ” M/l‘f(g)zyﬂ(B) (6)
ove %(B)é la variazione totale dl/t,(_ suB .

Lenorme teste definite introducono, come & noto, una strut-
tura di spazio normato rispettivamente negli insiemi£4’(D)I;£P(;L\)
etc . Seguiteremo a indicare i detti spazi normati con i medesimi
simboli .’£7,P(D) s i’f’(/}p) etc.(7) . Lo spazio duale di wuno spazio

N X ) *
normato 5 sara denotato con _S e la norma in _S con ” H_S*
Converremo poi sempre di indicare con 9)7', 7"’ etc.
il duale rispettivamente  di "p" etc. (ciod L +d-y L, 4., 4
P p}?}’p ( P n{ ’P'*?' }r,,'
+1,24) con la convenzione che il duale di 1 & +00 e viceversa,

]

2. Divergenza debole di un vettore

4
Sia W un vettore di Zf;(D) Si dice che W & dotato di

divergenza debole su D—QD(rappresentata da una misura) seesiste

ME V‘(D—/}D) tale che

(1) S ux%(tad'v‘ ay =-§ /l/‘d/a,

D ' D-4D
per ogni /V‘eéi([)), e la misura /I,{, , univocamente determinata da
questa condizione , chiamasi divergenza debole di ®© su D-/}D

Si diche che W @& dotato di divergenza debole su [

(rappresentata da una misura) se esiste Ml GV(D) tale che

(6) Cfr. loc. cit. in(l) p. 214 .

(7) Gli spazi /\’”{Gp)sono stati introdotti da E. Gagliardo (per/p'.-,p )
cfr. E. Gagliardo, "Caratterizzazioni delle tracce sulla frontiera re-
lative ad . alcune classi di funzioni in n variabili " , Rend.
Sem. Mat. Univ. di Padova , 1957
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@) jpuu?(u»dv' dxr——gDard/u.

per ogniAN ¢ C‘(D)
E' ovvio che:
4 .
I. Se we& (D) 2 dotato di divergenza debole,ueV(l))ig D,
e di divergenza debole /a,GV(D'DD}_E D-3D . risultaﬁ(B)%(B)

per ogni boreliano BCD'}D'

II. Se we&‘(p}é dotato di divergenza debole u¢ V(D>§E D
allora W ¢ anche dotato di divergenza debole fy¢ 'V(D-”ﬁﬂ D-7D
7

e riesce /&V(B):/u(w per ogni boreliano BCD-/}D

In generale, invece, non & vero che, dall'essere 0(67@1(!))

dotato di divergenza debole su D-}}D, segua che W & dota-,
to di divergenza debole su D . Si ha perd che;

1I1. Eueﬂ(D)é dotato di divergenza debole/ug'V(D-GD)ﬂ

D-Q»D , esiste un vettore Moei‘k@ dotato di divergenza debole su

D-}}_D identicamente nulla, tale che y+u, sia dotato di divergenza
debole ¢ V(D) su_ D .

Sia infattiO\EV(D»D)tale che 0((’}D)=-/¢L<D-9-D)e si consideri
la ¥ e /(D) cosi definita M (BY m[BD-AD)]+X(BNFD).
Si ha :/C((D): O . Esiste allora [ ¢ %‘(D) che ha per diver-

genza debole su D 1a/47 (come segue da un principio esi-

stenziale di G. Fichera(g) e dalla diseguaglianza di Poincare :

i (et <K gpad vy, o)

(S)Cfr. G. Fichera:"Alcuni recenti sviluppi della teoria dei problemi al con-
torno per le equazioni alle derivate parziali", Atti Convegno Internaz.
sulle equazioni a deriv, parziali, Trieste , 1954 .
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1l vettore ’V\t/ ha per divergenza debole su D_/}-D la (4 e quindi
differisce da |4 per un vettore M/06£,4(D>Che ha divergenza de-
bole su |D-3] nulla.

Se W & dotato di divergenza debole M su D
osu [D-3pD . e se la misura/{,{, ¢ assolutamente continua sui bo-
reliani contenuti in D-QD con "densité"%éJ\:(D) la ,{_ dicesi la

divergenza generalizzata (locale) di w e si indichera con w;

si dirA anche, in tal caso, che W ha divergenza debole
rappresentata, nei punti di D-«’}D, dalla funzione fs dw u.Dicen-
do che u¢ ,’i;;‘(f,?) ha come divergenza debole  su D-A) (su D ) la
funzione %—é Lq.(\))intendiamo che ha come divergenza debole sul-y

1
(suD ) una misura assclutamente continua con densita %(j,q(o)

3. Gradiente debole

1
Sia W una funzione di L« (,/) Si dice che . & do-

tata di gradiente debole §_u_D-’}D (rappresentato da una mi-

sura vettoriale) se esiste . :V(l)-}l»ale che :
(3) S Wd/‘/l/?"d,xf—s v d
D-3D
per ogni W €& Qd(D) e M & il gradiente debole su D-j}Ddiw.

Si dice che 1, & dotata di gradiente debole su D cap-
presentata da una misura) se esisteﬂéV(D}tale che :

(4) SDH_ Cu./t-"f' dI:-SD,U- OL/“/

per ogni /\}‘Cc(\)) /u— @ il gradiente debole di y suD

E!' ovvio che

1 .
Iv. _S_G_?lief)(l))l dotata di gradiente debole W& Vv (D)ﬂ
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e di gradiente debole /{7,& D-AD su D-3D wﬂ(g)r/‘:(@per ogni
boreliano 3¢ D-4D

V. Se %Q&lf(D) ¢ dotata di gradiente debole/u eV(D) su) .
allora W & dotata anche di gradiente debolg,{l:{IC-V(y)J}%l_D-gDe riesce:

/('ICBY/V (%) per ogni boreliano B¢ D-/}D .

Sussiste anche il seguente teorema :

VI. Se %,(::E:(@ @ dotata di gradiente debole,Me.V(DélDE D-4D .
allora \, & anche dotata di gradiente debole /f]e V) su D e
3‘_1_(9:3_06_3_/(7(8):/“(3) per ogni boreliano BCD-)}D,

La dimostrazione di questo teorema seguird dai risultati dei

successivi paragrafi 7 e 8

4. Gradiente debole su D_/}D.

Si  ha intarnto, come @& noto, che:

VIi. Condizione necessaria e sufficiente perche ,MGV(D-'}D/&
il gradiente debole su |D)-/}[) di una funzione u{ei;(p) & che rie-
Sca: gD-a}D(;j)- clM= 0 per ogni vettore e Co"(D) che abbia diver-

genza nulla

Se W & dotata di gradiente debole s ¢ V(D-/}D)su D-%#D e se,
/ACB)Z%’{‘ d)( , allora, come & noto, W- @& assolutamente continua

secondo Tonelli in D e le componenti di % sono le derivate

o . . . . 10 )

parziali prime , in senso generalizzato, di W ) . Con le notazio-
)

ni del paragrafo 1 , si avra allora : l/LéJ*( (Iy Scriveremo anche

{l: OXLC\,dM. (intendendo il gradiente in senso generalizzato). Se inoltre

(Q)Cfr. L.S.Schwartz: "Théorie des distributions", Act. Sci. Industr. Parigi,
1957,t.1. p. 59 .. ,

3
(10) Cfr. G. Fichera, loc.cit . in( ) , cap. III.
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[l ) ]
siha: WE &T(D), /(; & i;v(l)) sara We %P'P(D),Come & noto, dallo
essere ueq,e'i’P(D) segue |{ ¢ pr:PCD) e risulta :

il || wecortl], (K, O | opadu
(5, ﬁ?” ’&*(D) Konp O | g2 ”cff@) s
P 4<¢> S BBo 14 APIr00, 235 1LPYKH00 ) pepgroc

per ogni ue’}k* (D) );moltre, Se 3¢p<t+o si ha, di piu, u_eC"(D).
Se poi wé’}ff r>CD), allora W risulta dotata di gradiente debole su

D )}D rappresentato dalla misura assolutamente continua /44,(/3)_

’S %)w,dmd (10)

VIII. Se M,CO%(D) ¢ dotata di gradientedebole M Vv -spisu
D) siha:uc £ D))’\ P<_ e riesce :

o wf fueotly, (K YLD-5D), wped

C&It
Dato che \  ha per gradlente debole suD-4D una misura
- ) ! . 12 .
Me V(D-AD), risulta Le ,f;?CD) per ogni ,P’<_?,( ) . Sia ){t(x.;)
. & (13) .
un nucleo regolarizzatore nel senso di Friedrichs e poniama
(7) Um (X)) = SD >{/1/n (){,-?) W(}’) d,} .
Se D' ¢ un dominio propriamente regolare C - #)) riuscira :
(®) Liw | “nvelly
m-02 ())

Per ongi xe¢ D' , non appena s & abbastanza grande, si avra

(ll)Cfr. S. L. Sobolev: "Su un teorema di analisi funzionale", Math. Sbornik ,
1938 e E. Gagliardo: "Proprieta di alcune classi di funzioni in piu variabili",
Ricerche di Mat., 1958 (e bibliografia qui citata). Le limitazioni per p,p"',

come & noto , sono le migliori possibili.

(lz)Cfr. loc. cit. in (9) .
(13)Cfr'. loc.cit. in (10) .



