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Vorwort

Bei vielen wissenschaftlichen Untersuchungen geht es darum herauszufin-
den, wie sehr Personen tiber bestimmte Eigenschaften oder Fahigkeiten verfii-
gen oder wie stark ausgepragt bestimmte Einstellungen oder Neigungen sind.
Zur Beantwortung solcher Fragen werden als Messinstrumente oft Fragebo-
gen oder Tests verwendet. Ein wichtiger Aspekt hierbei ist die Qualitat der
Messinstrumente. Sind die Fragen eines Fragebogens oder die Aufgaben eines
Tests nicht gut konstruiert, so werden auch die Ergebnisse mangelhaft sein.
Man benotigt also Methoden, um die Qualitédt solcher Instrumente evaluieren
und sicherstellen zu konnen.

Eine der wichtigsten dieser Methoden besteht in der Anwendung des Rasch
Modells. Das Rasch Modell eignet sich nicht nur zur Analyse oder Konstruk-
tion von Fragebogen und Tests an sich, sondern bewéahrt sich auch in zahlrei-
chen anderen Anwendungsgebieten. Dies reicht von sehr praktischen Fragen
nach Unterschieden zwischen Personengruppen (z. B. Zielgruppensegmen-
tierung im strategischen Marketing) oder der Prognose von zukiinftigem
Verhalten (z.B. in der Psychotherapie) bis zur Evaluierung theoretischer
Hintergrundmodelle (z. B. in der medizinischen Diagnostik).

Dieses Buch konzentriert sich auf die Anwendung des dichotomen Rasch
Modells. (Dichotom bedeutet, dass die Antworten auf Fragen, die Losung von
Aufgaben eines Tests oder das Auftreten eines bestimmten Verhaltens in zwei
Kategorien erfolgt, d.h. ,ja/nein“, ,stimme zu/nicht zu“, ,richtig/falsch”
oder ,tritt auf/tritt nicht auf”.) Wir haben uns zum Ziel gesetzt, die theo-
retischen Grundlagen verstandlich darzustellen sowie die Anwendung des
Rasch Modells einerseits fiir Studierende zu erleichtern und andererseits
Praktikern, die das Rasch Modell fiir eigene Studien anwenden mochten, ein
nachvollziehbares Konzept zu liefern.

Das Buch gliedert sich im wesentlichen in drei Teile. Nach einer Einfithrung
in die wichtigsten Qualitatsmerkmale von Messungen in den ersten beiden
Kapiteln werden die statistischen Grundlagen des Rasch Modells und der
Uberpriifung der Qualititskriterien in den Kapiteln 3 bis 5 dargestellt. Wih-
rend die wesentlichen Standard-Uberprifungsmdoglichkeiten in Kapitel 4
behandelt werden, gibt Kapitel 5 eine Darstellung neuester Methoden der




Qualitdtskontrolle des Modells, die sich auch fiir kleinere Stichproben eig-
nen und die in dieser Form erstmalig einem breiteren Publikum vorgestellt
werden.

Der dritte Teil beschéaftigt sich mit der Umsetzung. Kapitel 6 diskutiert
praktische Aspekte bei der Durchfithrung von Analysen mit dem Rasch
Modell und Kapitel 7 beschreibt die konkrete Analyse eines Datensatzes
zu Lehrer/inn/enzufriedenheit. Wir haben dabei versucht, jeden Schritt der
Analyse nachvollziehbar zu machen. Es werden die Ergebnisse interpretiert
und die Analysemethoden verglichen.

Ein weiteres wesentliches Charakteristikum dieses Buches ist die Verwen-
dung von Open-Source-Software, ndmlich des freien Programms R fir statis-
tische Berechnungen und Grafikerstellung bzw. des Zusatzpakets eRm, das
Analysen mit dem Rasch Modell ermoglicht. Der Vorteil ist, dass alles kosten-
los zur Verfiigung steht und dadurch die vorgestellten Methoden unmittelbar
am Computer nachvollziehbar werden. Um den Einstieg zu erleichtern, gibt
es ein kurzes Tutorial zur Einfithrung in Rim Anhang, in dem die wichtigsten
Grundprizipien demonstriert und die Leser/innen von der Installation von
R bis hin zum Datenmanagement begleitet werden.

Das Buch ist praxisnahe konzipiert. Steht man am Anfang einer Analyse
mit dem Rasch Modell, bereiten manche Aspekte oft Schwierigkeiten. Wie
geht man tatsachlich vor? Wie funktionieren die Schatzmethoden und wie
sind Ergebnisse zu interpretieren? Was iiberpriifen die einzelnen Modelltests
denn jetzt wirklich? Welche Software kann man zur Analyse verwenden?
Hier setzt das Buch an.

Als Zielpublikum haben wir vor allem an Studierende jener Fachrichtun-
gen, in denen empirische Methoden der Datenerhebung relevant sind, ge-
dacht. Als Beispiele seien Psychologie, Padagogik, Soziologie, Sozial- und
Wirtschaftswissenschaften, Medizin oder Sportwissenschaften genannt. Aber
auch Praktiker und Wissenschaftler aus solchen Disziplinen sollten den
einen oder anderen Aspekt niitzlich finden. Statistische Vorkenntnisse sind
nicht unbedingt erforderlich, jedoch sind Kenntnisse auf Bachelorniveau von
Vorteil. Das Buch versteht sich als Einfithrungsbuch mit Praxisbezug und als
Nachschlagewerk. Es konnte eine einsemestrige Lehrveranstaltung begleiten
oder zum Selbststudium dienen.

Auf der Webseite des Verlags ist fiir dieses Buch ein Downloadbereich einge-
richtet. Sie finden diesen auf http://www.utb-shop.de/9783825237868 unter
Zusatzmaterialien, von wo Sie den in Kapitel 7 verwendeten Datensatz her-
unterladen konnen. Es ist geplant, dort im Laufe der Zeit weitere Materialien
und Informationen bereitzustellen.
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1. Einleitung

Manchmal ist das Ziel wissenschaftlicher Untersuchungen herauszufinden,
welche Auspriagung eine bestimmte Person bei einem bestimmten Merk-
mal (z. B. Empathie, Arbeitszufriedenheit) hat und/oder ob daraus eine Vor-
hersage der Auspriagung bei einem anderen Merkmal (z. B. altruistisches
Handeln, Arbeitsmotivation) abgeleitet werden kann. Weiters ist es oft von
Interesse mogliche Unterschiede hinsichtlich der Auspragung zwischen Per-
sonengruppen zu untersuchen (z. B. Unterschiede zwischen Geschlechtern,
Berufsgruppen oder experimentellen Bedingungen). Von Interesse sind auch
Untersuchungen hinsichtlich Verdnderungen der Merkmalsauspragung nach
wiederholter Erfassung (z. B. Wirksamkeitsstudien).

Die zu untersuchenden Objekte konnen Personen, Tiere oder Gegenstan-
de darstellen, wobei der Fokus in diesem Buch ausschlie3lich auf Personen
gerichtet ist. Die Merkmale konnen ebenso ganz unterschiedliche Inhalte
darstellen, welche aus den unterschiedlichsten Wissenschaftsdisziplinen
stammen konnen. Wir beschiftigen uns in diesem Buch vorwiegend mit psy-
chologischen Merkmalen, wobei wir versuchen die Darstellung so allgemein
wie moglich zu halten. Somit sollte der eigentlich methodische Inhalt auf
alle moglichen Anwendungsinhalte verallgemeinerbar sein.

1.1. Latente Konstrukte und manifeste
Indikatoren

Was sind latente Konstrukte? Latente Konstrukte sind nicht direkt beob-
achtbare Merkmale. Im psychologischen Kontext sind solche Merkmale wie
Leistungsmerkmale (z. B. Intelligenz und Rechtschreibfahigkeit), Personlich-
keitseigenschaften (z. B. Extraversion oder Neurotizimus), Einstellungen (z. B.
gegeniiber Suizid oder Behinderung), Interessen (z. B. Berufsinteresse oder
Freizeitinteresse), Zufriedenheit (z. B. Arbeitszufriedenheit) und vieles mehr.

Diese Merkmale sind nicht direkt messbar und werden in der Fachtermino-
logie als latente Konstrukte bezeichnet. Erfassbar werden diese Merkmale
erst durch sogenannte beobachtbare Indikatoren.
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Das physikalische Merkmal Korpergewicht konnen wir mit einer Waage mes-
sen. Die Messung des Korpergewichts funktioniert sehr genau. Jedoch fiir das
psychologische Merkmal Intelligenz existiert keine Waage. Die Intelligenz
ist ein latentes Konstrukt, fiir das man nicht einfach eine ,Intelligenzwaage”
bauen kann, bei der wir dann zur Bestimmung des Intelligenzquotienten
(IQ) nur noch unseren Kopf auf die Waage legen miissen.

MR 1@
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Die Erfassung von latenten Konstrukten, z. B. im psychologischen Bereich,
ist ein viel komplexeres Unterfangen. Hinter jedem latenten Konstrukt steckt
ein komplexes Theoriemodell, welches die inhaltliche Bedeutung des zu er-
fassenden Konstruktes abbilden muss. Dieses Theoriemodell wird zur Gene-
rierung von manifesten Indikatoren genutzt. Manifeste Indikatoren konnen
Aufgaben in einem Test, oder Fragen in einem Fragebogen sein (beide Arten
werden auch als Items bezeichnet), die die Erfassung der Auspragung bei
einem bestimmten latenten Merkmal ermoglichen sollen. Die Reaktionen
bzw. Antworten auf Items soll dann Riickschliisse auf die Auspragung eines
untersuchten latenten Konstruktes ermdglichen. Grafisch wird das latente
Konstrukt als Kreis und die manifesten Indikatoren als Rechtecke darge-
stellt (siehe Abbildung 1.1). Die Linien zwischen latentem Konstrukt und
manifesten Indikatoren stellen die Beziehung zwischen den beiden dar. Sie
geben uns an, dass die Beantwortung der manifesten Indikatoren von der
Auspragung eines latenten Konstruktes abhangig ist.

Das theoretische Gerlist eines latenten Konstruktes, wie im unteren Bei-
spiel die Fahigkeit des Grundrechnens, inkludiert nicht nur theoretische
Inhalte, sondern auch mogliche Situationen und Komplexitatsstufen, die die
Aufgabenschwierigkeit beeinflussen.




1.1. Latente Konstrukte und manifeste Indikatoren

Latentes Konstrukt

Item 1 || Item 2 || Item3 | .- ..ot

Manifeste Indikatoren

Abbildung 1.1.: Latentes Konstrukt (Kreis) und manifeste Indikatoren (Rechtecke).

Ein Beispiel: Grundrechnen bei Kindern — aller Anfang ist schwer

Zur Erfassung der Fahigkeit Grundrechnen bei Kindern muss zuerst ge-
klart werden was Grundrechenarten (latentes Konstrukt) sind. Weiters
muss man sich tiberlegen, was sie beinhalten und wie sie erfassbar, also
messbar gemacht werden konnen (Operationalisierung = das latente
Konstrukt messbar machen). Dabei soll immer die Zielpopulation (in
unserem Fall Kinder in einem bestimmten Alter) berticksichtigt werden.
Dieses Beispiel klingt erstmal einfach, ist jedoch wesentlich kompli-
zierter als es erscheint. Allgemein erklart wird nicht nur zwischen den
vier Grundrechenarten (Inhalt) und der Vorgabeart unterschieden. Die
Vorgabeart betrifft die Handlungsebene, z. B. die Vorgabe der Rechenauf-
gaben in arabischer Notation, Einkleidung in Textaufgaben, Berechnung
der Aufgabe, Finden von moglichen Fehlern. Weiters kann es noch Kom-
ponenten geben, die die Schwierigkeit der Aufgaben beeinflussen: Diese
beinhalten unter anderem die Grofle der Zahlen, Anordnung der Zahlen
(z.B. 25+5vs. 5+25, d. h. groflere Zahl vorne oder hinten in der Rechen-
aufgabe), Kombinationen von unterschiedlichen Grundrechenarten, ob
Zehneruberschreitungen vorhanden sind oder nicht und vieles mehr
(Komplexitat).

Aus diesem theoretischen Geriist und den Kombinationsmoglichkeiten der
Inhalte und Handlungsebenen lassen sich Items, Reize oder Ahnliches mit
unterschiedlichen Schwierigkeiten ableiten, durch deren Beantwortung oder
Reaktion die Erfassung der Auspragung eines latenten Konstruktes mog-
lich wird. Die Auspriagung einer Person beim latenten Konstrukt (z. B. der
Grad ihrer Intelligenz) ist durch die Personeneigenschaft oder Personen-
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fahigkeit festgelegt. Sind die Fahigkeitsauspragung einer Person und die
Schwierigkeit eines Items bekannt, konnen wir wieder Riickschliisse auf das
Antwortverhalten bei dem vorgelegten Item ziehen. Die Items werden in
der Fachterminologie als manifeste Indikatoren bezeichnet und sind direkt
erfassbar bzw. beobachtbar. Dabei wird die Schwierigkeit eines Items fur die
Zielpopulation als Itemschwierigkeit bezeichnet.

1.2. Qualitat der Messung

Genauso wie das Korpergewicht mit einer Waage messbar ist, soll auch die
Auspragung des latenten Konstruktes messbar sein. Die Messung mit der
Waage ist, unter Voraussetzung der richtigen Eichung, als genau einzustu-
fen. Anstatt einer Waage generieren wir Aufgaben oder Items, durch deren
Beantwortung wir Riickschliisse auf die Auspragung des latenten Konstruk-
tes ziehen konnen. Dies bedeutet, dass wir die Auspragung der Personen
messbar machen wollen. Somit besteht unser Messinstrument aus den Aufga-
ben oder Items, die nicht nur inhaltlich gultig sein miissen (theoriegeleitete
Konstruktion), sondern auch weiteren messtheoretischen Qualitatskriterien
entsprechen sollen. Sind diese Kriterien erfiillt, kann von einer hinreichend
genauen Messung gesprochen werden.

Eine erfolgreiche Fragebogen- oder Testkonstruktion inkludiert eine Uber-
prifung der Qualitdt der Items anhand einer zuvor gut gewdahlten Analyse-
stichprobe. Diese soll bereits die eigentliche Zielpopulation, fiir die der Test
oder der Fragebogen bestimmt ist, gut abbilden. Zur Vereinfachung sprechen
wir zukiinftig nur noch von Tests. Damit sind z. B. Einstellungstests, Wis-
senstests, Personlichkeitsfragebdgen und vieles mehr gemeint, welche man
allgemein als Skalen bezeichnet. Es gilt dann anhand der Daten zu iiberpriu-
fen, ob die Qualitdt der Items den testtheoretischen Anforderungen geniigt
und sich das Instrument somit fiir die Untersuchung der Fragestellungen
eignet. Im Folgenden lernen wir wichtige Qualitatskriterien kennen. Die kur-
zen Erklarungen dienen dabei nur als Einfithrung, die genaue Beschreibung
erfolgt in Kapitel 2.1.

Eindimensionalitat

Eine wichtige Anforderung an die Items ist, dass die Beantwortung der Items
vorrangig auf die Fihigkeitsauspragung eines untersuchten latenten Kon-
struktes zuruckfiihrbar ist. Das bedeutet, dass alle Items dieselbe Dimension
(Eindimensionalitidt bzw. Homogenitdt der Items) erfassen mussen.
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Auf Personenseite sollten die Items fiir alle inhaltlich relevanten Personen-
gruppen (z. B. Geschlecht, Alter und Kultur) gleich schwierig sein und somit
dieselbe Schwierigkeitsanordnung im Test aufweisen (Invarianz). Diese For-
derung wird in der Fachterminologie als die Uberpriifung von Differential
Item Functioning (DIF) bezeichnet. Liegt in keiner der untersuchten Per-
sonengruppen DIF fiir Items vor, dann funktionieren die Items in allen
untersuchten Personengruppen gleich. Gilt diese Eigenschaft fiir einen Test
iiber alle untersuchten Personengruppen, so wird keine dieser Personengrup-
pen benachteiligt und der Test stellt ein faires Instrument dar.

Trennscharfe

Ein weiteres sehr wichtiges Qualitatskriterium ist die Trennscharfe der ein-
zelnen Items. Ein Item mit einer guten Trennscharfe kann zwischen fahigeren
und weniger fahigen Personen gut unterscheiden (diskriminieren). Das stellt
in der Praxis ein wichtiges Qualitatskriterium dar, da man mit Items, die
eine zu geringe Trennschérfe aufweisen, keine Entscheidung hinsichtlich der
Fahigkeitsauspragung treffen kann. Wenn z. B. ein Rechentest nicht zwischen
Kindern mit mathematischen Schwichen und Kindern ohne mathematische
Schwichen unterscheiden kann, dann besteht auch nicht die Moglichkeit ers-
tere zu identifizieren und diesen in weiterer Folge eine geeignete Forderung
zukommen zu lassen.

Abhangigkeiten zwischen Items

Des Weiteren sollen die Items in einem Test nicht zu stark voneinander ab-
hangig sein. Die Wahrscheinlichkeit ein Item zu 16sen, soll nur von dem Item
selbst und nicht von der Losungswahrscheinlichkeit eines anderen Items
abhingen. Der Grund einer Verletzung konnte hier eine zu groe Ahnlich-
keit zwischen Items sein, oder aber dass die Inhalte von Items aufeinander
aufbauen. Bei Vorgabe von Items, die sich inhaltlich sehr dhnlich sind, oder
denselben Inhalt erfragen, wiirde man den zu testenden Personen mehr
Items als notwendig vorlegen. Diese voneinander zu stark abhangigen Items
erbringen im Weiteren wenig zusatzliche Information zur Bestimmung der
Auspragung eines latenten Konstruktes. Die Vorgabe dieser Items wiirde
zu einer unnotigen Testverlangerung fihren. Weiters konnte die Vorgabe
von zu stark abhangigen Items wieder zu einer Benachteiligung von Per-
sonengruppen fihren. Stellen wir uns vor, dass das Losen eines Items die
Losungswahrscheinlichkeit eines nachfolgenden Items positiv beeinflusst
(z.B. durch Lernen), so bedeutet das, dass die Wahrscheinlichkeit das nach-
folgende Item zu l6sen steigt. Diese Aussage gilt jedoch nicht, wenn das
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vorherige Item nicht gelost wurde. Somit hat die eine Gruppe (vorheriges
Item gelost) einen Vorteil gegeniiber der anderen Gruppe (vorheriges Item
nicht gelost).

Die Randsummen: Ausreichende Information iiber die Personenfihigkeit
und die ltemschwierigkeit

Wenn diese und noch weitere Eigenschaften, die wir in Kapitel 2.1 genauer
betrachten werden, zutreffen, dann enthalten die Anzahl der gelosten (zuge-
stimmten) Items einer Person in einem Test oder die Anzahl der positiven
(zugestimmten) Antworten fiir ein Item alle Informationen fiir die Personen-
fahigkeit und die Itemschwierigkeit. Dann ist es irrelevant, welche Items
gelost wurden, und von welchen Personen das Item gelost wurde (siehe Kapi-
tel 2.1.5). Diese Eigenschaft hat einen zentralen Stellenwert, denn erst wenn
diese zutrifft, ist das Aufsummieren der z. B. richtig gelosten Aufgaben einer
Person zu einer Randsumme und die weitere Analyse derer gerechtfertigt.

Dichotome Items

In diesem Buch beschiftigen wir uns mit dem Typ der dichotomen Items
(auch zweikategoriale oder bindre Items genannt). Das sind Items mit zwei
moglichen Antwortalternativen. Dichotom kodierte Items in einem Leis-
tungstest bedeuten z. B. gelost (kodiert mit 1) oder nicht geldst (kodiert mit
0) oder in einem Einstellungsfragebogen z. B. stimme zu (1) oder stimme
nicht zu (0). Dieser Itemtypus kann mit dem Rasch Modell (siehe z. B. Fischer
und Molenaar, 1995) analysiert werden, welches sich zur Uberpriifung der
vorher genannten Qualitatskriterien besonders gut eignet.

1.3. Aufbau des Buchs und weiterfiihrende
Literatur

Aufbau des Buchs

Das Buch beinhaltet nicht nur eine kurze theoretische Einfiithrung zum Rasch
Modell im Allgemeinen, sondern ebenso eine praktische Einfithrung. Diese
betrifft das in R (R Development Core Team, 2012) implementierte Paket
eRm (Mair et al., 2012), welches sich fiir die Analyse von Items, also fiir
die Uberpriifung auf Geltung des Rasch Modells und somit Zutreffen der
geforderten Qualitatskriterien, hervorragend eignet.




1.3. Aufbau des Buchs und weiterfiihrende Literatur

Das Buch gliedert sich in drei Teile. Im ersten Teil (Kapitel 1 und 2) werden
die Grundideen der Qualitatskontrolle bei Messungen latenter Variablen
und ihrer formalen Umsetzung im Rasch Modell vorgestellt. Der zweite Teil
beschreibt in Kapitel 3 allgemeine Prinzipien der Maximum-Likelihood-Me-
thode sowie ihrer konkreten Anwendung zur Schitzung der Modellparameter
im Rasch Modell. Hier wird auch auf fehlende Werte eingegangen. In Kapi-
tel 4 werden grafische Methoden und parametrische Tests zur Uberpriifung
der Giiltigkeit des Rasch Modells vorgestellt. Neueste Entwicklungen zur
Modelliiberpriiffung, sogenannte quasi-exakte Tests, die sich besonders bei
kleinen Stichproben eignen, sind das Thema von Kapitel 5. Die drei Kapi-
tel des zweiten Teils sind so aufgebaut, dass zunachst kurze theoretischen
Einfiithrungen zu einzelnen Aspekten der Analyse mit dem Rasch Modell
gegeben werden. Im Anschlufs wird die jeweils dazugehorige computerge-
stiitzte Umsetzung in eRm prasentiert. Dabei werden die dazu notwendigen
R-Befehle (Eingaben fiir die Berechnung) erkldrt. Die verwendeten Daten
sind direkt in R verfiigbar. Den Leser/inne/n soll so ermoglicht werden,
jeden einzelnen Schritt selbststandig nachzuvollziehen und das Gelernte
direkt praktisch anwenden zu konnen.

Der dritte Teil betrifft die praktische Anwendung. Kapitel 6 diskutiert mog-
liche Vorgehensweisen bei der Analyse von Daten mit dem Rasch Modell.
Kapitel 7 prasentiert beispielhaft eine konkrete Analyse anhand der im Buch
behandelten Methoden und Interpretationen der Ergebnisse. Schliellich
folgt ein kurze Einfiihrung in R, die Anfédnger/inn/en die wichtigsten Grund-
prinzipien der Bedienung der Software nahebringen soll.

Das Buch soll einerseits die selbststindige Anwendung des Rasch Modells
ermoglichen, als auch als Nachschlagewerk dienen.

Weiterfiihrende Literatur

An dieser Stelle mochten wir Ihnen einige Literaturempfehlungen fur Item
Response Modelle und fiir das Programm R mit auf den Weg geben.

Als klassisches Lehrbuch fiir Item Response Theorie ist Rost (2004) anzufiih-
ren. Das deutschsprachige Buch beinhaltet eine gute Einfiihrung in Modelle
der Item Response Theorie. Es ist sowohl fiir Anfidnger als auch als Nach-
schlagewerk geeignet. AuBerdem inkludiert es eine CD mit Ubungen, u. a.
auch mit Beispielen fiir die Anwendung der Programme WINMIRA und
MULTIRA.

Ein weiteres deutschsprachiges Buch ist von Strobl (2010). Sie gibt eine kurze
Einfithrung in das Rasch Modell. Es enthalt auch neue Modelltests sowie die
Einfihrung in zwei R-Pakete zur Anwendung von Item Response Modellen.
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Als englischsprachiges Lehrbuch kann jenes von de Ayala (2009) empfohlen
werden, in welchem u. a. auch die Beschreibungen zu den kommerziellen
Programme BIGSTEPS, BILOG, MULTILOG und SAS enthalten sind.

Ein anspruchsvolleres Buch ist das englischsprachige Werk von Fischer und
Molenaar (1995). In diesem Buch sind die theoretischen Grundlagen zu
unterschiedlichen Modellen der Familie der Rasch Modelle zu finden. Wenn
man sich fur das Rasch Modell interessiert, darf es in der Bibliothek nicht
fehlen.

Weiters ist zu erwahnen, dass ein umfassendes englischsprachiges Werk zu
diesem Thema geplant ist und Ende 2012 oder zu Beginn 2013 erscheinen
wird. Das Handbook of IRT von van der Linden und Hambleton (2013) wird 3
Bande umfassen. In diesen Banden sind einerseits die theoretischen Grund-
lagen von Item Response Modellen sowie Programme fiir die Anwendung
dieser Modelle dargestellt.

Wir arbeiten in unserem Buch mit dem Open-Source-Programm R. Wir
mochten dazu zwei Literaturempfehlungen geben.

Alexandrowicz (2012) gibt eine Einfithrung in R in 10 Schritten. Neben
der allgemeinen Einfiihrung behandelt das Buch noch einige statistische
Auswertungsmethoden sowie Grundlagen der Programmierung in R. Auch
dieses Werk wird in Balde erscheinen.

Schliefilich wollen wir noch das Buch von Hatzinger et al. (2011) empfehlen.
Neben einer ausfiihrlichen praxisnahen Einfiihrung in R werden grundle-
gende (aber zum Teil auch fortgeschrittenere) statistische Methoden zur
angewandten Datenanalyse behandelt.




2. Das dichotome Rasch Modell.
Eine theoretische Einfiihrung

Das Rasch Modell fiir dichotome Daten wird durch die Modellgleichung (2.1)
beschrieben:

exp[xvi(ev _ﬁi)]

P(Xyi = xy; |0y, ﬁt) = 1+exp(0 _ﬁ) = Poi
v i

0,: Personenfiahigkeitsparameter firv=1,...,n

Bi: Itemschwierigkeitsparameter furi =1,..., k

X,;: Variable fir eine Antwort einer Person v auf ein Item i
Xy;: konkreter Wert, den die Variable X,; annimmt (0 oder 1)

Die Gleichung driickt die Wahrscheinlichkeit fiir eine Antwort x,;, gegeben
(symbolisiert durch |) der Personenfdhigkeit 0, und der Itemschwierigkeit f3;
aus. Eine kiirzere Schreibweise ware der Ausdruck p,,;, welcher auf der rech-
ten Seite dargestellt ist. Wenn wir im Buch auf die Gleichung zuriickkommen,
wird zukinftig nur noch dieser Ausdruck benutzt. Bevor wir uns jedoch der
Gleichung etwas genauer zuwenden, mussen wir ein paar grundsatzliche
Ausdriicke kennenlernen.

Stellen wir uns vor, wir haben einer bestimmte Anzahl von Personen eine
bestimmte Anzahl von Items vorgegeben. Betrachten wir eine bestimmte
Person aus unserer Stichprobe, dann handelt es sich um die v-te Person der
gesamten Anzahl an n Personen. Somit haben wir insgesamt v = 1,..., n
Personen getestet. Betrachten wir ein bestimmtes Item, dann nennen wir
es das Item i, wobei wir i = 1, ..., k Items vorgegeben haben. Somit stellen
die beiden Indizes v fiir die Person und i fur das Item immer bestimmte
Personen oder bestimmte Items in unserem Datensatz dar, welcher eine
Grole (Dimension) von n x k aufweist.

Der Buchstabe #n steht fur die Anzahl von Personen, also somit der Anzahl von
Zeilen im Datensatz. Der Buchstabe k bezeichnet die Anzahl der Items, also
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die Anzahl der Spalten im Datensatz. Werden diese beiden Zahlen miteinan-
der multipliziert, dann erhélt man die Anzahl von Zellen des Datensatzes,
dessen Darstellung in der Fachterminologie als Datenmatrix bezeichnet wird.
Abbildung 2.1 zeigt eine allgemeine Darstellung einer solchen Datenmatrix.

Die x,;, auf die wir gleich noch ndher eingehen, stellen die einzelnen Eintrage
in der Matrix dar. Die Auslassungspunkte in der Darstellung geben an,
dass hier noch eine unbestimmte Anzahl an Personen und Items vorhanden
ist. Somit konnen wir die eigentliche Grofie der Datenmatrix nicht genau
bestimmen und sie nur als n x k beschreiben.

Die Eintrage haben zwei Indizes, ndmlich v fir Personen und i fiir Items. Der
erste Index stellt die fortlaufende Nummer der Personen (Zeilen) dar, welcher
von 1..., n geht. Der zweite Index bezeichnet die fortlaufende Nummer der
Items (Spalten) und geht von 1 ..., k. Der letzte Eintrag in der Datenmatrix
ist x,; und stellt den Eintrag der letzten Person und des letzten Items dar.

X1t X2 ot X1t Xk
x21 x22 e e e xzk
X31 X32 e e e x3k
X1 Xy2 o e Xyi te Xvk
Xn1 Xn2 o Xni ce Xnk

Abbildung 2.1.: Datenmatrix

Wenn wir hypothetisch annehmen, dass wir k Items n Personen vorgeben,
dann stellt die Zufallsvariable X,; das noch unbekannte Antwortverhalten
der Person dar. Vor der Vorgabe des Items, wissen wir noch nicht, ob die
Person das Item 10st oder nicht. Wie die Person auf ein Item antwortet, also
der tatsachliche Ausgang der Aufgabenbearbeitung (der in unserem Fall nur
0 oder 1 darstellen kann) wird mit x,; bezeichnet. Somit ist das allgemei-
ne Antwortverhalten einer Person auf ein Item mit X,; = x,; beschrieben,
wobei x,; bei der Losung/Zustimmung des Items den Wert 1 und bei Nicht-
losung/keine Zustimmung des Items den Wert 0 annimmt.

Wenn wir nochmals die Gleichung (2.1) betrachten, dann sehen wir, dass die
linke Seite der Gleichung genau die gerade erklarte allgemeine Schreibweise
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des Antwortverhaltens einer bestimmten Person auf ein bestimmtes Item
darstellt.

In der Praxis haben wir es jedoch mit realen Datenmatrizen zu tun, in der
statt dem Eintrag x,;, in jeder Zelle die Antwortmoglichkeit 0 oder 1 steht.
In der folgend dargestellten Datenmatrix in Abbildung 2.2 sind Antworten
von fiinf Personen auf vier Items dargestellt. Damit beinhaltet die Matrix
5x 4 =20 Eintrage.

Rechts auflen sind mit r, die Personenscores r fir jede einzelne Person v, also
die Summe der Eintrdge einer jeden Zeile, dargestellt. Unterhalb sind mit c;
die Itemscores c fiir jedes Item i, also die Summe der Eintrage einer jeden
Spalte, dargestellt. In der klassischen Testtheorie sind der Personenscore als

It 12 13 14 Summer,

A 1 0 1 1 3
B 0 0 0 O 0
C 0 1 1 0 2
D 1 1 1 1 4
E 0 1 1 0 2
Summe c; 2 3 4 2 -

Abbildung 2.2.: Datenmatrix fir finf Personen und vier Items

die Personenfahigkeit und der Itemscore als die Itemleichtigkeit definiert. Es
gilt jedoch zu beachten, dass die Berechnung eines Personenscores und dem
Itemscores nur zuldssig ist, wenn fiir die Daten bestimmte Anforderungen
an eine Messung gelten. Diese werden wir in diesem Kapitel noch genauer
kennenlernen.

Im Rasch Modell werden Personenfidhigkeit und Itemschwierigkeit anhand
der beobachteten Daten geschitzt, wobei die unbekannten zu schatzenden
Parameter fiir die Personenfihigkeiten mit 6, und fiir die Itemschwierigkeit
mit f; bezeichnet werden. Das Dach iiber 6 und iiber § bedeutet, dass es
sich hierbei nicht um die wahren Parameter, sondern um die Schatzwerte fur
diese Parameter handelt.

Die zentrale Frage ist: Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit p,; (p kommt aus
dem Englischen und steht fiir probability) einer Person v mit der geschatzten
Personenfahigkeit 6, auf ein Item i mit der geschatzten Itemschwierigkeit f3;
mit x,,; zu antworten. Diese Frage ist, wie bereits erklart, auf der linken Seite
der Gleichung (2.1) formuliert.
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Mochte man die Losungswahrscheinlichkeit berechnen, dann wird auf der
linken Seite X,; =1 (d. h. das Item wurde gelost), wie in der Gleichung (2.2),
geschrieben. Fiir die Gegenwahrscheinlichkeit wird dann, wie in Gleichung
(2.3), X,; = 0 (d. h. das Item wurde nicht gelost) geschrieben.

Das x,; spielt ebenso auf der rechten Seite der Gleichung (2.1), genauer gesagt
im Zahler, eine bedeutsame Rolle. Wird das Item gelost, wird der Ausdruck
0, — p; im Zahler mit 1 multipliziert und fithrt zu Gleichung (2.2). Wird
das Item nicht gelost, wird der Ausdruck im Zahler mit 0 multipliziert und
ergibt den Zihler der Gleichung (2.3). Warum das Ergebnis 1 lautet, wird im
nachsten Absatz erklart.

- Vo _expOy i)
P(Xvi = 1|6w /31) - 1+€Xp(9v _ﬁi) (2'2)

1

P =010 B) = 1056 — 7))

(2.3)

Ein wichtiger Bestandteil der Gleichung ist die Abkurzung exp(-). Diese
Abkiirzung stellt die Exponentialfunktion dar, welche die Eulersche Zahl e
(e=2,71828...) als Basis hat. Dabei ist exp(x) die Exponentialfunktion einer
Variable x. Ist nun der Ausgang X,; = 0 von Interesse, dann wird der Zahler
der Gleichung (2.1) zu exp(0) = 1.

Wir benutzen in diesem Buch die Schreibweise exp(-). Eine alternative Schreib-
weise ist ¢*, wobei damit dieselbe Funktion gemeint ist.

Nebenbei anzumerken ware noch, dass die Umkehrfunktion von exp(-) die
natirliche Logarithmusfunktion In(-) darstellt (im Englischen auch mit log(-)
bezeichnet). Zum Beispiel ergibt exp(0) =1 und In(1) = 0. Allgemein formu-
liert: exp(a) = b und In(b) = a.

Die Exponentialfunktion exp(-) benotigen wir nicht nur zur Berechnung
der Wahrscheinlichkeit, sondern sie spielt eine zentrale Rolle beim Verlauf
der Itemcharakteristikkurve, die wir spater in diesem Kapitel noch kennen
lernen werden.

Kommen wir zuriick zum Ausdruck 6, — ;. Dieser Teil der Gleichung stellt
die Differenz zwischen Personenfahigkeit und Itemschwierigkeit dar. Ist die
Person fahiger als das Item schwierig ist, dann wird das Ergebnis im positiven
Bereich liegen. Ist das Item schwieriger als die Person fahig ist, so wird die
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Differenz im negativen Bereich sein. Ist die Person jedoch genau so fahig wie
das Item schwierig ist, dann ergibt sich eine Differenz von 0.

Nachdem wir alle wichtigen Bestandteile der Gleichung kennen, konnen
wir die Losungswahrscheinlichkeit p,; berechnen. Wie in den Grundlagen
der Wahrscheinlichkeitstheorie, berechnet man die Wahrscheinlichkeit eines
Ereignisses tiber die Anzahl der glinstigen Ereignisse dividiert durch die
Anzahl der moglichen Ereignisse. Im Falle von dichotomen Items gibt es
nur die Ereignisse 0 und 1. Somit erhalten wir im Nenner der Gleichung
(exp[0- (0, —Bi)]) + (exp[1 - (6, — B;)]). Der erste Teil wird mit 0 multipliziert
und ergibt exp(0) = 1. Somit lautet der Nenner der Gleichung 1 +exp(6, —f3;).

Die Itemcharakteristikkurve

Zum Schluss kommen wir nocheinmal zurtck zu der Exponentialfunktion.
Die Exponentialfunktion exp(-) bestimmt den Verlauf der Itemcharakteris-
tikkurve (ICC; engl.: item characteristic curve), welche die Losungswahr-
scheinlichkeit fiir ein Item in Abhédngigkeit der Personenfahigkeit und der
Itemschwierigkeit abbildet (siehe Abbildung 2.3). Auf der y-Achse wird die
Wahrscheinlichkeit ein Item zu losen aufgetragen, wobei dieser Bereich von
0 bis 1 geht. Auf der x-Achse sind die moglichen Personenfihigkeiten darge-
stellt, wobei diese immer von minus Unendlich (—co) bis plus Unendlich (+o0)
verlaufen. In Abbildung 2.3 sehen wir die Kurve fiir ein Item mit ; = 1.1.
Die Charakteristik der Kurve zeigt, dass bei konstanter Itemschwierigkeit
die Losungswahrscheinlichkeit eines Items mit steigender Personenfahigkeit
ansteigt.

Nehmen wir also an, eine Person ist genauso fahig wie das Item schwierig
ist. In diesem Fall ergibt die Differenz von 6, — ; = 0. Damit wird der Zahler
exp(0) = 1. An dieser Stelle betragt die Diskrimination (siehe Seite 5) des
Items (bzw. die Differenzierungsleistung eines Items fiir unterschiedliche
Personenfiahigkeiten) definitionsgemaf} 1. Berechnet man nun die Losungs-
wahrscheinlichkeit des Items, dann liegt diese genau bei 0.5 (50%).

Laut Konvention im Rasch Modell wird die Itemschwierigkeit fiir ein be-
stimmtes Item durch den Punkt, an dem die Losungswahrscheinlichkeit
des Items 50% betrdgt und die ICC ihren steilsten Anstieg hat, definiert.
Somit sieht man, dass auf der x-Achse nicht nur das mégliche Kontinuum
der Personenfihigkeit, sondern auch die Itemschwierigkeit abgebildet ist.

Um das zu verdeutlichen, stellen wir uns ein Item mit der geschatzten Item-
schwierigkeit von f; = 1 und drei Personen mit den Personenfahigkeitspa-
rametern 0, = 0, 0, = 1 sowie O3 = 2 vor. Setzen wir (probieren Sie es mit
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