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Geleitwort

Was verstehen Schiilerinnen und Schiiler unter Mathematik? Nicht nur fir die ,reine”
Mathematikdidaktik, die primér an deskriptiven Befunden interessiert ist, ist dies eine
grundlegende Frage sondern auch fiir die ,angewandte” Mathematikdidaktik, die Unter-
richtsreihen entwirft. Fiir verschiedene mathematische Teilgebiete wie Arithmetik, Geo-
metrie, Analysis und Wahrscheinlichkeitsrechnung wurde diese Frage schon untersucht,
mit insbesondere folgenden Ergebnissen:

> Wahrend Lehrkrafte oft meinen, sie wiirden eine formal-abstrakte Theorie vermit-
teln, indem sie diese geschickt veranschaulichen, erwerben Schiilerinnen und Schii-
ler im Mathematikunterricht empirisch-gegenstandliche Theorien iiber diese Veran-
schaulichungsmittel.

> Die Auffassungen der Schiilerinnen und Schiiler sind in der Regel keineswegs defizitér
im Sinne von ungentigend fiir den weiteren Verlauf des Schulunterrichts, sondern sie
entsprechen wohlfundierten historischen Auffassungen von Mathematik.

Diese gemeinsam mit Prof. H.J. Burscheid (Universitat zu Koln) und Prof. I. Witzke (Uni-
versitit Siegen) gewonnenen Erkenntnisse sind der Ausgangspunkt der Arbeit von Frau
Schiffer. Sie stellt sich die Frage, ob entsprechende Aussagen auf die Algebra iibertragbar
sind.

Unter Algebra wird in dieser Arbeit elementare Algebra verstanden, die kurz als Rechnen
mit Unbekannten charakterisiert werden kann. Sie bezeichnet kein inhaltliches Teilgebiet
der Schulmathematik - im Gegensatz zu der abstrakten Algebra der Fachwissenschaft
Mathematik, die abstrakte Strukturen wie beispielsweise Gruppen, Kérper und Vektor-
rdumen untersucht.

Welche Rolle spielen ,,Unbekannte”, genauer: Variable in der Fachwissenschaft, der
Mathematik? Sie treten bereits ganz am Anfang auf, bei der Aufstellung einer mathe-
matischen Theorie (i.S. der modernen formalistischen Auffassung). Dazu benétigt man
eine (logische) Sprache, mit der man eine Mengenlehre und eine Klassenlogik! formulie-
ren kann, um auf dieser Basis die Axiome der Theorie formulieren und anschlieend Sétze
beweisen zu konnen. Grundlegend fiir eine logische Sprache sind Variable, ,,Zeichen ohne
fest vereinbarte Bedeutung” (A. Oberschelp). Der Umgang mit Variablen wird in den
Regeln der Sprache festgelegt - also vor der Formulierung der Theorie.

Frau Schiffer untersucht, wie sich die Schulalgebra, insbesondere der Umgang mit Varia-
blen, unter der Perspektive, dass Schiilerinnen und Schiiler empirische (naturwissenschaft-
liche) Theorien erwerben, darstellt. Das Ergebnis ist: Algebra wird als Sprache empirischer
Theorien eingefihrt.

Frau Schiffer belegt diese Aussage durch die Analyse von zwei Schulbuchwerken. Diese
zeigt, dass

Eine instruktive Darstellung findet man in A. Oberschelp: Allgemeine Mengenlehre. Bibliographisches
Institut, Mannheim 1994.



VIII

Geleitwort

Variable der Schulalgebra keineswegs ,Zeichen ohne fest vereinbarte Bedeutung®
sind, sondern fiir (physikalische) Grofien stehen. Sie werden also nicht als sprach-
liche Ausdriicke vor und unabhdngig von der Formulierung der Theorie eingefiihrt,
sondern bezeichnen Objekte der Theorie. - Hierin liegt ein wesentlicher Unterschied
zur modernen formalistischen Auffassung von Mathematik.

Begriindungen fiir Rechengesetze, unter Bezug auf den Bereich der Variablen, die in
dem Gesetz vorkommen, gegeben werden - und dies sind empirische Groflenbereiche.

Terme Objekte oder Sachverhalte der Realitiat denotieren. Die Korrektheit von Ter-
mumformungen werden auf diese Sachverhalte zuriickgefiihrt, etwa die Gleichheit
von Termen mit Hilfe des Waagemodells im GroBlenbereich der Gewichte begriin-
det.

Diese Auffassung von Algebra ist keineswegs defizitéir, weil sie nicht der modernen for-
malistischen Auffassung mathematischer Theorien entspricht. Die Tragfahigkeit der re-
konstruierten Schiilerauffassungen von Algebra weist Frau Schiffer durch eine historische
Analyse nach: Auch in der Geschichte der Mathematik findet man eine dhnliche Auffas-
sung von Algebra, beispielweise in der berithmten ,Vollstandigen Anleitung zur Algebra”
von L. Euler, einem Standardwerk der Algebra im 18. Jahrhundert.

Mit ihrer Arbeit trigt Frau Schiffer dazu bei, Probleme des Ubergangs von Arithmetik
zur Algebra zu identifizieren und zu helfen, diese zu iiberwinden; etwa durch ein explizites
Betonen und damit Ernstnehmen des empirischen Charakters des Schiilerwissens.

Forst Struve



Vorwort

Die vorliegende Arbeit ist am Institut fiir Mathematikdidaktik der Universitat zu Koln
entstanden und wurde von der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultit der Uni-
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1 Einleitung

Probleme des Mathematikunterrichts

Die Schwierigkeiten und Probleme im Mathematikunterricht haben bei vielen Schiilerin-
nen und Schiilern ihren Ursprung im mangelhaften Erlernen der elementaren Grundkennt-
nisse, insbesondere beim algebraischen Wissen.

Die Algebra kann als Sprache der Mathematik angesehen werden und nimmt deshalb
eine zentrale Rolle innerhalb der Mathematik ein. Die algebraische Symbolsprache bil-
det die Grundlage fiir die allgemeine Betrachtung und Beschreibung von mathematischen
Strukturen. Variable ermdglichen kontextfreie Darstellungen und somit das Aufstellen all-
gemeiner Gesetze und die Beschreibung von funktionalen Abhéngigkeiten. Das Versténd-
nis der Algebra und vor allem der richtige Umgang mit Variablen stellt die wesentliche
Voraussetzung fir das Verstdndnis der weiterfiihrenden Mathematik dar.

Die Algebra wird aufbauend auf die Arithmetik zu Beginn der weiterfithrenden Schulen
eingefiihrt. Der Unterschied zwischen den beiden mathematischen Disziplinen liegt nicht
allein nur in der Zielsetzung und in der Bedeutung der verwendeten Symbole, sondern vor
allem auch in den von ihnen behandelten Objekten. Die Arithmetik wird in der Schule als
Teil der Schulmathematik verstanden und bezeichnet das Rechnen mit konkreten Zahlen
(N,Z,Q) in den Grundrechenarten der Addition, Subtraktion, Multiplikation und Divisi-
on. Unbekannte (x, ?, ) treten in dieser nur bei der Formulierung der Aufgabe auf, und
es wird nicht mit ihnen operiert. Die Schulalgebra kann als elementare Algebra bezeich-
net werden. Sie umfasst das Rechnen und Operieren mit Unbekannten in Gleichungen
und im Zusammenhang mit Funktionen. In Abgrenzung zur modernen Algebra werden
keine algebraischen Strukturen wie Ringe, Korper oder Gruppen betrachtet. Ziel des Al-
gebraunterrichts ist es einen Sachverhalt allgemein darzustellen und Gesetzmafigkeiten
zu erkennen. Hierzu werden Variable eingefithrt und Rechenoperationen auf Variable an-
gewandt. Die Variablen stellen ein Mittel der Verallgemeinerung dar und sind damit das
grundlegende Konzept der Algebra. Schoenfeld und Arcavi beschreiben dies in folgender
Weise:

,Understanding the concept [of variable] provides the basis for the transiti-
on from arithmetic to algebra and is necessary for the meaningful use of all
advanced mathematics.”*

Diese neuen Anforderungen an die Schiilerinnen und Schiiler werden in den Bildungs-
standards im Schulfach Mathematik fiir den mittleren Schulabschluss von Dezember 2003
folgendermaflen formuliert: Schiilerinnen und Schiiler miissen als allgemeine mathemati-
sche Kompetenzen lernen, ,mit symbolischen, formalen und technischen Elementen der
Mathematik umzugehen. Dazu gehort:

1SCHOENFELD/ARCAVI (1988), S. 420.
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2 Kapitel 1 Einleitung

- mit Variablen, Termen, Gleichungen, Funktionen, Diagrammen, Tabellen ar-
beiten,

- symbolische und formale Sprache in natiirliche Sprache tibersetzen und um-
gekehrt,

- Losungs- und Kontrollverfahren ausfithren,

- mathematische Werkzeuge (wie Formelsammlungen, Taschenrechner, Soft-
ware) sinnvoll und verstindig einsetzen.”

Wie in verschiedenen empirischen Untersuchungen festgestellt wurde, beziehen sich die
Schwierigkeiten der Schiilerinnen und Schiiler mit algebraischem Wissen besonders auf
die ersten beiden Punkte der geforderten allgemeinen mathematischen Kompetenzen. Thre
Probleme lassen sich unterteilen in Probleme beim Arbeiten mit Variablen und diejeni-
gen Probleme, welche beim Ubersetzen von natiirlicher Sprache in symbolische, formale
Sprache und umgekehrt auftreten.

Herscovics und Linchevski fihrten 1994 eine Interviewstudie mit 22 Schiilerinnen und
Schiilern der 7. Klasse durch. Die Schiilerinnen und Schiiler sollten unbekannte Gleichun-
gen mit einer Variablen losen. Das Ergebnis zeigte, dass die Schiilerinnen und Schiiler in
der Lage waren, die Aufgaben grofitenteils zu 16sen, jedoch zu keiner Zeit Belege dafiir
ersichtlich waren, dass mit den Unbekannten operiert wurde. Herscovics und Linchevski
folgerten daraus, dass die Schiilerinnen und Schiiler die Gleichungen lésten, indem sie
wum die Unbekannte herum arbeiteten® Sie sehen die Grenze zwischen Arithmetik und
Algebra daher als einen ,,cognitive gap” an, worin sie die Unf&higkeit der Schiilerinnen
und Schiiler verstehen, spontan mit Unbekannten Operationen auszufithren.? In einer an-
deren Interviewstudie zur Auffassung von Variablen bei Lernenden kommen Sfard und
Linchewski zu einem &hnlichen Resultat. Die Schiilerinnen und Schiiler fassten die alge-
braischen Ausdriicke als Prozesse anstelle von Objekten auf, wodurch sie nicht in der Lage
waren, mit diesen zu operieren. Das Auffassen eines Inhaltes oder Begriffes als Objekt des
mathematischen Gebietes ist fiir Sfard und Linchevski die notwendige Voraussetzung, um
mit diesen mathematisch arbeiten zu kénnen. Besonders der Umgang mit Variablen als
gegebene Unbekannte stellte fiir die Schiilerinnen und Schiilern eine Herausforderung dar.
Sfard und Linchewski bemerken dazu: ,When some of the letters play the role of pa-
rameters, the final result would have to be presented by means of a formula and not a
number. This must have seen unacceptable to those for whom an algebraic expression was
still only a process.”® Weitere empirische Studien, wie SFARD (1987) und HARPER (1987)
zeigen, dass Lernende trotz der Kenntnis von Variablen beim Losen von Aufgaben oft
die rhetorischen Losungswege vorziehen, bzw. die Aussagen nur verbal richtig zuordnen
koénnen.

Algebra ist daher kein reines Rechnen mit Buchstaben anstelle von Zahlen und somit
auch keine bloBe Verallgemeinerung der Arithmetik. Dies wird auch dadurch deutlich,
dass beim Ubergang von Arithmetik zur Algebra die Symbole und Schreibweisen eine
Bedeutungsverdnderung erfahren. Malle machte darauf aufmerksam, dass die Operations-
zeichen in der Algebra im Gegensatz zu der Arithmetik nicht notwendig eine Aufforderung
zum Handeln an den Lernenden darstellen, sondern diese auch fiir den Teil eines Namens

2KMK (2003), S. 8f.
3Vgl. HERSCOVICS/LINCHEVSKI (1994).
4Vgl. SFARD /LINCHEVSKI (1994).
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stehen kénnen, zum Beispiel in den Ausdriicken v/2 oder x + 3. Ebenso verandert sich
die Bedeutung des Gleichheitszeichens beim Ubergang von Arithmetik zur Algebra. Das
Gleichheitszeichen hat in der Arithmetik die Bedeutung eines Zuweisungszeichens: es weist
einer Aufgabe ein Ergebnis zu. Diese Bedeutung wird in der Algebra durch die Vorstellung
eines Vergleichszeichens ersetzt. Neben der Bedeutungsverinderung der Symbole treten
auch bei der Konkatenation, d.h. Hintereinanderstellung von Symbolen, Verdnderungen
bei der Einfithrung der Algebra auf. In der Arithmetik wird die Konkatenation stets als
implizite Addition verstanden, wohingegen sie in der Algebra entweder als implizite Mul-
tiplikation oder als Kombination aus diesen aufgefasst wird.?

In einer Interviewstudie untersuchte Fischer die Variablenauffassung bei Schiilerinnen
und Schiilern und kam zu dem Schluss, dass die unterschiedlichen Zahlauffassungen von
einer bestimmten Zahl, einer bestimmten Zahl als Baustein, einer bestimmte Zahl als Stell-
vertreter fiir beliebige Zahlen bis hin zu einer unbestimmten Zahl in den verschiedenen
Darstellungen verbal, geometrisch und formal auftreten kénnen.b Wellmann hingegen un-
terteilt die Fehler in der Schulalgebra nach syntaktischen und semantischen Fehlern. Dabei
sind unter syntaktischen Fehlern die Fehler bei der Informationsaufnahme und Informa-
tionsverarbeitung, sowie beim Aufruf und Anwendung von Schemata, wie a™ - a™ = a™"
oder (a?+b%)% = a*+b°, zu verstehen. Semantische Fehler umfassen hingegen die Fehler in
der inkorrekten Beziehung zwischen dem Kalkiil und der Realitét oder Fehler beim Inter-
pretieren und Aufstellen von Formeln sowie Interpretieren von Termen. Die semantischen
Fehler beziehen sich damit auf Probleme der Lernenden beim Verstandnis der zugrunde
liegenden Konzepte und Begriffe der Schulalgebra. Sie umfassen auch alle Fehler bei der
Ubersetzung der natiirlichen Sprache in formal symbolische Sprache und umgekehrt.

Malle beschrieb 1986 ein Interview mit einer Akademikerin, in welcher diese den Sach-
verhalt  An einer Universitat sind P Professoren und S Studenten. Auf einen Professor
kommen 6 Studenten.” in einer Gleichung zwischen S und P ausdriicken sollte.” Thre Ant-
wort 65 = P und das anschliefende Gesprich machen deutlich, dass die Akademikerin die
Operation mit der Umkehroperation vertauscht. Dieser typischerweise auftretende Fehler®
wird von Malle als Umkehrfehler bezeichnet. Im Laufe des Interviews lassen sich neben
dem Umkehrfehler noch weitere Probleme bei dem Umgang mit Variablen und Formeln
identifizieren. Die Probleme der Akademikerin lassen sich in zwei Kategorien aufteilen.
Zum einen in Probleme bei der Ubersetzung eines Sachverhalts (in natiirlicher Sprache) in
eine Gleichung (in formal symbolischer Sprache). Den Satz ,,Auf einen Professor kommen
6 Studenten” iibersetzt sie mit P = 6S5. Eine mogliche Erkléarung fir diesen Umkehrfehler
ist, dass sie P als Abkiirzung fiir Professor und S als Abkiirzung fiir Student und das
Gleichheitszeichen fiir den sprachlichen Ausdruck ,auf ... kommen” verwendet. Zum an-
deren in Probleme beim Versténdnis des Konzepts der Variablen und des Arbeiten mit
dieser. So formuliert die Akademikerin innerhalb des Interviews: ,P + 6S = P + S [../]
Die Professoren und die auf jeden Professor fallenden Studenten ergeben zusammen alle
Professoren und Studenten.” In dieser Formel werden die Buchstaben P und S jeweils auf
zweifache Weise verwendet. Auf der rechten Seite der Gleichung steht P fiir die Anzahl

5Vgl. MALLE (1993).

6Vgl. FISCHER (2009).

"Vgl. MALLE (1986a), S. 93ff.

8Vgl hierzu auch MALLE (1986b), OLDENBURG/HENZ (2015) und CHRISTIANSON ET AL. (2012).
9MALLE (1986a), S. 1.
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der Professoren und auf der linken Seite der Gleichung ist P die Abkiirzung fiir Professor.
Ebenso wird der Buchstabe S in doppelter Bedeutung verwendet. Die Reihenfolge der
Worter innerhalb des Satzes wird fiir die Reihenfolge der Zeichen in der Formel tiber-
nommen. Dieser Ausschnitt aus dem Gespriach macht deutlich, dass die Akademikerin
Probleme beim Versténdnis des Begriffs Variable hat. Sie fasst die Buchstaben S und P
neben der eigentlichen Verwendung als Unbekannte zeitgleich auch als Abkiirzung auf. In
diesem Interview zeigen sich bei ihr sowohl Probleme beim Arbeiten mit Variablen, als
auch Probleme beim Ubersetzen von natiirlicher Sprache in symbolische, formale Sprache.

Die verschiedenen Studien und die dabei dargestellten Schwierigkeiten beim Erlernen
der Algebra fithren zu weiteren Fragestellungen: Welcher Art sind die Probleme der Schii-
lerinnen und Schiiler? Wie kénnen diese Probleme beim Erlernen der Algebra erklért
werden? Und allgemeiner: Was macht das Verstehen mathematischer Begriffe aus? Wie
entwickelt sich mathematisches Wissen?

Diese Arbeit stellt einen Beitrag zur mathematikdidaktischen Forschung zur Beschrei-
bung und Erkldrung der Entwicklung mathematischen Wissens dar. Die hier genutzten
Methoden und Forschungsansétze stehen in der Tradition des historisch-mathematischen
Ansatzes zur Rekonstruktion mathematischen Wissens, welche das mathematische Wis-
sen von Schiilerinnen und Schiiler mit Hilfe von empirischen Theorien beschreibt. Der
historisch-mathematische Ansatz hat sich bereits fiir andere mathematische Disziplinen
als fruchtbar erwiesen und wird beim Erlernen der Algebra eine neue Sichtweise auf mog-
liche Probleme fiir Schiilerinnen und Schiiler geben. So wurde der Ansatz bereits fiir die
Beschreibung der Geometrie von Horst Struve, die Differenzialrechnung von Ingo Witzke,
fiir die normative Wahrscheinlichkeitsrechnung von Hans Joachim Burscheid und Horst
Struve, sowie des Zahlbegriffserwerbs von Simeon Schlicht erfolgreich verwendet.”

Um den zuvor gestellten Fragen nachzugehen, wird in dieser Arbeit durch den histo-
risch-mathematischen Ansatz ein neuer Blickwinkel auf die Probleme der Schiilerinnen
und Schiiler eingenommen. Die Herangehensweise lasst sich in zwei inhaltliche Abschnitte
unterteilen.

Im ersten Abschnitt wird in einer Analyse die historische Entwicklung der Algebra und
der algebraischen Symbolsprache untersucht. Die historische Betrachtung wird im Sinne
des genetischen Prinzips genutzt, um die Lernprozesse der Schiilerinnen und Schiiler beim
Erlernen der Algebra zu verstehen und zu erklaren. Der Schwerpunkt der historischen
Betrachtung liegt zum einen auf der Verwendung und dem Umgang mit Variablen, zum
anderen auf den inhaltlichen Fragestellungen bei der Entwicklung der Algebra. Dabei
weist die Untersuchung der Entwicklung des Begriffs der Variablen auf mégliche zugrunde
liegende Hindernisse beim Erwerb des Verstandnisses des Begriffs hin, und der semanti-
sche Kontext, anhand dessen sich die Algebra entwickelte, gibt Aufschluss iiber die Natur
der algebraischen Objekte, sowie die ontologische Bindung der Algebra und somit iiber
die vorhandene Auffassung der Algebra (Kapitel 3). Darauf aufbauend wird Eulers histo-
risches Lehrbuch ,Vollsténdige Anleitung zur Algebra” als paradigmatisches Beispiel fiir
die Auffassung der Algebra in der historischen Entwicklung analysiert (Kapitel 3.2).

Im zweiten Abschnitt wird mittels einer Schulbuchanalyse betrachtet, wie die Alge-
bra im heutigen Mathematikunterricht eingefithrt wird. Die Grundlage der Untersuchung
bilden die Schulbuchreihen , Elemente der Mathematik” und ,,Schnittpunkt”. In der Schul-
buchanalyse wird die Auffassung von Algebra ermittelt, welche durch die Einfithrung der

10Vgl. hierzu STRUVE (1990), WITZKE (2009), BURSCHEID /STRUVE (2010) und SCHLICHT (2016).
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Begriffe, der Natur der Objekte und den Begriindungen von mathematischen Aussagen
in dem Schulbuch dargestellt wird, und welche die Schiilerinnen und Schiiler durch das
Lernen mit diesen Schulbiichern erwerben (Kapitel 4). Das Ziel dieser Analyse ist es, auf
mogliche Schwierigkeiten der Schiilerinnen und Schiiler beim Erlernen der Algebra im Zu-
sammenhang mit der erlernten Auffassung aufmerksam zu machen. Daher werden in den
Schulbiichern bei der Einfithrung der Algebra insbesondere die Verwendung der Variablen
und der Umgang mit Regeln und Gesetzen genauer untersucht.

Die Ergebnisse der vorgestellten historischen Analyse und der Schulbuchananlyse wer-
den zum Abschluss miteinander verglichen und diskutiert (Kapitel 5).
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2 Der theoretische Hintergrund

Wie im vorherigen Kapitel aufgezeigt, liegen die wesentlichen Schwierigkeiten der Schiile-
rinnen und Schiiler im Zusammenhang mit Algebra im Umgang mit Variablen und dem
Versténdnis der Begrifflichkeiten. Die Schiilerinnen und Schiiler sind nicht in der Lage,
spontan mit Unbekannten zu operieren, und auch nicht eine umgangssprachliche Situation
in eine formale Sprache zu tibersetzen und richtig zu interpretieren. Die angesprochenen
Probleme der Schiilerinnen und Schiiler beim Erlernen der Algebra sind verbunden mit
dem Verstandnis des Konzepts der Variablen und dem Umgang mit symbolischen Aus-
driicken. In dieser Arbeit soll durch die Auseinandersetzung mit dem Begriff der Variablen
und den algebraischen Inhalten in ihrer historischen Entwicklung eine neue Sichtweise auf
die Probleme der Schiilerinnen und Schiiler ermdglicht werden. Die Ontogenese des Begriffs
der Variablen und der ontologische Status der Objekte in der jeweiligen Entwicklungspha-
se, und damit einhergehend die zugrunde liegende Auffassung von Algebra, dienen hier
zur Einordnung der etwaigen Probleme bei dem Verstandnis der Algebra.

Diese Arbeit stiitzt sich auf verschiedene didaktische Ansétze und Theorien zur Be-
schreibung und Analyse der Auffassung von Schiilerinnen und Schiilern und den Pro-
blemen beim Erlernen neuer mathematischer Konzepte. In diesem Kapitel werden die
wesentlichen didaktischen Aspekte angesprochen, die fiir diese Arbeit als theoretische
Grundlage dienen. Dabei wird kein vollstandiger Uberblick iiber den Forschungsstand ge-
geben, sondern diejenigen Theorien und Ansétze ausfiithrlicher diskutiert, welche in der
weiteren Arbeit von Bedeutung sein werden.

Der Begriff Variable ist der zentrale Begriff der elementaren Algebra. Das Verstandnis
von Variablen und der sichere Umgang mit algebraischen Ausdriicken wird als notwendige
Voraussetzung fiir das erfolgreiche Erlernen von Algebra und damit der gesamten hohe-
ren Mathematik angesehen. Der Begriff Variable wird in der Fachmathematik und in der
Schulmathematik in unterschiedlicher Bedeutung verwendet. In der Mathematikdidaktik
wird der Begriff Variable daher hinsichtlich seiner Verwendung und des Umgangs mit
diesem unterschieden. Im ersten Unterkapitel wird der Begriff Variable in der elementa-
ren Algebra und damit einhergehend die verschiedenen Variablenaspekte dargestellt und
diskutiert.

Die Auffassung von Mathematik der Schiilerinnen und Schiiler gibt Aufschluss dar-
iiber, welche Epistemologie sie mit der Mathematik verbinden. Der ontologische Status
der Objekte und das Verstiandnis der Begriffe konnen daher auf mogliche Probleme und
Hindernisse beim Erlernen der Mathematik hinweisen.

,Belief systems are one’s mathematical world view, the perspective with which
one approaches mathematics and mathematical tasks. One’s beliefs about ma-
thematics can determine how one chooses to approach a problem, which tech-
niques will be used or avoided, how long and how hard one will work on it,
and so on. Beliefs establish the context within which resources, heuristics, and

© Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH, ein Teil von Springer Nature 2019
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control operate.”!

Die Vorstellungen Einzelner von Mathematik gehen weit auseinander und sind jeweils
abhangig von den Inhalten, den Objekten und dem Umgang mit diesen. Im zweiten Un-
terkapitel wird zunichst eine Ubersicht iiber die Auffassungen von Mathematik im Laufe
der historischen Entwicklung der Mathematik allgemein gegeben, bevor in dem folgenden
Unterkapitel die Auffassungen von Schiilerinnen und Schiilern diskutiert werden.

Wie in der Einleitung bereits angesprochen zeigen die durchgefiihrten empirischen Stu-
dien, dass die Probleme der Schiilerinnen und Schiiler mit dem Erwerb des Verstandnisses
von Variablen verbunden sind. Diese Feststellung wirft nun die grundlegende Frage auf,
wie iiberhaupt mathematische Inhalte und Begriffe erlernt werden oder anders ausge-
driickt: Was macht das Verstehen mathematischer Begriffe aus? Innerhalb der Mathe-
matikdidaktik gibt es verschiedene Theorien zur Beschreibung des Lernens allgemein und
des Begriffserwerbs im Speziellen. In dem folgenden Unterkapitel werden die theoretischen
Hintergriinde zum Erlernen mathematischer Begriffe bzw. Begriffe iiberhaupt dargelegt.
Dazu wird zunéchst Bauersfelds didaktischer Ansatz der Subjektiven Erfahrungsbereiche
fiir die Beschreibung und Charakterisierung von Lernen dargestellt. Im Anschluss wird der
Begriff des epistemologischen Hindernisses, wie er von Sierpinska gepriagt wurde, bezogen
auf die Bedeutung innerhalb des Erwerbs von mathematischem Wissen erlautert und ver-
tieft. Zum Abschluss wird Sfards ,,theory of reification” zum Erwerb eines mathematischen
Begriffes vorgestellt.

2.1 Variablen in der elementaren Algebra

»Algebraische Symbolsprache ist einerseits ein Mittel zum regelgeleiteten Um-
formen algebraischer Darstellungen und andererseits ein Mittel zur Beschrei-
bung von Objekten. Als Mittel zum Umformen hilft sie, mathematische Auf-
gaben durch interpretationsfreies, regelgeleitetes Umformen zu bearbeiten. |...]
Als Mittel zur Beschreibung von Objekten erlaubt algebraische Symbolsprache
die Bezeichnung von Objekten, die ohne Symbolsprache nur schwer zugénglich
wiéren.”?

Fischer und Meyer sprechen in dem obigen Zitat den Nutzen der algebraischen Symbol-
sprache und hierdurch auch die Rolle der Algebra als Sprache innerhalb der Mathematik
an. Algebra bildet die Grundlage fiir die Betrachtung und Beschreibung mathematischer
Strukturen. Mit Hilfe von Variablen konnen allgemeine Gesetze aufgestellt, funktionale
Abhéngigkeiten beschrieben, sowie Gleichungen hergeleitet und untersucht werden. So-
mit liegt die Algebra fast allen mathematischen Téatigkeiten auf einer allgemein formalen
Ebene zugrunde. Das Erlernen der Bedeutung und des korrekten Umgangs mit Variablen
stellt die wesentliche Voraussetzung fiir das Verstandnis der weiterfithrenden Mathematik
dar.

In der Mathematik wird der Begriff Variable vielseitig verwendet. Schoenfeld und Arcavi
haben 1988 in einem Aufsatz eine Liste mit verwendeten englischen Umschreibungen und
Charakterisierungen fiir den Begriff Variable zusammengetragen. Sie kommen zu dem

!SCHOENFELD (1985), S. 45.
2FI1SCHER/MEYER (2013), S. 178.
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Schluss, dass die Bedeutung des Begriffs Variable variable ist und in unterschiedlichen
Kontexten unterschiedlich verwendet wird.® In der Schulmathematik wird der Begriff Va-
riable heute klassischerweise synonym fiir Buchstabenvariable gebraucht. Die elementare
Algebra wird dahingehend auch als ,, Buchstabenrechnung” bezeichnet. Historisch gesehen
hat sich die Verwendung von Buchstaben fiir Unbekannte in einem langen Prozess ent-
wickelt.* In den Anfingen der Algebra werden die Unbekannten noch rein verbal durch
Wortvariablen ausgedriickt. Erst nach dem 16. Jahrhundert ist eine vollstdndige symbo-
lische Darstellung von mathematischen Ausdriicken und somit der Mathematik méoglich.
Hiernach hat sich die algebraische Darstellung als sprachliches Mittel der Verallgemeine-
rung durchgesetzt. Variablen erlauben eine kontextfreie allgemeine Darstellung und somit
ein einfaches regelgeleitetes Operieren.’ Die Verwendung von Variablen hat dadurch auch
zu der Entwicklung der Mathematik beigetragen.

Der Facettenreichtum des Begriffes Variable zeigt sich sowohl in dem unterschiedlichen
Gebrauch von Buchstabenvariablen in der Mathematik, als auch in dem Umgang mit den
Variablen. Diese beiden Betrachtungswinkel stellen die Grundlage fiir differenzierte Klas-
sifizierungen des Begriffs Variable dar. Freudenthal unterscheidet drei Verwendungszwecke
von Buchstabenvariablen: die Variable als Unbekannte, die Variable als Unbestimmte und
die Variable als Veranderliche. Das Unterscheidungsmerkmal zeigt sich bei Freudenthal in
der Bezeichnung fur die Variable. Wenn eine Variable in einer Gleichung auftaucht und
dort fir eine unbekannte Grofie oder Zahl steht, wird die Variable als Unbekannte bezeich-
net. Wird die Variable hingegen in einer allgemeinen mathematischen Aussage verwendet,
dann ist sie unbestimmt. In der allgemeinen mathematischen Aussage kann die Varia-
ble alle Werte eines bestimmten Wertebereichs annehmen. Der dritte Verwendungszweck
kommt den Buchstabenvariablen in der Beschreibung von funktionellen Zusammenhén-
gen zu. Die Variable erfiillt in einer Funktion, neben dem Gebrauch fiir die allgemeine
Beschreibung, die Aufgabe einer verénderlichen Grofle. Das herausstechende Merkmal
der Variablen ist hier die dynamische Eigenschaft.® Ebenso wie Freudenthal haben auch
Mathematikdidaktiker eine Einteilung des Begriffs Variable entsprechend des Gebrauchs
unternommen. Malle nimmt eine inhaltlich dhnliche Einteilung wie Freudenthal vor. Er
unterteilt die Variable hinsichtlich des Zahlbereichs, welche die Variable représentiert.
Eine Variable kann eine beliebige, aber feste einzelne Zahl aus einem Bereich reprisen-
tieren (Einzelzahlaspekt), oder aber sie reprisentiert jede Zahl aus dem entsprechenden
Bereich (Bereichsaspekt). Den Bereichsaspekt untergliedert Malle erneut in den Simul-
tansapekt, in dem eine Variable gleichzeitig alle Zahlen des Bereiches vertritt, und den
Veranderlichenaspekt, in welchem die Zahlen des Bereichs in einer zeitlichen Abfolge von
der Variablen durchlaufen werden.” Die einzelnen Variablenauffassungen von Malle wur-
den in einer inhaltlichen Auseinandersetzung zu dem Sprachgebrauch in der elementaren
Algebra den drei Verwendungen von Variablen von Freudenthal zugeordnet.® Demnach

3Vgl. SCHOENFELD/ARCAVI (1988).

4Vgl. Kapitel 3.

5Die Darstellung eines mathematischen Ausdruckes mit Hilfe von Variablen impliziert alleine nicht eine
kontextfreie Darstellung. Jedoch ermoglicht die Verwendung von Variablen erst die Loslosung der
Aussage von einem empirischen Bezug.

6Vgl. FREUDENTHAL (1973), S. 262 und 557.

"Vgl. MALLE (1993), S. 80.

8Vgl. SIEBEL (2005) Eine Auseinandersetzung mit den unterschiedlichen Variablenauffassungen findet
sich bei AKINWUNMI (2012).



