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Geleitwort

Die Prozentrechnung — so mochte man als mathematischer Experte glauben —
ist doch nur ein Rechnen mit Hundertsteln und damit ein kleiner und dazu noch
besonders einfacher Teil der Bruchrechnung, der keiner tiefergehenden Beachtung
bedarf. Allerdings gibt es wohl kaum ein schulmathematisches Themengebiet aus
der frithen Sekundarstufe mit einer hoheren Relevanz fiir den Alltag eines miin-
digen Erwachsenen. Man denke hier nur an Steuern, Sozialversicherungsbeitrige,
Preisvergleiche, Tarifverhandlungen, Moglichkeiten der Energie- und Emissions-
einsparung oder natiirlich an die Wahlen politischer Gremien. Dabei wird in
offentlichen Diskussionen nicht selten versucht, durch manipulative Darstellun-
gen oder ungenaue Formulierungen in der Prozentrechnung verzerrte Eindriicke
zu erwecken. Es ist deswegen gleichermaflen erstaunlich wie besonders gravie-
rend, dass zahlreiche empirische Untersuchungen grofle Schwierigkeiten vieler
Jugendlicher mit diesem Themenbereich nachweisen.

Es ist also fiir den Mathematikunterricht der Sekundarstufe besonders wichtig,
diese spezielle Art des Vergleichens angemessen zu thematisieren und mit einem
tragfihigen Verstindnis zu unterfiittern. Nur so werden die Schiilerinnen und
Schiiler im Erwachsenenalter dazu in der Lage sein, die Chancen und Grenzen der
Prozentrechnung zur mathematischen Verarbeitung und Interpretation von Aspek-
ten der realen Welt in deskriptiven und normativen Modellen einzuschitzen —
und zu diesem ausgesprochen zentralen Aspekt der gesellschaftlichen Miindigkeit
wollen wir den Schiilerinnen und Schiilern insbesondere im Mathematikunterricht
verhelfen.

In diese Aufgabe ordnet sich die vorliegende Arbeit aus mathematikdidak-
tischer Perspektive ein. Es geht vorrangig darum herauszuarbeiten, in welchen
verschiedenen Facetten der Prozentbegriff von Jugendlichen in der frithen Sekun-
darstufe entwickelt werden kann und durch welche Art von Aufgabenstellungen



Vi Geleitwort

diese Facetten zum Tragen kommen und ggf. weiterentwickelt werden konnen.
Paul Gudladt verfolgt dabei einerseits einen rekonstruktiven Ansatz aus deskrip-
tiver Perspektive, liefert aber andererseits zugleich neue Erkenntnisse fiir die
Gestaltung effizienter Lernumgebungen zum Aufbau eines addquaten Prozentbe-
griffs. Das Kerninteresse besteht dabei darin, dass die Jugendlichen nicht nur
Rechenverfahren kennen lernen, sondern die hintergriindigen mathematischen
Strukturen inhaltlich verstindig durchdringen konnen.

Damit reiht sich die Arbeit in die fachdidaktische Tradition der Entwick-
lungsforschung ein und bereichert gleichermaflen die konstruktive wie die
rekonstruktive Perspektive in der Mathematikdidaktik auf hohem Niveau.

Ralph Schwarzkopf
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Einleitung

Lehrer: ,,Hast du das Gefiihl, dass du nun mehr iiber
Prozente weifit und damit sicher umgehen kannst?*

Schiilerin: ,,Ich habe das sichere Gefiihl, etwas gelernt
zu haben und es auch verstanden zu haben, aber ich
werde deswegen doch lieber nicht immer ein Prozent
ausrechnen, wenn ich es sehe.” (Heckmann 2014, S. 4)

Dieses Zitat entstammt einem Lehrerschiilergespriich, das im Anschluss an eine
Unterrichtseinheit zur Prozentrechnung stattfand. Untersucht man die stoffdidakti-
sche und empirische Fachliteratur, beispielsweise Hafner (2011), dann fillt schnell
auf, dass die Prozentrechnung vor allem auf die drei Grundaufgaben Ermittlung
des Prozentwerts, Grundwerts bzw. Prozentsatzes reduziert wird.

In der vorliegenden Arbeit wird untersucht, welche Argumentationen Jugend-
lichen nutzen, um die Gleichheit zwischen verschiedenen Darstellungen von
Anteilen zu begriinden. Unter Darstellungen von Anteilen sind die Variationen
desselben Anteils in verschiedenen symbolischen Darstellungsformen gemeint,
beispielsweise das umwandeln von Briichen in Prozente. Die Umwandlungen
zwischen diesen Darstellungen (insbesondere zwischen Bruch- und Prozentdar-
stellung) ist eine der vier Oberkategorien von Aufgaben der Prozentrechnung
(Parker und Leinhardt 1995). Diese Uberlegungen miinden in der ersten For-
schungsfrage: Al) Welche Vorstellungen werden aktiviert, wenn Jugendliche
verschiedene Darstellungsformen von Anteilen miteinander vergleichen?!

Die Forschungsfragen der vorliegenden Arbeit werden in Abschnitt 4.3 jeweils noch in
differenziertere Unterfragen aufgeschliisselt.
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2 1 Einleitung

Die Kultusministerkonferenz fasst in den Bildungsstandards die Anforderun-
gen an Schiiler” im Rahmen der Prozentrechnung unter der Leitidee Zahl wie folgt
zusammen: ,,Schiilerinnen und Schiiler...verwenden Prozent- und Zinsrechnung
sachgerecht*® (Kultusministerkonferenz 2003). Diese allgemein gehaltene Forde-
rung soll im zweiten Kapitel dieser Arbeit prézisiert werden. In Unterkapitel 2.1
wird der theoretische Rahmen der Prozentrechnung dargestellt. In Unterkapi-
tel 2.2 bietet das Modell der Grundvorstellungen den theoretischen Rahmen fiir
die Bewertung der Tragfihigkeit der Aussagen der Interviewten. Dabei wer-
den vor allem die normativen Grundvorstellungen der Prozentrechnung explizit
dargestellt.

Neben der Analyse der genutzten Argumentationen der Interviewten im Rah-
men der Prozentrechnung werden in der vorliegenden Arbeit Darstellungsformen
der Prozentrechnung untersucht. Unter anderem Walkington et al. (2013) und
Scherer (1996a) konnten eine positive Auswirkung des Einbindens von Darstel-
lungen in Aufgaben auf die Losungsquoten von Schiilern zeigen. Bislang wurde
in der Forschung aber nur der positive Einfluss dieser Darstellungen erforscht. In
der vorliegenden Arbeit wird herausgearbeitet, welche Darstellungen Interviewte
nutzen, um die Gleichheit zwischen einer Bruch- und einer Prozentangabe zu
begriinden. Im zweiten Schritt sollen die Einsatzmoglichkeiten der Arbeitsmit-
tel Prozentstreifen und Hunderterfeld im Rahmen der Prozentrechnung erortert
werden. Zu diesem Zweck liefert das Abschnitt 2.3 eine theoretische Einord-
nung und eine Begriindung, warum im Rahmen dieser Arbeit das Konzept der
ikonischen Darstellung nach Bruner genutzt wird (Bruner 1974). Dieses Bestre-
ben ldsst sich in der zweiten Forschungsfrage zusammenfassen: A2) Welche
Chancen und Schwierigkeiten zeigen ikonische Darstellungen zur verstindigen
Auseinandersetzung mit verschiedenen Darstellungsformen von Anteilen?

In Kapitel 3 wird der Forschungsstand der letzten zwanzig Jahre zum Thema
Prozentrechnung strukturiert dargestellt. Dabei erfolgt die Strukturierung an Hand
der folgenden Kategorien: Erfolgsquoten, typische Fehlermuster, Aufgabenfor-
mate, Vorwissen zur Prozentrechnung, Interventionsstudien. Die Auswertung der
PISA-2000-Studie liasst sich in diese Struktur nicht einbetten, daher wird sie
in Abschnitt 3.3 gesondert dargestellt. Eine wesentliche Motivation den the-
matischen Schwerpunkt auf die Prozentrechnung zu setzen, war die folgende
Forderung von Jordan et al. zum Ende ihrer Arbeit: ,,Die Fachdidaktik ist gefor-
dert, Methoden und Kenntnisse iiber Lehr- und Lernstrukturen fiir einen adidquaten
Umgang [im Themengebiet Prozentrechnung] zu schaffen (Jordan et al., 2004)

2Der Einfachheit halber wird hier und im Folgenden nur das generische Maskulin genutzt,
damit sind jedoch alle Geschlechter adressiert.
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Im abschlieenden Unterkapitel 3.7 werden aus den Ergebnisse der theoreti-
schen Ausarbeitung die Ableitungen fiir die Forschungsfragen der vorliegenden
Arbeit zusammengefasst.

Kapitel 4 enthélt die methodischen und methodologischen Grundfragen dieser
Arbeit. Diese werden aufgeteilt in die zwei Bereiche konstruktive Perspektiven
(4.1) und rekonstruktive Uberlegungen (4.2). In Unterkapitel 4.1.5 werden die
Bedingungen des empirischen Experiments erldutert.

Da sich die vorliegende Arbeit als Design-Research versteht, unterlag auch
die Konstruktion der Aufgaben, die zur Erhebung genutzt wurden, rekonstrukti-
ven Prinzipien. Gemidl dem zyklischen Vorgehen im Design-Researchs wurden
Pilotstudien durchgefiihrt, in deren Folge es zu Uberarbeitungen der genutzten
Aufgaben kam. Die Aufgaben der Pilotstudien werden in Unterkapitel 4.1.3 dar-
gestellt und es werden die jeweiligen Griinde dafiir erldutert, dass die Aufgaben
iiberarbeitet oder verworfen wurden. Anschliefend werden in Unterkapitel 4.1.4
die Aufgaben dargestellt, die zur Durchfiihrung der Hauptuntersuchung genutzt
wurden. Die genutzten Aufgaben werden sowohl methodisch, als auch auf Basis
der Forschungsergebnisse begriindet. Anschlieend wird erldutert, warum nur die
ersten sechs Aufgaben zur Auswertung herangezogen wurden.

In Teilkapitel 4.2.1 wird erldutert, weshalb sich die vorliegende Arbeit der
interpretativen Unterrichtsforschung zuordnet. Mit dieser Ausfiihrung geht der
Wechsel von einer konstruktiven zu einer rekonstruktiven Perspektive einher.
Da jedes Forschungsvorhaben, das sich der interpretativen Unterrichtsforschung
zuordnet, eine Verbesserung des Unterrichtsgeschehens zum Ziel hat, lautet die
dritte Forschungsfrage: Welche Schlussfolgerungen konnen fiir das Vorgehen im
Unterricht gezogen werden?

Zur Systematisierung der Argumentationen der Interviewten wird die Methode
der Abduktion genutzt. Die zugrundeliegende Theorie wird in Unterkapitel 4.2.2
dargestellt. Die einzelnen Interviews wurden transkribiert und die Argumentatio-
nen mit Hilfe des Toulmin Schemas dargestellt. Das zugrundeliegende Vorgehen
wird in Teilkapitel 4.2.3 und 4.2.4 dargestellt.

Auf Basis dieser Uberlegungen werden in Unterkapitel 4.3 die gesamten
Forschungsfragen zusammengefasst und begriindet.

In Kapitel 5 werden die rekonstruierten Antwortkategorien einer jeden Frage
dargestellt und, soweit vorhanden, an Hand der Literatur begriindet. Darauf
aufbauend werden in Unterkapitel 5.2 hypothetische Interviewverldufe dargestellt.

In Kapitel 6 werden die Interviewverldufe, die im Rahmen der vorliegenden
Arbeit analysiert werden, detailliert dargestellt und interpretiert. Sie werden in
Reihenfolge der jeweils genutzten ikonischen Darstellung vorgestellt.
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Im abschlieBenden Kapitel 7 werden in Unterkapitel 7.1 die Forschungsfragen
beantwortet und in Abschnitt 7.2 Ankniipfungspunkte fiir zukiinftige Forschung
identifiziert.
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Didaktische Uberlegungen

Der inhaltlichen Schwerpunkt dieser Arbeit liegt auf der Prozentrechnung, auch
wenn andere Anteilsvorstellungen in die Aufgaben mit einflieBen. In Unterkapi-
tel 2.1 wird der Prozentbegriff didaktisch und fachlich aufgearbeitet. Anschlie-
Bend werden in Unterkapitel 2.2 sowohl allgemeine als auch spezifisch auf die
Prozentrechnung bezogene Grundvorstellungen dargelegt, die bei der Analyse
als Diagnosemittel fungieren werden. Abschliefend wird in Unterkapitel 2.3
der zweite inhaltliche Schwerpunkt dieser Arbeit, die ikonischen Darstellungen,
theoretisch dargelegt.

2.1 Der Prozentbegriff

In diesem Unterkapitel werden die Facetten des Prozentbegriffs und der Pro-
zentrechnung aufgezeigt. Dieses Thema hat groen Wert, da es einen starken
Alltagsbezug aufweist und den Schiilern in ihrem Leben immer wieder begeg-
net. Aus fachwissenschaftlicher Sicht ist es nicht von besonderem Interesse, da
es sich lediglich um einen Sonderfall der Bruchrechnung handelt (Scholz 2003,
S. 16).

Zunichst wird der historische Verlauf der Prozentrechnung skizziert, anschlie-
Bend werden die im Rahmen der vorliegenden Arbeit relevanten Begriffe disku-
tiert. Zuletzt werden die Standardaufgaben der Prozentrechnung und Losungsstra-
tegien vorgestellt.
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6 2 Didaktische Uberlegungen

2.1.1 Historische Entwicklung des Prozentbegriffs

Den historischen Verlaufs der Prozentrechnung exakt darzustellen, erscheint
schwierig, da in zahlreichen Epochen bereits Vorldufer der Prozentrechnung
erscheinen. Parker und Leinhardt (1995, S. 430 f.) wihlen den Ansatz, die histo-
rische Entwicklung der Prozentrechnung tabellarisch darzustellen. Tropfke (1980,
S. 530) fiihrt die Babylonier (2100 v. Chr.) als eine der ersten Zivilisationen an,
die in Verhiltnissen rechneten. Verhiltnisangaben wurden in einem 60er-System
dargestellt. Im zweiten Jahrhundert vor unserer Zeitrechnung finden sich in China
erste Verwendungen von Anteilen im Handel, beispielsweise in der rule of three,
mit der auf Basis von Proportionalitidt Groen berechnet:

,»Multiply the fruit by the desire and divide by the measure. The result will be
the fruit of the desire.” (Merzbach und Boyer 2011, S. 233).

Erste Gesetzestexte, die auf die Prozentrechnung verweisen, finden sich in
Indien um 300 v. Chr. So mussten zum Beispiel fiinf Prozent der Gewinne
bei Gliicksspielen an den Staat abgegeben werden. Im romischen Steuerrecht
finden sich unter Kaiser Augustus erste Verweise auf die Grundideen der
Prozentrechnung, ohne dass diese so genannt wurde. (Berger 1989, S. 7)

Das heutige Verstidndnis der Prozentrechnung und ihre Form gehen auf italie-
nische Handelsleute zurlick, bestétigte Aufzeichnungen reichen bis ins fiinfzehnte
Jahrhundert zuriick. Erste Abwandlungen des Symbols der Prozentrechnung %
finden sich um 1650, womit der Wandel von einer konkreten Menge zu einer
abstrakten Beziehung eingeleitet wurde (Parker und Leinhardt 1995, S. 432). Das
Symbol nahm viele Stationen (per ceto, pceto, pc®, p0/0 )bis man Mitte des 19.
Jahrhunderts auf die Angabe per verzichtete und aus dem Bruch % das heute
benutzte Symbol % wurde (Berger 1989, S. 8).

Der néchste historische Schritt ist die Loslosung des Prozentbegriffs vom rei-
nen Handel und hin zu einem allgemeineren Gegenstand von Mathematik, zum
Beispiel zum Zwecke der Darstellung und des Vergleichs von Daten. Damit einher
geht die Entwicklung von einem rein situativen Verstindnis des Begriffes hin zu
einem vielfiltigeren Verstidndnis. Auch diese Entwicklung ist erkennbar an Hand
von zwei Worten, die eine konkrete Zahlenangabe beinhalten, (per cent als pro
Hundert) zu einem mathematischen Symbol (%). (Parker und Leinhardt 1995,
S. 434)

2.1.2 Bezugsfelder

Wihrend die lexikalische Definition der Prozentrechnung als Zusatz zu Zahlen-
angaben, die sich auf die Vergleichszahl 100 beziehen (Brockhaus 2006, S. 212)
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eindeutig ist, bestehen fiir eine mathematisch und mathematikdidaktisch eindeu-
tige Definition des Prozentbegriffs Hiirden. Nach Berger (1989, S. 10) kann dies
aus zwei Griinden nicht einwandfrei funktionieren: Zum einen sind die Sach-
situationen, in denen die Prozentrechnung Anwendung findet, zu vielfiltig; zum
anderen lésst sich das Thema mathematisch nicht eindeutig zuordnen, da es sich in
mehrere Teilbereiche gliedert. Berger spricht dabei sogar von einem ,,Definitions-
chaos®. Um sich jedoch einer Definition des Prozentbegriffs anzunihern, werden
im Folgenden Sachsituationen und Alltagsbeispiele von Prozentrechnung, die
verschiedenen mathematischen Aspekte sowie die Begriffe der Prozentrechnung
dargestellt.

2.1.2.1 Sachsituationen und Alltagsbeispiele

Der Ursprung der Prozentrechnung liegt im Handel und reicht, wie beschrie-
ben, bereits weit in die Geschichte zuriick. Da sie auch heute im wirtschaftlichen
Handeln eine wichtige Rolle spielt (Pohler 2018, S. 9), ist der Aufbau von Féhig-
keiten in diesem Gebiet fiir Schiiler auch in Hinsicht auf die Vorbereitung fiir den
Berufsalltag wichtig. Die zahlreichen Erwihnungen dieses Sachverhalts in der
Fachliteratur fiir Lehrkréfte weist auf einen diesbeziiglichen Konsens hin (ebd.).
Kaiser (2011, S. 37 ff.) fiihrt folgende Beispiel aus dem Berufsleben an: Rabatte
gewihren; Auflockerung des Aushubs auf einer Baustelle; prozentuale Verluste
beriicksichtigen und angeben; Rezepte umsetzen; Mehrwertsteuerberechnung;
maximale Steigungen einhalten, zum Beispiel beim Stralenbau.

Parker und Leinhardt (1995, S. 422) weisen zudem darauf hin, dass die Pro-
zentrechnung auch in anderen Unterrichtsfichern notwendige Voraussetzung fiir
einen Lernerfolg ist, so etwa in der Chemie fiir den korrekten Umgang mit Reak-
tionsgleichungen. Pohler (2018, S. 9) listet weitere Anwendungsbeispiele des
Prozentbegriffs im Alltag auf:

e Etwa Mehrwertsteuer; lockende Rabattangebote

e statistische Angaben in Medien (etwa Wahlergebnisse; Meinungsumfragen;
Arbeitslosenzahlen), die teilweise in Form von Diagrammen dargestellt wer-
den,

Bankgeschifte (etwa Steuern und Zinsen)

Angabe zur Zusammensetzung oder zum Nihrstoffgehalt von Nahrungsmitteln
Angabe zur Zusammensetzung der Stoffe in Kleidungsstiicken

relative Vergleiche in unterschiedlichen Bereichen (etwa Auslastung von
Parkhdusern mit unterschiedlichen Parkplatzanzahlen; Sieghédufigkeiten oder
Trefferquoten im Sport)
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Bereits in den Verwendungssituationen der Prozentrechnung sieht Meifner (1982,
S. 122 ff.) Aspekte der fachlichen Einordnung. Er legt drei typische Verwen-
dungssituationen von Prozenten dar. Dabei unterteilt er Sachsituationen in zwei
Dimensionen: 1. Anteilssituationen, bei denen zwei Mengen mit einander vergli-
chen werden, stellen eine ,,statische mengentheoretische Inklusion® dar (ebd). Ein
Beispiel wire die Frage, wie viel Prozent der deutschen Bevolkerung im letzten
Jahr krank war. 2. Zuordnungssituationen unterstehen keiner statischen Sicht, im
Fokus steht die Darstellung einer Veridnderung. Beispielsweise die Frage nach
dem prozentualen Zuwachs des Bruttosozialprodukts. Weiterhin unterscheidet
Meifiner die Sachsituationen in Bezug auf den Grad ihrer Allgemeinheit bezie-
hungsweise in Bezug auf die Art der GesetzmiBigkeit. Er unterteilt diesbeziiglich
in drei Gruppen:

Die erste Gruppe unterliegt keiner Proportionalitit, da es nur um den funktio-
nalen Zusammenhang zwischen einem Grundwert und einem Prozentwert geht.
In die zweite Gruppe fallen Situationen, in denen eine Proportionalitét unterstellt
wird, die real nicht vorhanden ist. Als Beispiel fiihrt Meifiner eine Arbeitslo-
senstatistik an, bei der von der bundesweiten Quote auf Regionen geschlossen
wird. Die dritte Gruppe bilden Situationen, die einer eindeutigen Proportionalitit
unterliegen.

Anteilssituation werden in Unterkapitel 2.2 genauer betrachtet.

2.1.2.2 Mathematische Aspekte der Prozentrechnung

Auch wenn die Prozentrechnung aus fachwissenschaftlicher Sicht ,,recht uninter-
essant™ (Scholz 2003, S. 16) ist, spielen doch mehrere Aspekte unter fachlicher
Betrachtung eine Rolle. Im Folgenden werden die Bezugsfelder Bruchrech-
nung, Schlussrechnung und Proportionalitit im Hinblick auf die Prozentrechnung
untersucht.

Die Prozentrechnung stellt einen Spezialfall der Bruchrechnung dar, definiert
iiber den Nenner 100 als Standardreprisentanten einer Aquivalenzklasse. So ent-
hilt Beispielsweise die Aquivalenzklasse alle Briiche oder, weitergefasst, alle
Anteile, die dem Bruch % und der rationalen Zahl 0,45 entsprechen (Berger
1989, S. 33). Der Vorteil der Verwendung des Nenners 100 ist die einfache
Umformbarkeit von gemeinen Briichen zu Dezimalzahlen. Andere Nenner, wie
zum Beispiel 60 oder 120, bringen wiederum den Vorteil einer hohen Anzahl
gemeinsamer Teiler mit. Durch den gemeinsamen Nenner sind, unter der Bedin-
gung eines gemeinsamen Bezugswerts, Vergleiche, Addition und Subtraktion
einfacher zu bewerkstelligen. (Appell 2004, S. 23)

Auch die Schlussrechnung als weiterer fachlicher Bezug der Prozentrechnung
stellt kein eigenstidndiges mathematisches Themengebiet dar (Berger 1989, S. 20).
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Nach Kirsch (1978) ist die Schlussrechnung!' vom Korper der rationalen Zahlen
abzugrenzen. Dies begriindet er unter anderem mit den daher entstehenden Pro-
blemen mit negativen Zahlen und der 0 (Kirsch 1978, S. 392). Adlelfinger (1982,
S. 54) sieht in der Schlussrechnung nur das isomorphe Verdndern zweier Gréf3en
und wird von Schiiler als ,,Proportions-Umgehungs-Strategie* genutzt.
Proportionalitdt (und damit auch die Dreisatzrechnung) definiert Kirsch (2002,
S. 6) als Abbildung eines GroBenbereichs in einen anderen GroBenbereich iiber
die Menge der positiven rationalen Zahlen, QT, durch eine Abbildungsvorschrift.
Bei der Prozentrechnung ist dabei einer der Groflenbereiche immer eine Prozen-
tangabe. Darauf aufbauend formuliert er die folgenden, fiir die Prozentrechnung
entscheidenden mathematischen Bedingungen fiir die Abbildungsvorschrift:

1. Die Vervielfachungseigenschaft® gilt fiir jedes r € R : p(rA) = ro(A)
(Kirsch 1978, S. 399). Fiir die Prozentrechnung bedeutet dies: das r-fache des
Prozentwerts entspricht dem r-fachen Wert der zugeordneten Gréf3e.

2. Die Isotonie besagt mathematisch: Wenn A<B, dann ¢(A) < ¢(B) (ebd.).
Fiir die Prozentrechnung bedeutet dies: Ist ein prozentualer Wert kleiner als
ein anderer, ist auch seine zugeordnete Grofe kleiner.

3. Die Additionseigenschaft besagt: ¢(A + B) = ¢(A) + ¢(B) (a. a. O.,
S. 401). Fiir die Prozentrechnung bedeutet dies: Die Addition zweier Prozent-
werte entspricht der Addition ihrer jeweils zugeordneten Werte.

4. Unter der Gleichheit der Verhiltnisse versteht Kirsch mathematisch ¢(A) :
¢(B) = A : B. Fiir die Prozentrechnung bedeutet dies: Das Verhiltnis zweier
prozentualer Angaben entspricht dem Verhiltnis der beiden zugeordneten
Werten.

5. Auf der Basis der bisher genannten Abbildungsvorschriften ldsst sich die
Proportionalititskonstante (Hafner 2011, S. 34) begriinden: % = @ =
k = const. Der Quotient k aus zugeordnetem Wert und Prozentwert ist immer
gleich grof3, im Fall der Prozentrechnung 1 %. Die Konstante ist zur Priifung
der Proportionalitit bei empirisch gewonnen Daten notwendig. Ob das Ver-
hiltnis der Einheiten (Beispielsweise Eg"R) inhaltlich sinnvoll ist, bedarf einer
stoffdidaktisch Ausarbeitung.

Berger (1989, S. 20 ff.) formuliert die ,,mathematische Struktur der Prozentrech-
nung* als Bezugsgebiete der Abbildung eines GroBenbereichs auf sich, Abbildung
eines GroBenbereichs in Q* und von-Hundert-Rechnung. Da diese Aspekte die

'Nach Griesel (2015, S. 14) gleichzusetzen mit der Dreisatzrechnung
2Begriff nach Hafner (2011, S. 33)
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Losungsstrategien teilweise untermauern, werden sie zu einem spéteren Zeitpunkt
dargestellt.

In diesem Abschnitt wurden verschiedene fachmathematische Verzahnungen
mit der Prozentrechnung aufgezeigt. In Unterkapitel 2.2 wird dezidiert auf den
multiplikativen Aspekt der Prozentrechnung und den Bezugswert eingegangen.

2.1.2.3 Begriffskldarung
Zur Vollstindigkeit des Prozentbegriffs gehdren die Grundbegriffe, die im Fol-
genden diskutiert werden.

1. Mit dem Grundwert wird das Ganze oder 100 % beschrieben. Der Grund-
wert kann je nach Anwendungssituation (vgl. Unterkapitel 2.2.5) den Ursprung
einer Verdnderung oder einen Vergleichswert darstellen (Berger 1989). Unab-
hingig der jeweiligen Anwendungssituation wird dem Grundwert 100 %
zugeordnet (Pohler 2018, S. 16). Bei speziellen Anwendungen wurden Kon-
ventionen festgelegt, was als Grundwert anzusehen ist. So wird beispielsweise
bei der Berechnung einer Mehrwertsteuer der Nettopreis als Grundwert
definiert (Berger 1989, S. 11).

2. Prozentwert: Werden Anteile eines Ganzen oder ,.ein Vielfaches des Ganzen*
betrachtet, wird vom Prozentwert gesprochen (Meierhdfer 2000, S. 10). Es
handelt sich formal um ein {f;-faches des Grundwerts, wobei p#100 sein
muss (Hafner 2011, S. 38). Je nach Verwendungssituation kann auch ein
Vergleich von zwei elementfremden Mengen von Interesse sein, dabei ist zu
entscheiden, welche Menge der Grundwert und welche Menge der Prozentwert
ist. (Pohler 2018, S. 17)

3. Der Prozentsatz gibt das ,,Verhiltnis von zwei Groflen in Form eines Hun-
dertstelbruchs an® (Berger 1989, S. 11). Je nach Interpretation kann der ganze
Bruch oder nur der Nenner gemeint sein (ebd.). Sill (2010, S. 9) fordert
zur besseren sprachlichen Verstindlichkeit, dass der Prozentsatz immer in der
Form ,,p%* angegeben sein muss, da er nur so auch im Alltag Erwéhnung fin-
det. Abschliefend formuliert Sill (a. a. O., S. 10), in Anlehnung an Naumann
(1987):

,ZAuf die Bezeichnung ,,Prozentsatz®, die im Alltag kaum vorkommt, kann im Rah-
men des sicheren Wissens und Konnens verzichtet werden. Alle Prozentaufgaben
lassen sich auch ohne diesen Begriff formulieren.*
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Neben den bekannten Grundbegriffen sei noch auf die Erweiterung Pohlers
(2018, S. 17) hingewiesen. Pohler mochte der problematischen Mehrdeutigkeit
des Begriffs Prozentwerts durch weitere Ausdifferenzierung entgegenwirken:

»[...][D]er Betrag, um den eine GroBe in Situationsmustern mit Verdnderungen
vermehrt bzw. verringert wird, [soll] nicht ebenfalls mit dem Begriff Prozentwert
belegt werden. Stattdessen soll — mit dem Ziel der Vermeidung einer mehrdeutigen
Verwendung des Begriffes — fiir die adressierte Differenz zwischen Grund- und Pro-
zentwert der Ausdruck absolute Differenz etabliert werden. In Aquivalenz dazu, sei
fiir die Differenz zwischen 100 % und dem Prozentsatz der Terminus prozentuale
Differenz eingefiihrt.

Mit diesem Ansinnen verfolgt Pohler das Ziel, die Termini Prozentwert und
Prozentsatz eindeutig verwenden zu konnen, ohne eine Differenzierung nach Ver-
wendungssituation im Sinne von Erhohung und Verminderung voranstellen zu
miissen. Zusétzlich solle der Begriff des neuen Prozentwerts benutzt werden, da
die Begriffe verminderter und vermehrter Grundwert nur Situationen einer tat-
sdchlichen Verdnderung abdecken konnten. Dies wire bei folgender Frage aber
nicht inkludiert: Eine Steigerung von 25 % entspricht 50€. Wie viel Euro betrégt
der neue Prozentwert?

2.1.2.4 Definition

In Bezug auf das ,,Definitionschaos* (Berger 1989, S. 9) soll zu Beginn dieses
Abschnitts kurz iiber der Begriff der Definition diskutiert werden: Die folgenden
Beispiele Bergers lassen sich eher als Begriffsklarungen verstehen, da sie nur die
Teilbeziehungen der Prozentrechnung beleuchten, sie seien aber dennoch genannt:

1. Prozentrechnung kann als ein Rechenverfahren verstanden werden, bei dem
die Werte al und a2 miteinander verglichen werden. Dabei ist die Grundzahl
100 die Bezugsgrofe. Mithilfe der Variablen Aal und Aa2 sowie pl und p2,
lassen sich alle Werte miteinander in Beziehung setzen: 100 = Aal:pl und
a2:100 = Aa2:p2 dabei bezeichnet ai den Grundwert, Aai den Prozentwert
und pi den Prozentsatz.

2. Mit Hilfe der MaBzahl p konnen zwei Grolen P und G miteinander in
Verbindung gebracht werden.

3. Zum Vergleich von Bruchteilen eigenen sich Hundertstelbriiche am besten.
Dabei entspricht 135 1 % und 5 p %.

4. Die Begriffe der Prozentrechnung stehen im Rahmen der ,,Grundproportion*
im folgenden Verhiltnis zueinander:

Prozentwert:Grundwert = Prozentsatz:100
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5. Der prozentuale Anteil einer Groe wird als hundertster Teil oder als das
0,01-fache interpretiert.

Dabei bezieht sich Berger auf verschiedene Quellen. Auffillig ist, dass die Defi-
nitionen unter mathematischer Betrachtung danach unterschieden werden konnen,
ob sie primédr der Bruchrechnung oder der Schlussrechnung unterstehen. Sprach-
lich stehen vor allem die Grundbegriffe und Verwendungssituationen im Fokus
der Definition.

Dieser Abschnitt schlieft mit der folgenden Annéherung an eine fiir die vor-
liegende Arbeit giiltige Begriffsbestimmung, die moglichst viele Aspekte in sich
vereinen soll: Der Prozentbegriff unterliegt dem Zweck des Herstellens einer Ver-
gleichsbasis. Die Basis 100 bietet den Vorteil der Umwandlung zu Dezimalzahlen
und ermdglicht es, auch den Dreisatz als Berechnungsmethode einzusetzen. Je
nach Verwendungssituation werden Grundwert, Prozentwert und Prozentsatz in
ein multiplikatives Verhiltnis zueinander gestellt.

2.1.3 Aufgabentypen der Prozentrechnung

Im Rahmen der Prozentrechnung bieten sich vielfiltige Aufgabentypen an. Parker
und Leinhardt (1995, S. 424) zidhlen Schraffieren, Umwandeln, Problemsituatio-
nen und die Grundaufgaben (im Englischen exercises) auf.

Der Terminus Umwandeln meint die mathematische Gleichsetzung aus Bruch,
Dezimalzahl und Prozentangabe. Die Aufgabenstellung verlangt die Ermittlung
der gefragten symbolischen Anteilsangabe zur vorgegebenen Angabe. Dieser Auf-
gabentyp bildet den Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit. Da die Aufgaben
von Interviewten verlangen, zu begriinden, weshalb zwei Anteilsdarstellungen
gleichwertig sind (in Abgrenzung zum reinen symbolischen Uberfiihren) wird im
Folgenden die Formulierung der ,,Gleichheit der Darstellung einer Anteilsangabe®
genutzt.

Das Schraffieren findet im Kapitel zu den Losungsmethoden eine eigenstin-
dige Nennung, da schraffieren die Basis des Ansatzes Van den Heuvel-Panhuizens
(2003) bildet. Der zugrundeliegende Aufgabenkontext verlangt das Einzeichnen
eines prozentualen Anteils an einer Fliche. Unter Problemsituationen sind Aufga-
ben zu verstehen, die einem Sachkontext unterliegen, aus dem prozentuale Anteile
zu entnehmen sind. In diesem Zuge miissen die Werte auch den entsprechen-
den Grundbegriffen zugeordnet werden und der fehlende Wert ermittelt werden.
(Parker und Leinhardt 1995, S. 424)
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Die Grundaufgaben setzten sich aus den drei Grundbegriffen der Prozentrech-
nung zusammen. Sie sind dadurch definiert, dass zwei Angaben angegeben sind
und die dritte gesucht ist. Durch Verdnderungssituationen kdnnen auch noch wei-
tere Aufgaben hinzukommen (Berger 1989, S. 11). Die Darstellung Pohlers (2018,
S. 21) soll im Folgenden verwendet werden, um eine strukturierte Ubersicht iiber
Grundaufgaben und einen Ausschnitt erweiterter Aufgabentypen zu bieten. Dabei
ist die von ihr genutzte Spalte mit Beispielhaften Situationsmustern an dieser
Stelle ausgelassen, da die den Situationsmustern zugrundliegenden Grundvor-
stellungen erst zu einem spiteren Zeitpunkt der vorliegenden Arbeit dargestellt
werden.

Abbildung 2.1 zeigt das Suchen des Prozentwerts (Typ I) dieser ist historisch
gesehen die erste Grundaufgabe der Prozentrechnung, aus der die anderen beiden
entstanden sind (Typ II und III) (Parker und Leinhardt 1995, S. 450, nutzen die
selbe Nummerierung). Die Aufgabe des gesuchten Grundwerts (Typ III) ist dabei
scheinbar aus Sicht des Alltagsbezugs kritisch zu sehen: ,,Der dritte Fall scheint
fiir uns eine mathematische Kreation zu sein, die genutzt wird um die Triade zu
vervollstindigen, damit all drei moglichen Fille zur Anwendung kommen*

Generell folgen die drei Grundaufgaben unterschiedlichen Vorstellungen (vgl.
Unterkapitel 2.2), aber auch der mathematische Hintergrund unterscheidet sich je
nach Grundaufgabe. Wenn der Prozentsatz gesucht ist, steht beispielsweise eine
Bruchgleichung im Vordergrund, wihrend die Aufgabenstellung beim gesuchten
Prozentwert einer funktionalen Betrachtung unterliegt (ebd.). Als Beispiel fiir die
funktionale Betrachtung des Prozentwertes ist der Prozentoperator (auch beim
Dreisatz) zu nennen.

Die in der Abbildung 2.1 dargestellten Aufgaben IV-XI unterstehen den von
Pohler (2018, S. 17) definierten Begriffen absolute Differenz und prozentuale
Differenz, vergleichbar mit den Begriffen vermehrter Grundwert und vermin-
derter Grundwert (Meierhofer 2010, Hafner 2011). Aufgaben dieser Struktur
enthalten vor allem Situationen einer Verminderung/Vermehrung um einen gege-
benen Prozentsatz p %. Beispiele dafiir sind Rabatte und die Erhohungen der
Mehrwertsteuer.

3Deutsche Ubersetzung des Autors. Originalzitat: ,,Case 3 seems to us to be a mathema-
tical creation, designed to complete the triad (three unknowns, therefore three possible
equations) (ebd.).



