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Vorwort zur flinften Auflage

Wie schon bei der fiinften Auflage des ersten Bandes haben wir bekannt ge-
wordene Druckfehler in diesem Band korrigiert und ansonsten nur behutsam in
den Text eingegriffen. Zu Beginn konkretisieren wir noch einmal den Begriff der
Stetigkeit fiir Funktionen mehrerer Verdnderlicher bevor die Differenzierbarkeit
eingefithrt wird, und im Abschnitt {iber die Taylor-Reihe haben wir die niitzliche
Multiindexschreibweise eingefiihrt. Bei der Methode der Lagrangeschen Multi-
plikatoren haben wir eine geometrische Motivation gegeben. Zur Losung linearer
Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten geben wir neben der
Jordanschen Normalform nun auch die Methode der Laplace-Transformation an,
wobei wir Resultate aus einem spiteren Kapitel vorziehen. Dieses Vorgehen hat
sich bereits im Horsaal bewéhrt.

Wir danken dem Verlag, insbesondere den Herren Dr. Preuf8 und Dr. Sendtko,
fiir die uns gegebene Moglichkeit, dieses bewéhrte Standardlehrbuch, das sich
nun bereits seit 25 Jahren auf dem Markt behauptet, erneut zu tiberarbeiten.

Hamburg und Braunschweig, im September 2019 Die Verfasser






Vorwort zur vierten Auflage

Nach der vierten Auflage des ersten Bandes, der gemeinsam mit dem ersten Auf-
gabenband (Band 3) im letzten Jahr erschien, liegt hiermit der zweite Band unse-
res Werkes zur Ingenieurmathematik in vierter Auflage vor. Dieser zweite Band
erscheint gemeinsam mit dem zweiten Aufgabenband (Band 4), so dass nun das
Gesamtwerk vollsténdig ist.

Auch dieser zweite Band wurde grundlegend iiberarbeitet und hat in Teilen
sogar eine vollstindige Neubearbeitung erfahren. Das Kap. 25 (Partielle Dif-
ferentialgleichungen) wurde vollig neu strukturiert. Wir diskutieren jetzt auch
schwache Losungen im distributionellen Sinn, die in zahlreichen Anwendungen
der Ingenieurwissenschaften eine Rolle spielen. Auch schwache Ableitungen und
Sobolew-Raume werden eingefiihrt, die bei der Methode der Finiten Elemente
(FEM) unverzichtbar sind. Die Kap. 26 und 27 (Numerische Behandlung linearer
Evolutionsgleichungen und Numerische Behandlung linearer Randwertaufga-
ben) der vorhergehenden Auflagen wurden zu einem Kapitel zusammengefasst
und stark gestrafft. Die numerischen Methoden fiir partielle Differentialglei-
chungen haben in den letzten Jahren so grofSe Fortschritte gemacht, dass wir
im Rahmen eines Lehrbuches zur Ingenieurmathematik nur noch einen kurso-
rischen Uberblick geben und auf die immer wachsende Zahl von Lehrbiichern
verweisen konnen. Ebenfalls vollig neu bearbeitet und stark erweitert wurde das
Kapitel tiber die Funktionen einer komplexen Variablen, das nun, im Gegensatz
zu den vorhergehenden Auflagen, dem Kapitel zu den Integraltransformationen
vorangeht. Durch diese Umstellung war es moglich, auch die Integraltransfor-
mationen intensiver und ausfiihrlicher zu behandeln.

Wir danken unseren Studierenden herzlich fiir ihre konstruktive Kritik, die in
diese Neuauflage eingeflossen ist. Insbesondere haben sich die Studierenden, die
intensiv mit den Biichern gearbeitet haben, eine dauerhafte Fadenheftung ge-
wiinscht. Auch diesem Wunsch hat der Verlag entsprochen, wofiir wir sehr dank-
bar sind. Besonderer Dank gebiihrt Frau Werner vom Verlag Wiley-VCH, die uns
ihr Vertrauen entgegenbrachte, auch als wir gegen Ende etwas in zeitlichen Ver-
zug gerieten. Moge auch diese Neuauflage den Studierenden wie auch den Inge-
nieurinnen und Ingenieuren in der Praxis von Nutzen sein.

Hamburg und Braunschweig, im Februar 2011 Die Verfasser
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Vorwort zur dritten Auflage

Die erfreuliche Aufnahme, die unsere ,Mathematik fiir Ingenieure’ bei den Le-
sern gefunden hat, macht nun auch hinsichtlich des zweiten Bandes eine weitere
Neuauflage notwendig.

Das Buch wurde vollstindig durchgesehen, bekannt gewordene Fehler wurden
beseitigt, das Stichwortverzeichnis wurde tiberarbeitet.

So hoffen wir, dass beide Bande und der ergédnzende Aufgabenband auch wei-
terhin den Studierenden wie den Praktikern eine deutliche Hilfe sein werden.

Hamburg, im Mérz 2003 Die Verfasser
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Vorwort zur zweiten Auflage

Nach zwei Neuauflagen des ersten Bandes unserer Mathematik fiir Ingenieure
erfordert nun auch der zweite Band auf Grund anhaltender Nachfrage eine wei-
tere Auflage. Neben der Beseitigung inzwischen bemerkter Druckfehler haben
wir vor allem dankbar zahlreiche Verbesserungsvorschldge der Kritik und unse-
rer Leser verarbeitet. Auch einigen im Vorlesungsgebrauch zu Tage getretenen
didaktischen und sprachlichen Ungeschicklichkeiten wurde Rechnung getragen,
das Lehrbuchverzeichnis wurde aktualisiert usw. Der inzwischen als Band 3 die-
ses Werkes entstandene Aufgabenband ergédnzt natiirlich auch den Aufgabenbe-
stand der einzelnen Abschnitte dieses Bandes durch zahlreiche weitere Problem-
stellungen (samt Losungsvorschlédgen).

So hoffen wir, dass insgesamt eine auch zukiinftig sowohl den Bediirfnissen der
Studierenden wie des Praktikers entgegenkommende seriose Darstellung der fiir
den Ingenieur und Naturwissenschaftler wesentlichen mathematischen Teilge-
biete entstanden ist.

Nach der Ubernahme des Akademie Verlages durch Wiley VCH erscheint die
Neuauflage nun unter dem Namen dieses Hauses, und wir danken dem jetzigen
Inhaber der Publikationsrechte fiir sein anhaltendes Interesse.

Hamburg, im Juni 2000 Die Verfasser
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Vorwort

Dieser Band schliefit an den ersten Band unserer Mathematik fiir Ingenieure an
und widmet sich der Analysis bei mehreren reellen Veranderlichen, den Integral-
satzen, gewohnlichen und partiellen Differentialgleichungen, der Optimierung,
den Speziellen Funktionen, Integraltransformationen und der Funktionentheorie
einer komplexen Variablen.

Natiirlich ermoglichen diese Hilfsmittel zusammen mit den fortgeschrittenen
Kenntnissen der Studierenden in ihren jeweiligen technischen Hauptfachern nun
auch in stirkerem Mafle als im ersten Band motivierende Modellbildungen aus
ingenieurwissenschaftlichen Bereichen.

Wiederum werden nahezu alle angesprochenen mathematischen Teilgebiete
durch Einfithrung in zugehérige numerische Methoden und durch Ubungsauf-
gaben erginzt.

Hinsichtlich des didaktischen Konzepts verweisen wir auf das Vorwort im ers-
ten Band. Der dort ausgesprochene Dank an all jene Damen und Herren, die das
Erscheinen des Werkes erst ermoglicht haben, gilt natiirlich fiir diesen zweiten
Band unverédndert fort.

Hamburg, im Januar 1994 Die Verfasser
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17
Differentialrechnung mehrerer Variabler

In diesem Abschnitt behandeln wir die Differentialrechnung von Funktionen mit
mehreren unabhingigen Veranderlichen. Die Funktionswerte mogen dabei Ska-
lare oder allgemeiner Vektoren in einem endlichdimensionalen, normierten Vek-
torraum sein.

Wie auch bei Funktionen f: D — R in einer Variablen, d.h. D C R, geht der
Differenzierbarkeit von Funktionen in mehreren Verdnderlichen die Stetigkeit
voraus, die wir im ersten Band in Abschn. 9.1 allgemein definiert hatten. Wie in
Definition 9.6 kann die Stetigkeit als Folgenstetigkeit definiert werden. Ist D Cc R”
und f: D — R, dann heifit f stetig an einem inneren Punkt x° € D, wenn

lim f@x) = f(x°)

X=X

fiir alle gegen x° konvergenten Vektorfolgen aus D gilt. Das e-§-Kriterium (Satz
9.7) der Stetigkeit lautet

Ve>0: 36>0: VaeD: |la—allgn <8 = [ f@®)— f@)lgm <e,

wobei wir an den Normen die jeweiligen Rdume notiert haben. Verwenden wir
in R” und R” jeweils die euklidische Norm (in endlichdimensionalen Rdumen
sind alle Normen dquivalent), dann lautet das e-3-Kriterium

Ve>0: 3§>0: VxeD:

" 1/2 m 1/2
(Z (xi—x?)2> <6 = < (fi(x)—ft(xo))2> <é.
i=1 i=1

Mehr noch als im Fall von reellen Funktionen einer Verdnderlichen ist der Nach-
weis der Stetigkeit einer Funktion mehrerer Variablen mit Hilfe des e-3-Kriteri-
um eine Kunst, die in der Regel nur fiir sehr einfache Funktionen gelingt.

Als einfaches Beispiel soll uns die Funktion f': R2 > R aus Beispiel 17.7,

f(x, y) — (x2 + y2)2 )
0; x=0

Mathematik in den Ingenieur- und Naturwissenschaften 2, 5. Aufl.
Rainer Ansorge, HansJ. Oberle, Kai Rothe und Thomas Sonar.
©2020 Wiley-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA. Published 2020 by Wiley-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA.
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17 Differentialrechnung mehrerer Variabler

dienen, wobei wir x = (x, )T geschrieben haben. Diese Funktion ist im Punkt
20 = (0, yO)T = 0 nicht stetig, was wir mit dem Folgenkriterium zeigen wollen.
Der Funktionswert bei x° ist nach Definition f(x°) = f(0) = 0, aber fiir die Folge

%, = <1/n> ’
1/n

die offenbar gegen x° = 0 konvergiert, folgt

1
X ) 4
f(xn)= nYn — n? _ n =1V12—>00, (n = o).
(%2 + 2)2 1, 1)\ 4n? 4
n T Y ( + )

n? n?

In Abschn. 9.2 des ersten Bandes haben wir den Ableitungsbegriff sowohl fiir
skalare, wie auch fiir vektorwertige Funktionen einer reellen Variablen kennen-
gelernt.

Ist f: R D D — R eine skalare Funktion, so ist die Ableitung an einem inne-
ren Punkt x, des Definitionsbereichs D, vgl. Definition 9.1, definiert durch den
Grenzwert

f,(xo): lim M .

X=X X — xo
Dieser Wert gibt die Steigung der Tangente an den Funktionsgraphen

graph( f):={(x, f(x))! : x € D}

im Punkt (x,, f(x,))T an.

Ist f: R D D — R” nun eine vektorwertige Funktion einer skalaren, unabhén-
gigen Variablen x,also f = (fi, ..., f,,) ', so lisst sich die Ableitung (bei gleicher
Definition wie oben) einfach komponentenweise berechnen:

£l = (fl), s [l )

Geometrisch beschreibt die Ableitung f’(x,) in diesem Fall den Geschwindig-
keitsvektor der Kurve x — f(x) im Punkt x,. Die unabhéngige Variable wird
hierbei als Zeit interpretiert.

Fiir die Ubertragung des Ableitungsbegriffs auf Funktionen mit mehreren un-
abhéngigen Variablen ist diese Interpretation jedoch nicht sinnvoll. Die unab-
héngige Variable x spielt dann eher die Rolle eines Ortsvektors. Dagegen ist die
folgende Interpretation der Ableitung f’(x,) in diesem Fall niitzlich:

Ist f: R D D — R eine skalare, differenzierbare Funktion und ist x, € D° ein
innerer Punkt des Definitionsbereichs D, so ist f’(x,) die eindeutig bestimmte
Zahl a € R, fiir die die affin-lineare Funktion (Tangente) £(x) := a(x —xq) + f (xq)
die Funktion f in der Néhe von x, ,am besten“ approximiert, d. h., genau fiir
a= f"(x) gilt

I f) =) o fx) = flxg) —alx —x5)
im = lim =

0.
x=xg  |x— x| B [x — x|




17.1 Partielle Ableitungen

Mit Hilfe des Landau-Symbols, vgl. Definition 9.20, ldsst sich diese Beziehung
auch folgendermafien schreiben:

fx) — f(xg) —alx —xg) = o(x — xp) .

Diese Charakterisierung der Ableitung f'(x,) lasst sich nun ohne groflen Miihe
auch auf Funktionen mit Vektorargumenten iibertragen.

Bevor wir diesen Weg in Abschn. 17.2 weiter verfolgen werden, sehen wir uns
zunichst eine andere, naheliegende Vorgehensweise an. Hierbei friert man zur
Differentiation nach dem Vektor x € R” alle Komponenten von x bis auf eine
Komponente ein und differenziert nun nach dieser verbliebenen skalaren Varia-
blen x;. Auf diese Weise erhilt man nun # verschiedene Ableitungen, ndmlich fiir
jede der Variablen x;, i =1, ..., n, nach denen differenziert wird. Welche Bedeu-
tung haben diese partiellen Ableitungen und in welchen Zusammenhang stehen
sie zu der oben beschriebenen Approximationseigenschaft an die Funktion f?

17.1 Partielle Ableitungen

Gegeben sei eine Funktion f: R” > D — Rin n Variablen (xy, ..., x,).

Halten wir alle Variablen x;, ..., x;_; und x;,4, ..., %, fest und differenzieren
nun nach der verbleibenden Variablen x;, so ergeben sich die partiellen Ablei-
tungen von f.

Definition (17.1)
Sei D C R” offen, f: D - Rund «° € D.

a) f heif3t in x° nach der i-ten Koordinate x; partiell differenzierbar, falls der
Grenzwert

of o .. Sf(a%+1e) — f(x0)
(x7):=lim
axi t—0 t
0 0 0 0 0 0
_ lim F0 a0+, a0) = (29,40, x0)
t—0 t
existiert. e; bezeichnet hierbei den i-ten Einheitsvektor, i = 1, ..., n.

Der Grenzwert g—?{(xo) heif3t die partielle Ableitung von f nach der Varia-
blen x; im Punkt % € D, vgl. Abb. 17.1.

b) Ist f in allen Punkten x° € D partiell differenzierbar nach x;, so heifit f par-
tiell differenzierbar nach der Koordinate x; und s—?{ bezeichnet die Abbil-

2

dung x° — g—?{(xo).

Trifft dies ferner fiir alle Koordinaten x;, i =1, ..., n, zu, so heifit die Funkti-
on f partiell differenzierbar.
Sind dartiber hinaus sémtliche partiellen Ableitungen 3_9{’ i=1,...,n, auf

dem Definitionsbereich D stetig, so heifit f stetig partieil differenzierbar,
oder eine C!-Funktion auf D.
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Abb. 17.1 Partielle Ableitungen einer Funktion z = f(x, y).

Bemerkungen (17.2)
a) g—}{(xo) ist gerade die iibliche eindimensionale Ableitung der ,partiellen”

Funktion

xpe [, LAl a))
an der Stelle x?.
b) Sind die Funktionen f und g auf der offenen Menge D C R” partiell differen-
zierbar, so gelten die iiblichen Differentiationsregeln:

9 _ .9 9%
ox, (af(x) +pgx) =a 2%, x)+p ox, x), a BeER,
9 _f . 9%
a—xi(f(x)-g(x))— o, ®)-gx)+ f(x) o, (%),
Jf og
B <f(x)> ) a—%(x)-g(x)—f(x)-a—%(x) 2o
ox; \ g ) ~ ¢’ g #0.

¢) Fir die partielle Ableitung %(x) sind auch die Bezeichnungen D, f(x°) und
fx,(2°) gebriuchlich. '



17.1 Partielle Ableitungen

Beispiele (17.3)
a) DieFunktion f: R3 - Rmit f(x, y, z) :=3xz+ y sin(x) + ze” ist auf R3 stetig
partiell differenzierbar mit
0 0 0
—f =3z + ycos(x), —f = sin(x) + ze” , —f =3x+¢’
ox dy 0z
b) Der Schalldruck einer raumlich eindimensionalen Schallwelle ist gegeben
durch die Funktion

p(x, t):=Asin(ax — wt) .

Die partielle Ableitung 3—5 = aA cos(ax — wt) beschreibt dann zu einem fes-

ten Zeitpunkt ¢ die értliche Anderung des Schalldrucks. Analog beschreibt

Z—f = —wA cos(ax — »t) an einem festen Ort x die zeitliche Anderung des

Schalldrucks.

¢) Die Zustandsgleichung eines idealen Gases lautet pV = RT. Dabei ist p der
Druck, V das Volumen und T die (absolute) Temperatur des Gases. Ferner
bezeichnet R die universelle Gaskonstante.
Jede der drei Groflen p, V und T lésst sich vermoge der obigen Zustandsglei-
chung als Funktion der beiden anderen Variablen auffassen:

RT RT |4
p=pV,D="7, V=V(pD==—-, T=Tp V)=t
p R

Durch Berechnung der zugehorigen partiellen Ableitungen und unter Ver-
wendung der Zustandsgleichung lasst sich folgern:

ov. Op _ oV
op oT  oT

Definition (17.4)
Sei D C R” offen, f: D — R sei im Punkt x° € D (nach allen Koordinaten) partiell
differenzierbar. Der Vektor

T
Vf(x0):= <£(x0), s ﬂ(x°)>

0xq ox,,

heif3t der Gradient der Funktion f im Punkt x°.
Dabei wird der symbolische Vektor V := ( %, ey %)T Nabla-Operator ge-
nannt. Er ist nach der Form eines hebriischen Musikinstrumentes benannt.
Fiir den Gradienten ist mitunter auch die Schreibweise grad f(x°):=V f (x
als Zeilenvektor gebrauchlich. Wir werden im Folgenden beide Schreibweisen
verwenden.

O)T
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Bemerkung (17.5)
Sind die Funktionen f, g: R” > D — R auf der offenen Menge D partiell diffe-
renzierbar, so gelten die folgenden Differentiationsregeln:

Viaf +pg) =aVf+pVg
V(f-99=g-Vf+f-Vg
i) _gVf-/-Vg
V<g g

Beispiele (17.6)
a) Fir die Funktion f(x, y):=e* -sin y erhdlt man

, gx) #0.

V f(x, y) = (e* sin y, e* cos y)T = e*(sin y, cos )" .

b) Es bezeichne r(x):= ||x||,:= \/xf + x5+ ... + 2 die euklidische Norm des
Vektors x. Durch Differentiation ergibt sich
X 2 r
SVAVE S S
und damit Vr = %, x#0.
¢) In Verallgemeinerung des Beispiels b) erhdlt man mittels der Kettenregel firr
keZz:

Vik = krikIVr = krk 2%, x#0.

d) Wir betrachten zwei Korper (Satellit und Erde) mit den Massen m und M. Der
kleine Kérper befinde sich in x € R3 \ {0}, der grofle Kérper im Ursprung.
Beide Korper werden durch die Gravitation angezogen. Das Gravitations-
kraftfeld, dass auf den Korper in x wirkt, ist gegeben durch K = —ymMax /r3.
Dabei ist y die Gravitationskonstante. Aufgrund der Beziehung c) sehen wir
nun, dass es eine Funktion @ gibt, namlich @(x):= ymM/r, fur die VO = K
auf R3 \ {0} gilt. Man sagt, @ ist ein Potential fiir das Gravitationsfeld K.

Erstaunlicherweise lassen sich jedoch nicht alle Eigenschaften der Differential-
rechnung einer Variablen ohne Weiteres auf den Fall partieller Ableitungen von
Funktionen mehrerer Verdnderlichen {ibertragen. So geniigt beispielsweise die
partielle Differenzierbarkeit i. Allg. nicht, um hiermit die Stetigkeit einer Funkti-
on f(xq,...,x,) garantieren zu konnen. Man vergleiche dagegen Satz 9.23a) fiir
Funktionen einer Variablen.

Beispiel (17.7)
Sei die Funktion f: R? — R, gegeben durch

_x
f(x, y) — (x2 + y2)2 ’
0, fuir (x,y) =1(0,0),

fir (x, ) # (0,0)



17.1 Partielle Ableitungen

f ist auf ganz R? partiell differenzierbar mit f,(0,0) = f,(0,0) =0, sowie

of y a5
ox (2422 (k24 y2)3’
of x xy?

N —4
dy (2 +y2)? (x2+y2)3

fir (x, y) # (0, 0).

Andererseits ist die Funktion f aber in (x(, y9) = (0,0) nicht stetig! Wir
haben bereits zu Anfang des Kapitels gesehen, dass der Grenzwert der Folge
f(1/n,1/n) fir n - oo die Unstetigkeit in (xy, y) = (0, 0) zeigt.

Um aus der partiellen Differenzierbarkeit einer Funktion auf deren Stetigkeit
schlieflen zu konnen, benétigt man eine zusétzliche Eigenschaft, beispielsweise
die Beschranktheit aller partiellen Ableitungen dieser Funktion. Diese Bedingung
ist gerade in Beispiel 17.7 verletzt!

Satz (17.8)
Ist f: R” D D — R in einer Umgebung eines inneren Punktes x° € D par-
tiell differenzierbar und sind die partiellen Ableitungen 3—;, i=1,...,n dort

2

beschrinkt, so ist f im Punkt 20 stetig.

Beweis.
Zu einem hinreichend kleinen & > 0 und ||x — 4°||, < & bilden wir:

f@®) = f&) = [fG,nx) = f (%505, %0 )]
+[f (s m 1, 0) = f (%0520, a0)]

+ [f (2,ad, o a) = £ (6949, ..,20)] .

Fiir jede der obigen Differenzen betrachten wir f als Funktion nur einer Varia-

blen, ndmlich: f(x1,...,%, 1, ), f(¥1, s %, 05 520, .., f(- ,xg, &0,
Alle diese partiellen Funktionen einer Variablen sind nach Voraussetzung diffe-
renzierbar und damit auch stetig in der Ndhe von x?, j=nn-1,...,1 So-
mit ldsst sich auf die obigen Differenzen jeweils der erste Mittelwertsatz, vgl.
Satz 10.8, anwenden und man erhilt mit geeigneten Zwischenstellen &, ..., §,:
9f
S@®) = f@) = =@, 21, 6 (% = 7))
x}’l
of
5%, (xl, ces Xy o, «fn_l,x(y)l) (xn_l - x(y)l_l)
e
of
+ — («fl,xg, ,xg) (%, — x?) .

0xq
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Nun sind die partiellen Ableitungen nach Voraussetzung in der Umgebung
lx — &%, < € beschrinkt: Man erhilt daher aus der obigen Relation eine Ab-
schétzung der Form:

1f®) = f@) < Cplay =+ ...+ Cp lx, — 7).

Daher folgt f(x) — f(x°) fiir ||x — x°||, — 0, also die Stetigkeit von f in x°.

|
Bemerkung (17.9)
Die Voraussetzungen des Satzes 17.8 sind erfiillt, falls f stetig partiell differen-
zierbar ist. Die partiellen Ableitungen 3—;, i=1,...,n, sind dann ndmlich auf-

grund der Min-Max-Eigenschaft von stetigen Funktionen, vgl. Satz 9.13, auf ei-
nem Kompaktum ||x — x°||, < & beschrinkt!
Stetig partiell differenzierbare Funktionen sind mithin immer auch stetig.

Hohere Ableitungen

Definition (17.10)
Eine skalare Funktion f sei auf einer offenen Menge D C R” partiell differenzier-

bar. Die partiellen Ableitungen sind dann selbst wieder Funktionen 3—; : D> R,

und wir kénnen uns fragen, ob diese wiederum partiell differenzierbar sind. Ist
dies der Fall, so erhalten wir hiermit die partiellen Ableitungen zweiter Ord-
nung der Funktion f.

Induktiv definieren wir fiir i, ..., iy € {1, ..., n}:

*f ._1<£)

0x; 0x; o ox; \ 0x;

ot f L<L> sy

axik()xik_l ...axil axik ()xik_l ...ax'1

Die Funktion f heif3t k-fach partiell differenzierbar, falls alle partiellen Ablei-
tungen der Ordnung k

ok f

0x; 0x; | ...0%;

=D; Dy, Dy f = fay ey i ees ik} CLL )

gemafl der obigen Definition auf D existieren.

Sind diese partiellen Ableitungen zudem alle stetig, so heifit die Funkti-
on f k-fach stetig partiell differenzierbar, oder eine CX-Funktion auf D,
k=1,2,3...

Dariiber hinaus werden stetige Funktionen {iblicherweise auch als C°-Funk-
tionen bezeichnet. Ferner heifien Funktionen, die beliebig oft stetig partiell dif-
ferenzierbar sind, C*-Funktionen.



17.1 Partielle Ableitungen

Fiir C2-Funktionen ist die Reihenfolge, in der die partiellen Ableitungen zweiter
Ordnung berechnet werden, unerheblich. So erhélt man beispielsweise fiir die
Funktion f(x, y):=x3sin y + x*y?

92
ax; x,9) = —x(xscosy+2x4y)=3x2cosy+8x3y
> f 2 3,2 2 3
ayax(x,y):a(gx siny +4x°y°) =3x“cosy+8x”y.

Tatsédchlich ist aber die Stetigkeit der partiellen Ableitungen hierbei eine unent-
behrliche Voraussetzung.

Satz (17.11): Vertauschbarkeitssatz von Schwarz”
Ist f: R” D D — R eine C2-Funktion auf der offenen Menge D, so gilt fiir alle
i,jel{l,...,n}

2 f 0% f
= , YxeD.
0x; 0%, *) 0x; 0% ®) *

Beweis.

Da fiir die Aussage des Satzes offenbar nur die Koordinaten x; und x; eine Rolle

spielen, geniigt es, 0.B.d. A. den Fall # = 2 sowie i = 1 und j = 2 zu betrachten.
Sei also (x°, y°) € D und & > 0 so klein gewihlt, dass

Q={(xy:lx—-x"|<enly-)I<e}cD.
Fiir (x, y) € Q mit x # x° und y # »° berechnen wir den Ausdruck
A, )= fx ) = F&°0, ) = fx, 30+ f&°,5%).

Unter zweifacher Anwendung des Mittelwertsatzes in einer Variablen finden
wir
A, ) = (f(9) = FG&0 ) = (f(x, 9% = (&0, 5)
= Z1(9) = Z,(5°)
= Z\ (1) (y = »°)
of of
= <—( X, 1) — oy (xo”h)) D)

2f

(61, 1) (x =) (y — »°)

mit Zwischenwerten &; = x% + 6, (x —x%) und 77 = »° +51(y— y9),0< 01,51 <1

1) Hermann Amandus Schwarz (1843-1921); Halle, Ziirich, Gottingen, Berlin.
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Eine andere Zusammenfassung der Terme in A(x, y) ergibt
A, y) = (f(x, ) = @, 3°) = (f&°, ) = f(°, 57))

=: Z,(x) — Z»(x°)

= Z(&)(x — x°)

<f(£2,y) of (&9 )) (x — %)

02
= ﬁ(sz, 112) (x = &%) (y — »°)

mit Zwischenwerten & = x0 + 0,(x — x°) und 77, = y° + 6, (y — y°),0 < 6,, 6, < 1.
Dax # 2% und y # y° vorausgesetzt wurde, folgt
2f 02f
axa (51,771) O (62,172)'

Bilden wir nun den Grenzwert dieser Ausdriicke fiir (x, y) — (x°, y°), so erhalt

man aufgrund der Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen

0? 0?

f oo oy PF .

ax()y(x’y 6)/0 (=%, 5).

Folgerung (17.12)
Ist f eine CX-Funktion, k > 2, so kann man die Reihenfolge der Differentiatio-

nen zur Berechnung der partiellen Ableitungen von f bis zur k-ten Ordnung

beliebig vertauschen
ok f B ok f
0x; 0x;  ...0%;  0x;0x;  ..0x;
wobei (ji, ..., j) eine beliebige Permutation von (iy, ... , i) ist.

Beispiele (17.13)

a) Dass die Stetigkeit der partiellen Ableitungen eine wichtige Voraussetzung fiir
Vertauschbarkeit der Ableitungsreihenfolge ist, zeigt das folgende Beispiel.
Die Funktion

xyxz — g2
S, y)=1 " x%+y?
0, fir (x,y)=1(0,0)

, fir (x,9) #(0,0)

ist auf R? stetig und zweifach partiell differenzierbar. Eine explizite Berech-
nung der partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung ergibt jedoch

2
f4,(0,0) = f (0,0 =

02f
F:(0,0) = 725 0,0 =



