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Vorwort

,.Das Unendliche hat wie keine andere Frage von jeher so tief das Gemiit der Menschen
bewegt; das Unendliche hat wie kaum eine andere Idee auf den Verstand so anregend und
fruchtbar gewirkt; das Unendliche ist aber auch wie kein anderer Begriff so der Aufkldrung
bediirftig.*

Kein Theologe, kein Philosoph, sondern ein Mathematiker, David Hilbert, hat dies
geschrieben. Theologen predigen das Unendliche als Eigenschaft Gottes und der
Ewigkeit, aber unseren Erkenntnisdrang vermdégen sie damit nicht zu stillen. Philo-
sophen ergehen sich in phantastischen Spekulationen iiber das Unendliche, aber
Definitives ist von ihnen nicht zu erfahren. Die Mathematik hingegen beansprucht,
die wahre Wissenschaft vom Unendlichen zu sein, und alles, was wir dariiber wissen
konnen, verdanken wir dem Gedankenreichtum der Mathematiker.

Dieses Buch will von ihrem Bemiihen um das Unendliche berichten.

Es ist kein Buch iiber die Geschichte der Mathematik, obwohl aus dem Leben
mancher Mathematiker erzihlt wird, um den abstrakten Gegenstand in einen leben-
digen Bezug zu stellen. Manche bedeutende Forscher wie Euler oder Gaufl werden
aber blof} erwihnt, viele wie Fermat oder Riemann nicht einmal zitiert. Das Buch
erhebt keinerlei Anspruch auf Vollstindigkeit, es will allein Aspekte der Mathema-
tik aufzeigen, die mir im Zusammenhang mit dem Unendlichen am wesentlichsten
scheinen.

Es ist aber auch kein Mathematiklehrbuch, obwohl in jedem Kapitel zumindest
von einem epochalen Resultat der Mathematik die Rede ist. Mathematiklehrbiicher
sind in ihrem Aufbau niichterner, in ihrem Stil straffer, Extempores in Philosophie,
Psychologie, Musik, Literatur, wie sie hier anzutreffen sind, sind in strengen Lehr-
biichern verpont.

Dieses Buch ist fiir mathematische Laien geschrieben, welche die Faszination
des Unendlichen beriihrt und die wissen mochten, was die Mathematiker dariiber zu
erzdhlen haben. Die Leser diirfen sich nicht vor einigen einfachen Rechnungen
fiirchten, die ihnen wihrend der Lektiire begegnen. Mehr als die Kenntnis des
Bruchrechnens wird nicht erwartet. Ich habe mich bemiiht, alle mathematischen
Sachverhalte so klar und einfach wie moglich zu prisentieren. Die beigelegten
Skizzen bedeuten eine zusitzliche Verstindnishilfe, denn bekanntlich sagt ein Bild
mehr als tausend Worte. Nur das Lesen des Anhangs erfordert zuweilen ein etwas
tieferes Wissen um den Umgang mit Formeln und Gleichungen, das jedoch nie iiber
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die tibliche Schulmathematik hinausgeht. Der Anhang ist ndmlich fiir jene be-
sonders interessierten Leserinnen und Leser! gedacht, die alles genauer wissen wol-
len; auf ihn wird mit hochgestellten Zahlen verwiesen. Fiir das Verstidndnis des
Haupttextes ist das Lesen des Anhangs an keiner Stelle erforderlich.

Manchmal werden die kleinen griechischen Buchstaben a fiir Alpha, f fiir Beta,
y fiir Gamma, ¢ fiir Phi, 7 fiir Pi und y fiir Psi verwendet. Einerseits bezeichnet man
seit jeher so die Winkel im Dreieck und andererseits verwenden wir diese Zeichen
fiir die unendlichen Dezimalzahlen, die sich nach und nach als die eigentlichen
Helden unserer Geschichte iiber das Unendliche entpuppen.

Fiir ihre Unterstiitzung und ihren Zuspruch beim Abfassen des Textes bin ich
meiner Frau Bianca von Herzen dankbar. Karl Riesenhuber danke ich fiir seine
Korrekturen und Verbesserungsvorschlidge. Der Springer-Verlag hat sich auch bei
der Herausgabe dieses kleinen Werkes in Professionalitit und Zuvorkommenheit
ausgezeichnet.

Das Buch hat seinen Zweck mehr als erfiillt, wenn die Leser nach der Lektiire
noch mehr iiber die angeschnittenen Themen erfahren mochten. Interessieren sie
sich fiir die Mathematik in all ihren Facetten, fiir das ,,Mathematisieren‘ und fiir die
Verbindung der Mathematik zu anderen Wissenschaften, kann man ihnen nur das
einzigartige Buch ,,Erfahrung Mathematik* von Philip Davis und Reuben Hersh ans
Herz legen, das im Verlag Birkhduser erschienen ist. Die philosophisch Interessier-
ten finden in Hermann Weyls gldnzend verfasster ,,Philosophie der Mathematik und
Naturwissenschaft* aus dem Verlag Oldenbourg eine Fiille von Anregungen. Sind
die Leser bestrebt, mehr tiber den Bezug der Zahlenwelt zur ,,Wirklichkeit™ zu er-
fahren, verweise ich sie auf mein im Vieweg-Verlag erschienenes Buch ,,.Der Zahlen
gigantische Schatten®.

Wien, Osterreich Rudolf Taschner

'"'Wenn im Folgenden von ,Mathematikern®, ,,Denkern®, ,,Philosophen® u. . die Rede ist, soll stets
das grammatikalische, nie das natiirliche Geschlecht gelesen werden: so wie z. B. Hermann Weyl
eine philosophische Kapazitit (weiblich) und ein mathematisches Genie (séchlich) war.
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Pythagoras und das Unendliche im
Pentagramm

Legenden ranken sich um das Leben des Pythagoras. Man sagt, er sei auf der grie-
chischen Insel Samos, nur wenig mehr als zwei Kilometer westlich vom Festland
Kleinasiens gelegen, um 570 v. Chr. geboren. Aus Protest gegen die politischen
Verhiltnisse in seiner Heimat verlief er diese. Er bereiste Kleinasien, Phonizien,
Agypten, Mesopotamien, lernte vom groBen Thales von Milet Mathematik und As-
tronomie und studierte eingehend astrologische und religiose Mythen, die in den
von ihm besuchten Regionen vorherrschend waren. All dies sog er in sich auf und
nutzte es als Grundlage fiir einen Geheimbund, einen Zirkel sich ,,Pythagorder*
nennender Weisen, der seinen Sitz im siiditalienischen Croton aufschlug!. Wie spi-
ter die Templer, Rosenkreuzer oder Freimaurer erlangte der Verein der Pythagorier
immer mehr politischen Einfluss und wurde dementsprechend immer heftiger von
seinen Gegnern angefeindet. Die Rivalen siegten: Es kam zur Vertreibung der Py-
thagorder aus Croton, und Pythagoras fiihrte den Rest seiner Anhinger ins siid-
italienische Metapont, wo er um 480 v. Chr. verstorben sein soll.

Pythagoras als Mathematiker im heutigen Sinn zu bezeichnen, ist sicher falsch?.
Er war nicht einmal ein Philosoph wie Sokrates, Platon oder Aristoteles, vielmehr
haben wir ihn uns als religiosen Lehrer und mystischen Meister vorzustellen, dessen
Wort unwidersprochen die letzte Instanz allen Wissens und die unbezweifelbare
Antwort auf alle Fragen war. ,,ER selbst hat es gesagt, galt bei seinen Jiingern als
unerschiitterliches Argument im Streitgesprach — und mit ER war der gottgleiche
Pythagoras gemeint. Leider ist uns fast keines seiner Worte tiberliefert, nur ein ein-
ziger mythischer Spruch aus seinem Munde bekannt:

SAlles ist Zahl.™

In diesem Diktum konzentriert sich die Uberzeugung des Pythagoras, die gesamte
natiirliche und soziale Welt sei durch arithmetische Strukturen bestimmt und kénne
auf Beziehungen zwischen Zahlen zuriickgefiihrt werden. Obwohl uns Heutigen
dies auf den ersten Blick befremdlich anmutet, kann man der These des Pythagoras
gewisse Plausibilitit nicht absprechen. Die Triimpfe in Debatten hat doch der in der
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Hand, der vorschlagen kann: ,,Legen wir die Zahlen auf den Tisch®. Scheinbar ist
allein mit ihnen eine objektive Sicht der Wirklichkeit moglich. Wenn wir meinen,
dass sich etwas ,,auszahle* — auch Immaterielles, wie eine Reise zu den Kultur-
denkmalern Italiens, der Skiausflug nach St. Moritz oder der Besuch eines phil-
harmonischen Konzerts in Wien, fiihren wir es doch auf einen quantitativen Ver-
gleich mit unserem Einsatz zuriick, den wir auf Heller und Pfennig genau anzugeben
trachten.

Pythagoras von Samos. (Quelle: Bildarchiv d. ONB, Wien)

Aber es sind nicht blo Redeweisen, die als Argumente fiir die Uberzeugung des
Pythagoras zihlen. Gerade das seit Mitte des zwanzigsten Jahrhunderts einsetzende
Zeitalter des Computers, eines Gerits, das von der programmierbaren Wasch-
maschine bis zu den Gehaltsausdrucken am Bankschalter all unsere Lebensbereiche
im Zeitraum einer Generation schlagartig durchdrang und das wie ein Krebs-
geschwiir alle Organe unserer politischen und sozialen Welt mit seinen Metastasen
befillt, belegt das Wort des Pythagoras: Denn im elektronischen Hirn des Compu-
ters werden nur Zahlen, Unmengen von Zahlen, aber eben blol nur Zahlen, ver-
schoben, ausgetauscht, veridndert, als Inputfutter verwertet und als Outputabfall
ausgeschieden. Das tiber alle Maflen schone C-Dur-Quintett von Franz Schubert ist
auf einer silbernen CD-Scheibe in einen Zahlencode iibertragen. Der CD-Player
vermag als darauf spezialisierte Rechenmaschine diese gigantische Zahl in sich auf-
zunehmen und in Frequenzen zu verwandeln, die vom Verstirker und Lautsprecher
weitergeleitet an unser Ohr gelangen. Auf diese Weise gaukelt uns eine prosperie-
rende Unterhaltungsindustrie vor, Schuberts C-Dur-Quintett sei nichts anderes als
die auf der CD-Scheibe verborgene, riesige Zahl. Wann, wenn nicht heute, wurde
besser demonstriert, wie man erfolgreich versucht, die ganze Welt auf Zahlen
zuriickzufiihren, ja sogar auf Zahlen zu reduzieren?

Man kann wohl zurecht vermuten, dass dem mystischen Denker Pythagoras
diese vulgire Bestitigung seiner These, wie sie uns heute ununterbrochen auf-
gezwungen wird, nie in den Sinn gekommen wire. Dazu war er zu elitdr und im
Denken zu weltabgewandt. Trotzdem fand er vor allem in der Musik sein Wort am
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klarsten bestdtigt: Unabhingig davon, ob eine Saite gestrichen oder eine Flote ge-
blasen wird — die musikalischen Intervalle sind durch die Zahlenverhiltnisse der
Lingen der schwingenden Saite oder der schwingenden Luftsdule bestimmt: Bei
der Oktave betrigt dieses Verhiltnis 2 : 1, bei der Quint 3 : 2 und bei der Quart 4 : 3.
Dies ist die wesentliche Erkenntnis des Pythagoras: Das schnode Material, ob eine
Stahlsaite, eine Darmsaite, eine Blockflote oder ein Fagott verwendet werden, ist
fiir den Wohlklang unerheblich. Worauf es bei der Harmonie einzig ankommt, sind
die richtigen Zahlenverhiltnisse. Pythagoras glaubte dies im ganzen Universum be-
statigt: Die Himmelssphiren der sich um die Erde bewegenden Himmelskorper
weisen seiner Meinung nach ebenfalls ,,wohlklingende** Zahlenverhdltnisse in den
gegenseitigen Abstinden auf und lassen so die nur den Himmlischen vernehmbare
.Sphdrenmusik* erklingen.

Nach des Pythagoras Meinung bestimmen allein die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,
9,10, 11, 12, ... die Welt. Darum gebiihrt den Zahlen eine aulerordentliche Wert-
schitzung. Die Pythagorier verachten Héndler und Meinungsforscher, Ingenieure
und Bankiers, iiberhaupt alle, die ihrer Ansicht nach Zahlen als bloBes Mittel zum
artfremden Zweck missbrauchen. Es ist daher nur zu verstiandlich, dass die Zahlen-
mystik in den pythagordischen Kreisen weit verbreitet war. Vor allem jene Zahlen,
die eine dsthetisch ansprechende geometrische Deutung als Punktmuster erlauben,
werden hoch geschitzt. Dazu gehoren vor allem die Dreieckszahlen, die Quadrat-
zahlen, die Fiinfecks oder Pentagonalzahlen, die Sechsecks oder Hexagonalzahlen
und so weiter (Abb. 1.1). Allein diese Verbindung von Zahl und geometrischem
Muster 6ffnet den mystisch gesinnten Pythagordern mit ihren Theorien tiber Zahlen
Tiir und Tor.

Verweilen wir beim Fiinfeck oder Pentagramm: Diese Figur hat eine bemerkens-
werte Eigenschaft: Beim Ziehen aller moglichen Verbindungslinien zwischen den
Eckpunkten (der so genannten Diagonalen) taucht ihr eigenes Abbild in der Mitte
verkleinert wieder auf (Abb. 1.2). Nichts hindert uns daran, auch im inneren Penta-
gramm alle Diagonalen zu zeichnen und so ein noch kleineres Pentagramm zu er-
halten, bei dem wir uns dieselbe Prozedur durchgefiihrt denken, und so weiter
(Abb. 1.3). Selbst wenn wir von einem im grolen Mafstab gezeichneten Penta-
gramm ausgehen, werden unsere grafischen Hilfsmittel nach hochstens einem Dut-
zend Wiederholungen dieser Konstruktion den Dienst versagen. Dies dndert aber
nichts an unserer allein vom Denken herriihrenden Uberzeugung, dass in jedem
noch so klein gezeichneten Pentagramm ein noch kleineres als Abbild verborgen
liegt, das man durch Ziehen der Diagonalen zum Leben erwecken kann. Und das
wiederum ein noch kleineres als Abbild in sich trigt und dies ohne Ende.

Das Bild der ineinander geschachtelten Pentagramme vermittelt das Unendliche
als eine ewige Wiederkehr des Gleichen. Zwei einander geschickt gegeniiber-
gestellte Spiegel rufen denselben Eindruck hervor. Auch in der Musik wird die Idee
der unendlichen, wenn auch harmonisch stindig modulierten Melodie angedeutet.
Ein beriihmtes Beispiel ist Johann Sebastian Bachs Canon per Tonos aus dem Mu-
sikalischen Opfer. Bei den Goldberg-Variationen wird zuletzt die wunderschone
Arie des Beginns wiederholt, wodurch Bach die Idee des nie endenden Ablaufs der
Variationen andeutet. Und auch das Perpetuum mobile von Johann Strauf belegt
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Abb. 1.1 Die Dreieckszahlen 1, 3, 6, 10, ..., die Quadratzahlen 1, 4, 9, 16, ..., die Pentagonal-
zahlen 1, 5, 12, 22, ..., die Hexagonalzahlen 1, 6, 15, 28, ...

Abb. 1.2 Das
Pentagramm mit seinen
Diagonalen liefert im
Inneren ein neues, auf den
Kopf gestelltes,
eingeschriebenes
Pentagramm




