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INTRODUCCION

En la mayoria de modelos matematicos de los diferentes
fenémenos de la naturaleza y la sociedad surgen ecuaciones dife-
renciales en las cuales la funcién incégnita depende de varias va-
riables. Naturalmente, estas ecuaciones comprenden ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales, que tienen un gran espectro
de aplicaciones. Al desarrollo de ellas han aportado todas las ra-
mas de la matemética moderna tales como el cdlculo, el dlgebra, la
geometria, el analisis funcional, la topologia, la teorfa de variable
compleja y, esencialmente, la teoria de los espacios funcionales de
dimensién infinita. Como casi todos los procesos fisicos se descri-
ben por medio de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales,
tales ecuaciones se llaman frecuentemente ecuaciones de la Fisica
Matematica. Observemos que las ecuaciones diferenciales parcia-
les describen también fenémenos quimicos, biol6gicos, econémi-
cos y otros. Este curso tiene como objetivo la presentacién tedrica
de las ecuaciones bésicas de la fisica matematica como las ecua-
ciones de Lagrange, Poisson y las de transmisién de calor y de on-
da; la deduccion de las propiedades cualitativas de sus soluciones
por el método de la transformada de Fourier, e igualmente el con-
cepto de una solucién generalizada en el sentido de los espacios
de Sobolev. Se introduce el concepto de una solucién generaliza-
day se discuten sus aplicaciones en varios problemas de contorno
para la ecuacién de Poisson que es una de las ecuaciones mas im-
portantes de la Fisica Matemaética. La existencia y unicidad de
las soluciones de la ecuaciéon de Poisson se demuestran por tres
métodos diferentes como el teorema de Riesz sobre la forma de
un funcional lineal continuo en un espacio de Hilbert, el méto-
do de Galerkin y el método variacional. Los dos tltimos métodos

\Y%



VI INTRODUCCION

permiten, ademads, construir un algoritmo explicito de las solu-
ciones aproximadas. Para la consideracién de estos problemas,
se introduce el concepto de una funcién generalizada y se estu-
dian sus propiedades mdas importantes. La teoria de las funciones
generalizadas es una parte importante del anélisis que extiende
el concepto de una funcién a los funcionales lineales continuos,
actuando sobre un espacio determinado de funciones bésicas. El
desarrollo rapido de las funciones generalizadas fue estimulado
por las exigencias de la fisica, en particular, de la fisica cuanti-
ca y la teorfa de las ecuaciones diferenciales en derivadas par-
ciales. Actualmente, la teoria de las funciones generalizadas esta
muy desarrollada y es una herramienta diaria de un matematico,
un fisico o un ingeniero. Este curso hace énfasis teérico, orienta-
do principalmente a los estudiantes de la carrera de matematica,
también puede ser ttil para los fisicos e ingenieros que estén in-
teresados en una avanzada base tedrica. Una de las caracteristicas
de este texto es la deduccion detallada de todos los resultados con
demostraciones y su metodologia orientada hacia un curso de un
semestre de duracién. A diferencia de la mayoria de los textos
sobre el tema, este curso es relativamente corto y sencillo. En tres
ocasiones, en aras de no alargar demasiado el curso, las pruebas
de los teoremas se limitaron a casos particulares. Como prerre-
quisito, es deseable andlisis funcional. Sin embargo, algunos con-
ceptos bésicos del andlisis funcional a los que se hace referencia
a lo largo del curso, se encuentran en el apéndice de este texto,
lo que hace posible, con algtn esfuerzo adicional del estudian-
te, reducir los prerrequisitos a un curso estdndar de ecuaciones
diferenciales. Quisiera expresarle mi agradecimiento al profesor
G. Téllez por sus sugerencias, correcciones y consejos durante la
revision del texto. Igualmente quisiera agradecer al Director del
Departamento de Matematicas de la Universidad de los Andes
profesor René Meziat por su apoyo, atencion y seguimiento en el
proceso de edicién de este libro.



CAPITULO 1

ALGUNOS MODELOS MATEMATICOS DE LOS
PROCESOS FiSICOS

1.1. Deduccion de la ecuacion de calor

Veamos un cuerpo tridimensional (2, cuya temperatura en el
punto x = (z1, 2, x3) esta representada por la funcién u(t, x) pa-
ra cualquier momento ¢, y supongamos que la funcién u(t, ) tie-
ne derivadas continuas de segundo orden respectoa x;,i = 1,2, 3,
y de primer orden con respecto a t: u(t, z) € C;IQ(Q)

La deduccién de la ecuaciéon de transmision de calor se ba-
sa en la siguiente ley fisica experimental: si diferentes partes de
un soélido tienen temperaturas distintas, entonces, en el cuerpo
aparecen unos flujos de calor, dirigidos desde las partes calientes
hacia las frias.

Consideremos una superficie S que estd dentro del cuerpo €;
sea 71 - su vector de la normal exterior.

La cantidad de calor ¢ que pasa a través de la superficie S
en direccién del vector 77 durante el intervalo de tiempo [¢;; 2] se
determina como:

¢= —j{//k(az)ggds}dt. (1.1)
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Figura 1.1.

Aqui % - es la derivada direccional en el punto x de la su-

perficie S a lo largo del vector 77; k() es una funcién positiva y
su significado fisico es el coeficiente de la conductividad de calor
en el punto z. La integral (1.1) representa la ley fisica de Fou-
rier, segiin la cual la cantidad de calor dg que pasa a través de
un elemento de superficie ds durante el incremento del tiempo
elemental dt es igual a
dg = —k(x )gz dsdt.

Supongamos que k(z) € C*(9). La cantidad de calor que sale
del volumen D acotado por la superficie S, estd dada por (1.1).
Por otro lado, este calor es igual a

/// u(ty, z) — ultz, 7)) dz, (1.2)

donde p(x) esla densidad del cuerpo y ¢(x) es la capacidad térmi-
ca. Igualando (1.1) y (1.2), obtendremos

/// u(ty, =) — u(ty, z)|dz =
/{// ds}



¢ 1.1. DEDUCCION DE LA ECUACION DE CALOR 3

Representando

2 g
u(ty, x) —u(ty,z) = —dt
(t2, ) — u(t1, ) .ot

en el lado izquierdo de (1.3) tendremos

J{ I ooty

Por el teorema de Gauss se cumple

// ds‘///zfm( axz>d$

Por lo tanto, de (1.3) podemos concluir que:

T

Como las funciones que estdn dentro de la integral son conti-
nuas y el volumen D y el intervalo de tiempo [t1; 2] son arbitra-
rios, la dltima identidad implica que Vz € €2, V¢ se tiene

o)

(@) 23: 8(?61 (ko 5‘3:) (14

=1

La ecuacién (1.4) es la ecuacion de transmisiéon de calor para
un sélido no homogéneo.

Si el cuerpo es homogéneo, o sea, k, ¢, p = Constante, enton-
ces, la ecuacién (1.4) tiene la forma:
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3 92
donde el operador A se define por la féormula: A = > 882
i=1 0Z;

, _k ou Ou k Ou
Seat' = —t. Entonces, — = — - —; =
cp ot ot cp” ot

nuevamente ¢’ como t, llegamos a la ecuacion:

= Awu. Denotando

ou
— = Au. 15
5 (1.5)
Las ecuaciones (1.4) y (1.5) tienen una infinidad de soluciones.
Para escoger de ese conjunto una solucién determinada hay que
plantear unas condiciones adicionales. Es decir, las condiciones
de contorno y las condiciones iniciales.

Desde el punto de vista fisico se espera que el conocimien-
to de la distribucion de la temperatura dentro del cuerpo en un
momento determinado y del régimen térmico en la frontera del
cuerpo, determine la distribucién de la temperatura en los mo-
mentos del tiempo posteriores.

Si el dominio (2 coincide con todo el espacio, entonces la solu-
cién de las ecuaciones (1.4), (1.5) para t > t( se determina tinica-
mente por las condiciones iniciales, que son los valores de u(¢, x)
para t = ty. Este resultado lo demostraremos mds adelante.

Si el dominio 2 es acotado, se puede introducir, ademads de las
condiciones iniciales, la temperatura en cada punto de la frontera
del cuerpo €2 para t > ty.

La condicién inicial
U(.T,t) |t:t0: U’O(xatO) (16)
y la condicién de contorno

w(z, 1) o= p(o,1), ¢ > 1o (1.7)

determinan el primer problema de contorno.
Para determinar una solucién tnica se pueden plantear, en
lugar de la condicién (1.7), los valores de la derivada Ou en la

on
frontera 052, donde 7 es su vector normal.
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Este problema surge cuando se conoce la cantidad de calor
que el cuerpo entrega al espacio exterior a través de cada elemen-
to de area ds de la frontera del cuerpo. Ese flujo de calor, segiin

ou
1.1), esigual a —k—= dsdt.
(1.1), esigual a 77 48
Conociendo el flujo térmico para cada elemento ds de la fron-

u

tera 0(, se pueden encontrar los valores e la. En general, te-
7

nemos

0

Las condiciones (1.6), (1.8) determinan el sequndo problema de
contorno.

Supongamos, ahora, que es conocida la temperatura u, (¢, z)
del medio exterior del cuerpo y que en su superficie hay inter-
cambio de calor con el medio que lo rodea. Por la ley de Fourier, el
calor que pasa del ambiente al cuerpo durante el intervalo [¢;; to]
a través de la superficie S, es igual a

f [ e - .
t1 S

donde k; es el coeficiente de conductividad térmica exterior en-
tre el cuerpo y el medio que lo rodea, u; y u son los valores limi-
tes, externos e internos, respectivamente, dela temperatura en la
frontera del cuerpo.

Por otro lado, como hemos visto, ese mismo calor es igual a

J{ e

donde concluimos que en la frontera dw se cumple: k; (u; — u) =

ou
o
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ki(z)

Si llamamos h(z) = — , obtenemos la condicion:

<g; + h(z) - U> loo= ¥ (z,1) (1.9)

Las condiciones (1.6), (1.9) determinan el tercer problema de con-
torno para la ecuacion de transmisién de calor.

Observacion 1.1. A veces se consideran los casos de ldminas
y varillas bajo la suposicién de que las superficies laterales de la
varilla o de ldmina sean aisladas térmicamente. Entonces, la ecua-
cién de transmision de calor se reduce a las siguientes formas:

Ou = O + O ara el caso de una ldmina
ot~ 922 " 922 F ’

Ou _ Ou para el caso de una varilla
ot 0a? '

1.2. Deduccion de la ecuacion de onda

Deduzcamos, ahora, la ecuacién de onda para el caso de RZ o
sea, la ecuacién de vibraciones de una membrana.

Llamemos membrana a una cascarilla delgada eldstica que no
ofrece resistencia a una deformacién que no cambia su area, pero
que se opone a un aumento de ésta. Supongamos que en la posi-
cién de equilibrio la membrana esté posicionada en el plano R? y
que su forma es la de un dominio plano €2 con frontera L.

Supongamos que sobre la membrana acttia una fuerza exte-
rior cuya densidad en el punto =z = (21, x2) esigual a f(x,t) y su
direccion es perpendicular al plano R%:

Bajo la influencia de esta fuerza, la membrana se deforma y
llega a ser una superficie cuya ecuacién escribiremos como v =
u(x1,z2,t). El eje OU es perpendicular al plano (z1, z2).
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0 : X
Figura 1.2.

Supongamos, ademads, que la superficie de la membrana se

ou
a_ 7 = 172
81’2‘ ‘

son pequefas, por lo que no se tomaran en cuenta sus potencias
mayores.

deforma poco, lo que significa que las derivadas

También vamos a suponer que los puntos de la membrana se
desplazan perpendicularmente al plano R? de manera que sus
coordenadas 1, 2 no se cambian.

Vamos a basarnos en uno de los principios mds importantes
de la mecénica segtin el cual “la variacién de los trabajos elemen-
tales de todas las fuerzas que acttian sobre el sistema es igual a
cero, para todos los desplazamientos posibles” (véase [14]).

Encontremos el trabajo de todas las fuerzas que acttian sobre
la membrana en su desplazamiento desde su estado plano inicial
hacia la posicién representada por la funciéon u = u(z1, x2, t).

El trabajo de la fuerza exterior con densidad f(z,t) se repre-
senta por la integral

// f(x, t)u(x,t) deidrs.
Q
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Supongamos que el drea inicial de la membrana es igual a 1;
entonces, como se sabe del cilculo vectorial, el cambio del drea
durante el desplazamiento es el siguiente:

AS:// 1+Z<8$,> — 1| dridasy
Q

En este caso el trabajo de las fuerzas de elasticidad de la mem-
brana es igual a

_T-// 1+Z<al‘z> — 1| dxidzs,
Q

donde T es una constante.

Si descomponemos la funcién de la dltima integral en una se-
ou

oz’ Oxy
minos mayores de esta serie, entonces obtendremos la siguiente

representacion para el trabajo de elasticidad:

2 (a> (;) s

Aqui se utiliz6 el resultado

rie de potencias de y no tomamos en cuenta los tér-

R
—i-f—i-Rl(Zl,Zg) lim M =0

(Z1722)4)(070) \/ Z% + Z%

(1421+22)2 = 1+51

y se supuso que R; = 0.

Tenemos que tomar en cuenta también la fuerza de inercia de
2

la membrana, cuya densidad es iguala —p - %, donde p(x1,x2)

es la densidad de la membrana.
2
El trabajo de la fuerza de inercia es iguala — [ p-aatgu dxidxs.
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Finalmente, el trabajo de todas las fuerzas que acttian sobre
la membrana en su desplazamiento desde el equilibrio hacia la

posiciéon u(t, x) es igual a
2 . ou 2
61‘1 8.732

=13

82
<f o at2>'u}dx1dx2. (1.10)

Observemos que la integral (1.10) representa la energia total de la
membrana. Realicemos un desplazamiento posible, es decir, agre-
guemos a la funcién u cierta funcién du y calculemos la variaciéon
de la integral (1.10):

—+

0A = A(u+ du) — A(u) =

I

Como

/ ’ / &u
T (uly, 6y, + ul,6ul,) + | f — P o oul| dridzs.

ou 0 0 [ Ou 0%u
Bor B O = agcl(axl 5“) "o Y

entonces,
—// [, 5u’ +ul, 5u’ L] dridas =
0 ou

+ / Audu d.TldCEQ =

/5uds—|—/ Audu dridzs.
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Aqui utilizamos la férmula de integracién por partes, conoci-
da del calculo vectorial:

//flahdwldl‘z =
/f1 9 - cos(7i, 1 d:nldacg—// Oh - fodxidxo

para el caso particularde f1 = 1y fo = aa—ué 88 du, donde
T2

82
Au significa la suma de las segundas derivadas: Au = ) 8—2
i=1,2 O%;

Finalmente,

0A = — ;5uds+//
L Q

Segun el principio de los desplazamientos posibles, tenemos
JA=0.

2

o

TAu+f—p2 “] Sudridrs (1.11)

La integral f T 5uds también es igual a cero, dado que en
la frontera L = GQ se Cumple la condicién du = 0.

En los puntos inferiores del dominio €2, du es una funcién ar-
bitraria continua. De esta manera, de (1.11) concluimos

2

T

+f=0 (1.12)

1.3. El sentido fisico de las condiciones de
contorno

Si la membrana esta fija en su frontera, la condicién de con-
torno que le corresponde es

u L= (1) (1.13)
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donde ¢(z,t) es la ecuacién de la curva en el espacio R? que de-
termina la frontera de la membrana, de tal manera que la proyec-
cién de ¢ sobre el plano (z1, z2) sea la curva L.

Si la membrana estd suelta en su contorno, entonces la fun-
cién du es arbitraria también en la frontera y para que se anule la
primera integral en (1.11) tenemos que exigir la condicién

Ou
on
Si la frontera de la membrana esté sujeta a la accién de una
fuerza con densidad lineal f;, entonces a la integral (1.10) hay
que agregarle el término [ fi - u - ds, de manera que la primera
L
0
integral en (1.11) se transforma en f(—T 8—% + f1> duds.
L n
Asfi se obtiene la siguiente condicién de contorno, que gene-
raliza la férmula (1.14):

=0, (1.14)

ou
T—
on
Ahora, si la fijacién de la membrana es eléstica, entonces la
fuerza que acttia sobre su borde es proporcional al desplazamiento:

=1 (1.15)

fi1 lsa = ku |5q -

En este caso la condicién de contorno tendrd la siguiente forma:

ou
TS -
( on ku>

Para determinar las soluciones de la ecuacion (1.12) es necesario
introducir las condiciones iniciales

=0. (1.16)
L

u(z, ) [i=0= ¢(x)
ou . ;= (x1,29) € Q. (1.17)
ot (z)
Si la membrana es tan grande que la influencia de la frontera es
insignificante, entonces se consideran las vibraciones de todo el

plano (Q = R?) sujetas a la ecuacion (1.12).
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En este caso, para la unicidad de la solucién bastan las condi-
ciones (1.17).

En el caso de considerar la influencia de la frontera, tenemos
tres tipos de condiciones de contorno: (1.13), (1.15), (1.16).

El problema (1.12, 1.13, 1.17) se llama el problema de Dirichlet o
el primer problema de contorno para la ecuacion de onda.

El problema (1.12, 1.15, 1.17) lleva el nombre de Neumann y
también se llama el sequndo problema de contorno.

El problema (1.12, 1.16, 1.17) se conoce como el tercer problema
de contorno.

Si la fuerza exterior es estacionaria, la ecuacién (1.12) para la
membrana se transforma en

Au(z) = F(a),
la cual se llama la ecuacién de Poisson.

Si se estudian las vibraciones de un medio tridimensional, que
pueden ser, por ejemplo, vibraciones de un gas u ondas de so-
nido, entonces, se puede demostrar, de manera andloga al caso
de las vibraciones de membrana, que la funcién u(t, z1, z2, z3)
que caracteriza la desviaciéon de la presién normal en el punto
x = (x1, T2, x3) en el momento ¢, satisface la ecuacion:

Pu o[ 0%u  *u  O*u
el (IR 1.18
oz~ ¢ (axf " o2 T oa2 (1.18)
donde a? es una constante.

La ecuacion (1.18) se llama la ecuacion de onda.

Muchos procesos de vibraciones (ejemplo, vibraciones elec-
tromagnéticas) se describen mediante la ecuacién (1.18).

En el caso de una dimensién, que podria ser el de vibraciones
de una cuerda o de un gas dentro de un tubo, la funcién u(t, x)
correspondiente satisface la ecuaciéon
0*u 0*u

gy _pt 11
Porz = a2 (1.19)
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que se llama la ecuacion de vibraciones de una cuerda.

Aqui p(z) significa la densidad lineal en el punto x de la cuer-
da, T es tension y u(t, z) es la desviacion de la cuerda.

Las condiciones de contorno e iniciales para las ecuaciones
(1.18) y (1.19) siguen siendo las mismas.

Observacion 1.2. Las ecuaciones (1.12), (1.18), (1.19) se obtuvie-
4

. . . ou . .
ron bajo la condicién de ignorar los valores <8 a diferencia
T

2
de (8;:) , lo que es igual a la suposicién de la pequefiez de las

vibraciones. Sin esta suposicion, las ecuaciones de movimiento
del medio eléstico tienen una forma no lineal.

Observacion 1.3. Como hemos visto, en las ecuaciones de onda
y de transmisién de calor entran las expresiones

ox? Oz = 022 Oz 03

Esto ocurre siempre para las ecuaciones lineales de segundo
orden deducidas para un medio isotrépico y homogéneo, por-
que estas expresiones (o laplacianos) son las tinicas combinacio-
nes lineales de las derivadas parciales de segundo orden de u que
son invariantes con respecto a cualquier transformacién ortogo-
nal (rotacién de los ejes del sistema cartesiano de coordenadas).

Observacién 1.4. La ecuacién de Laplace Au = 0 describe, por
ejemplo, los potenciales del campo de gravitacién y del campo
electrostdtico, como también el flujo irrotacional (potencial) de un
liquido. Las ecuaciones de Laplace, Poisson, de transmisién de
calor y de onda se consideran las ecuaciones bésicas de la fisica
matematica.
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Ejercicios

1.

Considérese una cuerda de longitud I que se encuentra esti-
rada por la fuerza Tj en la posicién rectilinea de equilibrio.
En el instante ¢( los puntos de la cuerda se someten a las des-
viaciones y velocidades iniciales. Plantee el problema de las
vibraciones transversales de la cuerda, si los extremos:

a) Son fijos.

b) Pueden desplazarse transversalmente.

¢) Tienen fijacién eldstica, en otras palabras, la resistencia a
los desplazamientos transversales en los extremos es pro-
porcional a dichos desplazamientos.

. Una varilla elastica de longitud [ se encuentra fuera del reposo

por los desplazamientos y velocidades iniciales longitudinales
de sus extremos. Deduzca los problemas de vibraciones longi-
tudinales de la varilla si:

a) Los extremos son fijos.

b) Los extremos son libres.

c) Los extremos se mueven longitudinalmente, segtn las
férmulas dadas.

. Deduzca la ecuacién de difusiéon en un medio inmévil que

ocupa el dominio acotado {2, si se conoce la densidad de las
fuentes F'(z,t) y la difusioén se realiza con absorciéon. La velo-
cidad de absorciéon en cada punto x € (2 es proporcional a la
densidad u(x,t) de la sustancia que se encuentra en difusion.
Obtenga las condiciones de frontera para los casos cuando:

a) En la frontera de §2 se mantiene la densidad dada.

b) La frontera no es transparente para la difusion.



